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TTeber  die  geradlinigen  Flftchen  yom  Geschledite    «  0. 

Von  A.  Clebscu  in  Göttuigem. 


Unter  den  geru(llini<^'en  Flächen  f^estatteu  nur  diejenigen  die  ein- 
deutige Abbildung  auf  der  einfachen  Ebene,  bei  welchen  das  Geschlrclit 
eines  ebenen  Schnittes  p  =  0  ist*);  eine  Zahl,  welche  zugleich  das  (ie- 
schlecht  der  Fläche  genannt  wird.  Besondere  Arten  dieser  Flächen 
sind  von  Herrn  Cremona**)  und  Herrn  Nöther***),  sowie  von  mir 
selbstf)  untersucht  und  abgebildet  worden.  Ich  werde  im  Folgenden 
/eigen,  wie  die  Abbildung  aller  solcher  Flächen  auf  der  Ebene  sich 
durstellt;  wobei  denn  zugleich  gewisse  Eigeuschai'teu  dieser  Flächen 
und  insbesondere  eine  einfache  £intheiluug  derselben  sich  ergeben. 

Abbüdnng  einttr  geradlinigen  Fläolie  Yom  GesoUecht  j> «  0  anf  einer 

Ebene. 

Nehmen  wir  eine  geradlinige  Fläche  n"""^  Ordnung  vom  Geschlechte 
ji  MB  0  an,  und  betrachten  wir  irgend  zwei  ebene  Schnitte  derselben. 

Diese  ebenm  Scbnfite  sind  Tom  Geschlecfate  p  0;  man  kann 
dahär  die  Coordinaten  der  beweglichen  Punkte  in  jedem  dieser  Schnitte 
dorch  rationale  Functionen  eines  Parameters  gegeben  denken;  und 
zwar  werden  diese  Functionen  vom  Grade  sein,  so  lange  die 
Ebenen  der  Schnitte  nicht  besondere  Lagen  haben,  k5nnen  aber  sonst 
▼on  niederem  Grade  werden.  Ich  nehme  zunächst  das  erstere  an,  setze 
also  die  ebenen  Schnitte  als  in  allgemeiner  Weise  gewählt  voraus. 

Bezeichnen  wir  die  Parameter  JQr -die  beiden  «eb«^.  Curven  durch 
X  und  fi.  Da  beide  Gurren,  durch.,  di^  JBmmgeBdini  der  Fläche  ein- 
deutig aufeinander  bezogen  sind,  so  muss  für  entsprechende  Pujikte  A 
durch  ti  durch  A  eindeutig  und  algebraisch  gegeben  sein.  Daher 
^itiss  zwischen  A,  (i  eine  lineare  Beziehung  bestehen  von  der  Form: 

"..   «Afi  +  /IA  +  y|*  +  d  — 0. 

*)  Schwärs,  Borohardt*8  Journal,  Bd.  C7,  p.  23. 
•«)  AnnaU  di  mal,  8er.  II.  Bd.  l! 
••*)  Annalen,  1kl.  TU.  p.  104. 

f)  AiinalcQ,  Bd.  II.  p.  446;  Borcfaitrdt's  Journal,  Bd.  67.  p.  17. 

|fatlieizi*Uacbe  Anoaleo.  V.  1 


2  A.  CutBseo. 

Tndem  man  also  statt  fi  eine  gebrochene  lineare  Function'  von  fi 
als  Parameter  einführt,  kann  man  fi  =  X  setzen. 

liezeielinen  wir  nun  die  Ausdrücke  der  Goordinaten  fUr  die  be- 
weglichen Punkte  der  Curven  durch: 

(1)  (f-1,  2,  3,  4) 
fOr  die  eine,  und  durch: 

(2)  0  =  1,  2,  3,  4) 
för  die  andere,  so  ist  durch: 

QV)  QOCi  =  <pi  +  viPi   (/•  =  !,  2,  3,  4) 

ein  belieliiger  Punkt  eiuer  Erzeugenden  dargestellt,  und  die  Gleichungen 

(3)  geben  also  die  Darstellung  des  beweglichen  Punktes  der  Fläche 
durch  rationale  l^unctionen  vou  A,  v.    i:>etzt  mau: 

(4)  l-f  , 

und  interpretirt  man  r],  ^  als  Dreieckscoordinateu  in  eiuer  Ebene, 
so  ist  durch  die  Gleichungen: 

die  Fläche  eindeutig  auf  der  Ebene  abgebildet. 

Die  Abbildungsfunctionen  sind  von  der  (»  -(-  1)'«"  Ordnung.  Die 
ebenen  Schnitte  bilden  sich  durch  die  Currenschaar: 

(C)  |rti.(;p.  +  giMf    =  0 

ab,  also  durch  Curveu  (h -f-  1)'''  Ordnung,  welche  bei  |  ==  f ,  =  0 
einen  «fachen,  bei  |  =      ?  =  0  einen  einfachen  Punkt  haben. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  diese  liilder  ebener  »Schnitte  noch 
weitere  Fundamentalpunkte  haben  müssen.  Denn  hätten  sie  keine 
solche,  so  wäre  die  Ordnung  der  Fläche: 

(7)  iV^=      + 1)2  — n2—  l-:2f», 

also  höher  als  v. 

Man  sieht  aljcr  sofort,  dass  die  librigoii  Fuii<lanieiitalpuiikte  nur 
oiiifaehe  sein  ki">niien.  ^^  ilre  einer  derselben  von  höherer  Ordnung,  so 
würde  die  N'erbinduiigslijiie  des^c4bell  mit  <loni  »/fachen  Punkte,  etwa 
die  Gerade  -f-  ßyj  =  0  allen  Bildern  ebener  Selinitte  angehören, 
und  «I  -j-  ßii  wiire  also  ein  Factor  aller  Austlrücke  (5),  d.  h.  aller 
(pi  und  ilfi,  oder  "Avenigstens .  wenn  «=  1,  ß  =  ()  sein  .sollte,  aller  tl>,. 
Die  ebenen  Schnitte?,  von  dejieii  wir  ausgegangen,  oder  doch  einer  von 
ihnen ,  würden  also  durch  rationale  Functionen  niederer  Ordnung  dar- 
gestellt, wären  also  nicht  von  der  vorausgesetzten  allgem^en  Be- 
schaffenheit. 

Damit  also  N  =^  n  werde,  muss  das  System  der  Bilder  ebener 
Schnitte  noch  emfache  Fundamentalpunkte  enthalten.   Die  Bedeutung 
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derselben  ist  leicht  zu  übersehen.  Denn  für  diese  Fnndamentalpunkte 
müssen  die  Aasdrfleke: 

sämmtlic'h  versehwinden;  es  werden  also  die  Coordinaton  9^,  des  ent- 
sprechenden Punktes  in  dem  einen  eboncn  Schuitto  den  Coordinaten 
i^i  des  entsprechenden  im  andern  proj)ortional,  diese  Punkte  also  fallen 
zusammen  in  diesen  gemeinsamen  Punkt  beider  Schnitte.  Diese  \Verthe- 
paare  l,  rj  gehören  daher  den  Erzeugenden  an,  welche  durch  die 
Schnittpunkte  der  Schnittlinie  beider  ebenen  Silmitte  und  der  Fläche 
gehen;  deren  Zahl  denn  aucli  in  der  That  gleich  n  ist.  Und  jene 
n  Fundamentalpunkte  stellen  also  diese  92  Erzeugenden  dar;  ihre  Ver- 
bindangslinien  aber  mit  dem  n  fachen  Fundamentalpunkte  stellen  die 
enrfthnten  MPmikte  selbst  dar,  da  iDr  sie  die  den  9  oder  ^  pro- 
portional werden,  ohne  doch  zu  verschwinden. 

Dagegen  repri&sentirt  der  Fnndamentalpunkt  1  =  0,  g  »  0  eine 
ganz  beliebige  Erzeugende  der  USche;  man  braucht  nur  statt  ent- 
sprechend einer  quadratischen  Transformation  der  Bildebene,  die  neue 
Veränderliche: 

einzuführen,  und  an  Stelle  von  S  =  0,  =  0  tritt  dann  ctl^ ß r}  =  0, 
Ü,  also  an  Stelle  der  Erzeugenden  |  eine  beliebige  andre  Er- 
zeugende «I  -f"  ==  0.  Die  Verbindungslinie  dieser  Fundamental- 
punkte mit  dem  n  fachen  aber  repräsentirt  denjenigen  Punkt  des  zweiten 
el>enen  Schnittes  (pjr,  =  i/»,),  in  welchem  derselbe  von  dieser  iirzeugenden 
getroffen  wird.  Endlich  stellt  der  v  faclic  Fundamentalpunkt  =  0, 
rj  ^  0)  diesen  beliebig  gewählten  zweiten  ebenen  Schnitt  ((>x,  =  ^j) 
selbst  dar. 

Man  kann  nun  noch  in  jedem  Falle  die  vorhergehende  Darstellung 
dadurch  modificiren,  dass  man  den  einen  der  beiden  ebenen  Schnitte 
durch  eine  Erzengende  legt.  Indessen  treten  hierbei  schon  Verschieden- 
heiten unter  den  betrachteten  Flächen,  auch  denen  von  gleicher  Ord- 
nung, herYor. 

§  2. 

dnadntllMlw  fraaiBlbmiatloBeii. 

Denken  wir  uns  irgend  eine  Abbildung  der  vorliegenden  Fläche, 
bei  welcher  die  e))enen  Schnitte  sich  als  rbene  Curven  x''"'  Ordnung 
mit  einem  gemeinsamen  (x  —  1)  fachen  Punkte  darstellen.  Damit  die 
abgebildete  Fläche  von  der  Ordnung  n  sei,  müssen  dann  noch: 

X»  -  («  —  1)«  —  «     2x  —  n  +  1 

einfiiche  Fnndamentalpunkte  Torhanden  sein.  Von  diesen  Fnndamental- 
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punkten  können  uiemals  zwei  in  einer  Geraden  mit  dem  (x  —  l)fachen 
Funkte  liegen. 

Aus  der  Zahl,  welche  für  diese  Punkte  g^ebcu  wurde,  folgt, 
dass  nüthweudig: 

und  nnin  sieht  also,  dass  Flächen  «Icr  lii  tr;u  iititen  Art  niemals  durch 
Abbildungsfuuctioneu  dargestellt  werden  können,  deren  Ordnung  kleiner 

als  ist. 

Sind  aber  wenigstens  zwei  einfache  Fundamentalpunkte  Torhaiiden, 
so  kann  man  im  Allgemeinen  immer  mit  Hilfe  mm  quadratischen 
Transformation  die  Ordnung  der  Abbildung  erniedrigen.  Als  Ecken 
des  Fundamentaldreiecks  der  Transformation  benutzt  man  dabei  zunächst 
den  (x  —  1)  fachen  und  zwd  einfache  Fundamentalpunkte;  doch  sind 
gewisse  Fälle  nicht  ausgeschlossen,  in  denen  ein  solches  Dreieck  im 
eigentlichen  Sinne  nicht  mehr  existirt. 

Seien  die  Abbüdnngsgleichungen : 

(1)  Qiüi  —  9<(l»  n)  +  ttiih  n)  > 

wo  nun  die  Functionen  vom  Grade  x,  die  Functionen  ^  vom  Grade 
ac  -~  1  sind.  Der  Charakter  derselben  Sndert  sich  nicht,  wenn  man 
statt  t  die  neue  Ver&nderliche: 

einföhrt,  nur  dass  an  Stelle  der  9  dann  die  AusdrQcke: 

^cf,  +  («I  -\-  ßn)i\ 

treten.  Diese  Aendenui^''  entspricht  der  Abänderung  einer  Seite  =  0) 
des  Coordinatendreieck.s,  \vührend  die  Ecke  ^  =  0,  =  0  und  die 
durch  sie  gehenden  Seiten  ungeandert  bleiben.  Ebenso  wenig  ändert 
sich  der  Charakter  der  Gleichung  (1)  durch  lineare  Transformation 
der  I,  tif  was  nur.  einer  Aenderung  der  letzterwähnten  Seiten  ent- 
spricht. 

Haben  wir  also  zunächst  zwei  einfache  Fundamentalpunkte,  welche 
getrennt  von  einander  und  auch  von  dem  (x  —  1)  fachen  liegen,  so 
nehmen  wir  diese  3  Punkte  zum  neuen  Coordinateudreieck.  Aber  die 
Punkte  C'«0,  |'«  0  und  t »  0,  i  0  sind  jetzt  Fundamental- 
punkte; daher  müssen  alle  Functionen  <p*  die  Factoren  17'  haben, 
und  die  Abbildungsgleichungen  die  Form  annehmen: 

pa?<  — l'ij'jft  +  C^i- 
Mittelst  der  Substitution: 

erhält  man  also  die  neue  Form: 

deren  Abbildongsfunctionen  einen  um  1  niedrigeren  Grad  besitzen. 
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Sind  Eweitens  die  beiden  einfachen  Fundamentdpunkte  zwar  noeh 
▼on  dem  (x  —  1)  fachen,  aber  nicht  mehr  von  einander,  in  endlicher 
Entfernung,  so  berUbren  sich  also  an  einer  gewissen  Stelle  alle  Bilder 
ebener  Schnitte,  und  indem  man  |' 0  die  Verbindungslinie  dieser 
Stelle  mit  dem  (»  —  1)  fachen  Punkte,  0  die  gemeinsame  Tangente 
aller  Bilder  ebener  Schnitte  au  jener  Stelle  nennt,  mflssen  die  Abbil- 
dungsgleichnngen  die  Form  annehmen: 

die  Substitution:   ^,2 

führt  uliM)  wieder  auf  Abbildungsgleichungeu 

QXi  -=  ^<  -f  ^'Xi 
von  einer  um  1  uiedern  Ordnung. 

Drittens  rücke  einer  der  einfachen  Fundamentalpunkte  dem  (x  —  1) 

fiifhen  unendlich  nahe,  wülirond  der  iindere  in  endlicher  Entrernung 
bleibt.  Die  gemeinsame  Tangente,  welche  alle  Bildcurven  ebener 
Schnitte  dann  in  dem  (x —  1)  fachen  Punkte  hal>en,  sei  ^'=0;  die 
Verliiiidungslinie  des  (x 1)  fachen  mit  dem  endlich  entfernten  ein- 
fachen Fundamentaljnmkte  sei  »^'=0;  ^'  =  0  endlich  gehe  durch  den 
letztem.  Die  Ausdrücke  tl\  welche  gleich  Null  gesetzt  die  Tangenten 
des  (  X —  inui  hen  Punktes  für  die  liilder  der  Schnitte  .r,  =  0  liefern, 
müssen  dann  den  Factor  haben;  die  g),  aber,  da  »/  =  0,  ^  ==  0  ein 
Fundamentalpunkt  ist,  den  Factor  ij.  Somit  werden  die  Abbildungs- 
gleichungen: , 

Durch  die  Substitution: 
gehen  sie  in  die  Fosm: 

über,  in  welcher  die  Ordnung  der  Abbildungniunctlouen  um  1  nie- 
driger ist.' 

Es  seien  endlich  die  beiden  einfachen  Fundamentalpuukte  einander 
uml  dem  (x — 1)  fachen  unendlich  nahe,  aber  auf  demselben  Zweige 
des  (x  —  I  j  fachen  Punktes  gelegen.  Dann  benihren  sich  also  die 
sammtlichen  Bildcurven  ebener  Schnitte  in  einem  Zweige  des  vielfachen 
Punktes  so,  dass  sie  neben  diesem  noch  2  benachbarte  Punkte  des 
Zweiges  gemein  haben.  Nehmen  wir  g'  <»  Q  zur  Tangente  dieses 
Zweiges;  die  Ausdrücke  ^i,  welche  gleich  Null  gesetzt  die  Tangeuten 
des  (x  —  1)  fachen  Punktes  fftr  die  Bilder  der  Schnitte  Xi  =  0  liefern, 
müssen  dann  sSmmtlich  den  Factor  f  haben,  so  dass: 

Suchen  wir  nun  die  gemeinschaftlichen  Punkte  zweier  Curven: 
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BO  finden  vr'n  die  Werthe  von  — ,  welche  den  nicht  in  den  (x  —  1) 

facbeu  Puukt  fallenden  Schnittpunkten  entsprechen,  indem  wir: 

setzen.  Tra  vorliegenden  Falle  miiss  der  Ausdruck  links  2  Factoren 
5'  enthalteji.  Kinen  enthält  orsclion,  weil  die  einen  solchen  haben; 
der  Ausdruck  q>i%it  —  %itp»  muss  ilui  also  uochmaU  besitzeni  d.  b. 
man  hat: 

wo  f.)  ein  (nuuh atiscber  Ausdruck  ist,  nud  die  Functionen  (x  —  1)'" 
Ordiiuni^  bedeuten. 

Die  Abbildungsgleichuugen  für  diesen  Fall  werden  also: 

Die  quadratische  Substitution: 
führt  daher  diese  Gleichungen  in  die  Form: 

über,  W(»  die  Ordnung  der  Aljbildungstiuicütjiien  um  1  niedriger  ist. 

So  ist  denn  gezeigt,  wie  in  allen  Fällen  die  (juadratische  Trans- 
lorniation  eine  Erniedrigung  der  Abbildungstuni  tiojicn  herboitührt, 
(lüsstr  uniH  die  beiden  einfachen  Fundamcntidimnhte  einander  und  dem 
(X  —  \)  fachen  Funkte  auf  verschiedenen  Zweigen  des  letztem  unetuUich 
genähert  werden.  Wenn  wir  in  diesem  Falle  durch  =  0,  i^'omO  die 
festen  Tangenten  des  (» —  1)  fachen  Punktes  bezeichnen,  so  sind  die 
Abbildungsgleichuugen: 

^av  =  y<  + 

sie  sind  nicht  in  ähnlicher  Weise  wie  die  vorigen  der  Bednetion  fShig. 

§3. 

Bedaotlon  der  AbbUdnog  mittelst  qnadxatifleher  Tmufonnattonen. 

Flicheiigrappeii. 

Ans  dem  Vdrigen  geht  hervor,  dass  man  die  in  1.  entwickelte 
Altl)ild)iiig  so  lange  mit  llilt'c  quadratisclior  Transtormatioiicu  crniedrigou 
kann,  bis  entweder  sämmtliche  einf'ailie  l^'undamentalpunkte  einzeln 
auf  versrhiedenen  Zweigen  der  Hildcurven  ebener  .Schnitte  dem  festen 
vieliachen  Funkte  unendlich  nahe  gerückt  sind,  oder  bis  ül)erliaupt 
nur  noch  ein  einziger  einfacher  ültrig  ist.  (Jehen  wir  von  den  Abbil- 
dungsfunctiouen  in  -j-  l)'  '  Ordnung  aus,  wie  sie  in  §  1.  gegeben  wur- 
den, so  kann  mau  den  ersten  Schritt  immer  thuu,  und  die  Abbildung»- 
functionen  auf  die  n**  Ordnung  zurttckftthren;  aber  nicht  in  alloi  Fallen 
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kann  man  weiter  gehen.  Wenn  die  £rniedrigang  bis  zor  (fi  —  « 

Ordnung  getrieben  werden  kann^  so  wollen  wir  die  FlacBen  als  der 

Gruppe  f/eradllnif/rr  Fliichni  n'''"  Ordnuvj  vom  Grsrlilfchk'  p  0 
atKjthörig  bezeichnen.  Die  Abbildungsgleicliiuigen  haben  dann  die 
Gestalt: 

wo  die  tp  Functionen  (»  —  «  -|-  1)"'  Ordnung  von  l,  i],  die  t  solche 
der  Ordnniif^  tt  —  1  ,  endlich  M  eine  der  Ordnung;  n  —  2«  -f-  1  be- 
zeichnet. Die  ebenen  Sclinitte  werden  bei  einer  Fläche  dieser  Gruppe 
durch  C'urven  der  Ordiniiiir  n  —  a  -\-  \  abgebildet,  welche  einen  (»  —  a) 
fachen  Punkt  mit  n  —  2«  +  1  festen  Tangenten  (3/==  0)  haben.  Da 
n  —  2a-\-  l  also  positiv  oder  Null  sein  muss,  so  ist  nothweudig: 


was  der  im  Anfange  des  §  2.  gegebenen  B^enzung  der  dort  durch 
X  bezeichneten  Zahl  entspricht. 

Far  ein  ungerades  n  sind  die  Gruppen  also  folgende: 


Gruppe  (a). 

OrdnuDg  der 
BUdcnrren  ebener 
Schmtte  (n  -  a  +  !)• 

Ordnung  des 
▼ielflftehen  Punktes 
(»  —  «). 

Zahl  seiner 
feeten  Tangenten 
(«  — 2«  +  l). 

1 

n 

n—  1 

n—l 

2 

w—  1 

n  — 2 

n-3 

S 

• 

»  —  2 

• 
« 

»  —  3 

• 

n  — 5 

« 
• 

• 
• 

t 

• 

8 

• 

0 

Dagegen  für  ein  gerades  n  wird  dieselbe  Tafel: 

] 

n 

»-1 

n—l 

2 

n—l 

»  —  2 

^       n  — B 

3 
» 

w  —  2 

• 
■ 

H  —  3 

• 
• 

n  — 5 

• 

• 

t 

4^ 

n 

« 

1 

^n  letsteren  tritt  noch  eine      +  1/*  Gruppe  hinzu;  sie  entsteht 

doreh  den  oben  vorgesehenen  Fall  (welcher  nur  bei  geradem  n  ein- 
treten kann),  dass  nur  ein  einziger  einfacher  Fundamentalpnnki  fibrig 
bleibt,  während  keine  festen  Tangenten  des  vielfachen  Punkts  su  Stande 
gekommen  sind.   In  diesem  Falle  mag  S     0,  g  =  0  der  übrigge- 
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bliebeue  einfache  Fundamentalpunkt  sein ;  man  darf  ihn  T<m  dem  viel- 
fachen  endlich  entfernt  annehmen,  da  man  sonst  auf  die  Gruppe 

^urückkuiiimuu  würde.    Die  Abbilduiigsglciehuugeji  werdeu  daim: 

wo  die  ip,  if  von  der  Ordnung  y  sind.  Die  der  obigen  Tafel  ffir 
diesen  Fall  entsprechenden  Zahlen  werden  also: 

«+g      I  I       "       I  n 

~T"      I  i      T      1  "* 

« -4-  1 

Von  diesen  Gruppen ,  deren  Zahl  bei  ungeradem  n  gleich  , 

bei  geradem  gleich        ist  ,  kann  man  die  erste  Gruppe  vermöge  ihres 

besondern  Charakters  ausscheiden.  Die  Flächen  dieser  Cbnippe  haben 
die  Gleichungen: 

QXi  =  <pi  +  t^ffi, 

WO  die  c  Coiistante.  Eine  solche  Fläche  entsteht  aus  den  Verbindungs- 
linien eines  Punkts  e  mit  den  Punkten  einer  Curve  tif**  Ordnung: 

Diese  Gruppe  enOiäU  also  die  Kegd  n^*'  Ordmmg,  deren  d»ene  SekniUe 
Curven  vom  (hsddechie  p^O  sind. 

Die  a^'  Gruppe  (a  >  1)  ist  folgendermassen  geometrisch  zu  charak- 
terlsiren.  Ihre  Flädien  enihaUen  eine  Anfache  Leikurve  {et  —  1)*«'  Ord- 
nung: 

(1)  QXi  mm  i,,, 

welche  durch  den  vielfachen  Fundamentalpunkt  abgebildet  wird. 

Eine  solche  Curve  kann  bei  keinem-  grossem  «  vorkommen.  Denn 
bei  der  Gruppe  wird  die  Flache  erzeugt  durch  2  einfache  Leit» 
curven  der  Ordnungen  n  —    +  1  und  ß  —  1 : 

ExiKtirte  auf  einer  solchen  Flache  eine  einfache  Leitcurve  der  Ordnung 
a  —  1,  wo  a  <  3,  so  k5nnte  man  die  Fläche  aus  den  Leitcurven 
(»  —  ß  -\-  ly"  und  (a  —  1)**  Ordnmig  erzeugen ,  und  ihre  Ordnung 
wäre:  ,q  . 

alsu  kleiiK-r  als  n. 

Aber  ebenso  wenig  kann  in  der  Gruppe  eine  Fläche  ewci  ein- 
fache Leitcurven  (a  —  1)''*^  Ordnung  enthalten.  Denn  alsdann  könnte 
sie  aus  diesen  beiden  erzeugt  werden,  und  ihre  Ordnung  wäre  2a  —  2, 
ahio  kleiner  als  n. 

Die  eiben  einffefiihrien  Gruppen  sind  also  eharakierisirt  durch  die 
Ordnung  derjvulyen  emsdwn  einfadten  Leitcurve  fUeebigstef  (a  —  l)"' 
Ordnung,  wdche  die  Fläche  enthäU. 
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Zur  genauen  Peststelloog  demen,  war  bier  unter  einer  einfachen 
Leitcunre  Terstanden  wird  oder  deren  Stelle  ersetaten  kann,  bemerke 
ich  noch  Folgendes.  Die  einfache  Leitcnrvc  (a  —  }  Ordnung  war 
durch  die  Gleichungen  (1)  gegeben.  Nun  kann  es  ▼orkommen,  daw 
wegen  der  besondern  Natur  der  Functionen  if  dieselben  durch  eine 
Substitution  Ordnung: 

X  « 

in  Functionen  r'"  Ordnung  von  X  übergeführt  werden  können,  wo 
rs  =  «  —  1.  In  diesem  Falle  hal>en  wir  keine  eigentliclie  einfache 
Leitcurve  (« —  1)''*'^  Ordnung,  sondern  statt  dessen  eine  r  lache  Leit- 
curve        Ordnung  vor  uns.    Sagen  wir  also: 

Die  einfache  Leitcurve  (a  —  l)'*"'  Chdtiuu</  hann  durch  eine  r  fache 
Leitlinie  s**""  Ordnuny  vertreten  werden ,  tvo  rs  =  a  —  1. 

Diese  Aasartaog  der  einfachen  Leitlinie  soll  im  Folgenden  immer 
in  dem  Ausdruck  „einfacbe  LeitcurTe''  mit  einbegriffen  sein. 

Eine  Ausnahme  für  die  obigen  Betrachtungen  macht  nur  die  letzte 

Gruppe  ~i~  0 '  ^^^^^^  geradem  n  hinzutritt.  Die  ebenen  tSchuitte 
werden  in  diesem  Falle  abgebildet  durch  Onr?en  der  Ordnung  y  +  1 

mit  einem  ~  fachen  und  einem  einfachen  Fundamentalpuiiktc.  Die 

Geraden  durch  erstere  sind,  wie  auch  in  allen  andern  Fällen,  Bilder 
der  Erzeugenden;  die  Geraden  durch  den  einfachen  Fundaraentalpunkt 
aber,  (;  =  x^,  führen  auf  eine  einfach  unendliche  Curveuschaar  der 

Ordnung  i».dv«-G«hl«kt,-0: 

(I)  paji— ^J.  -f  x^.-, 

welche  x  als  Parameter  enthält.  Die  Fläche  wird  daiier  erzeugt  durch 
die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  irgend  zweier  Curven 
dieser  Schaar.  In  der  That,  die  Punkte  dieser  Verbindungslinien  sind 
durch  die  Gleichungen: 

gegeben^  was  durch  die  Einführung  der  Veränderlichen: 

in  die  Flächengleichuugeu: 

flbergeht.  Eben  deswegen  aber  kann  auf  der  Fläche  keine  einfache 

Leitlinie  existiren,  deren  Ordnung  kleiner  als  ^  ist;  denn  eine  solche 

würde  zusammen  mit  einer  Curve  der  iScliaar  eine  Fläche  niederer 
Ordnung  erzeugen. 
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Auf  iler  letzten  Gruppe  der  Flärhn  yeradvr  Ordnumj  fjirht  es  also 
keine  eitusdne  Leitcurve  niedrigster  Ordnung,  sondern  statt  (Jessen  eine 

einfat^  unendliche  Sehaar  von  Jtaumcurven  der  Ordnung  • 

§4. 

Bedeutung  der  Fnnd&meiitalpiuikte. 

Sf'lien  wir  von  diosor  Ict/teu  Gruppe  ab,  so  enthalten  die  Bilder 
nur  eiiifiiclie  Fundamental jniiikte ,  welche  dem  vielfachen  unendlici» 
nahe  liegen.    Da  die  Abbilduugsgleichungen: 

f  «I  —  ?p<  +  iMi^i 

sind,  80  findet  man  sie  ans  M^O,  während  zogleieh  |  und  i}  un- 
endlich klein  werden;  sie  reprieentiKn  also  die  n  ~  2«  -|-  1  lan- 
genden, deren  Werihepaare  ^  aus  der  Gleichang  M=0  hervorgehen. 

Dieselben  Werthverhiiltnisse  von  |,  t;,  wenn  g  und  nicht  unendlich 
klein  gesetzt  werden,  stellen  die  durch  die  entsprechenden  VVerthe: 

gegebenen  Punkte  dar.  Es  geben  also  die  Fundamentalptinkte  gewisse 

n  —  2«  -j-  1  Erzeugende,  während  zu  den  entsprechenden  festen  Tan- 
gentm  des  vielfache  Punktes  sich  diejenigen  Punkte  jener  Erzeugenden 
ausbreiten I  in  welchen  sie  die  Baumcurve  (n  —  a  -f>  ly^  Ordnung: 

(1)  QXi «  q>i 

sehneiden. 

Ohne  den  Charakter  der  Abbildung  zu  ändern,  kann  man  aber 
die  Fläche  durch  die  Gleichungen: 

darstellen,  wo: 

9>t  —  y<  —  {«$  +  Mi>i 

Die  Rauuicurve  {l)  gchJtrt  also  einer  doppelt  unendlichen  Schaar  von 
Curven  (m  —  «  -j-  1)'"  Ordnung: 

(2>  ffXi  —  ^<  —  (afc  +  bfi)  Mi^i 

an,  und  ist  eine  ganz  beliebige  unier  ihnen.  In  der  Darstellung  der 
I«läche: 

werden  diese  Cur?en  durch  die  Gleichung: 

ß  +  a|  +  5i?-0 
abgebildet,  also  durch  die  Geraden  der  £bene. 
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Aber  der  Charakter  der  Abbildung  wird  auch  durch  die  Sabsiitotion: 

(3)  ii/,^  j/'r 

nicht  geUndert,  wo  M'  eine  beliebige  andere  Function  (>/  —  2«  -j-  O'""" 
Grades  von  ^,  r]  ist.  Die  (n  —  2« -f-  1)  Erzcwjv)i(h  )i ,  wclrln  (btrrh 
die  dem  vieJfachm  miendlirli  nahen  einfachm  Fiou/aitK  iiidlpioikfr  al>(/e- 
hildfit  Uddm,  iann  man  (dso  gan-  hclirhifj  uiiJiIrn.  Zugleich  sieht  man, 
djiss  in  Folge  dessen  die  Lage  des  Büschels  fester  Tangenten,  welche 
der  vielfache  Punkt  der  Abbildung  zulässt,  völlig  beliebig  und  daher 
von  der  Natur  der  Flüche  unabhängig  ist. 

Haben  wir  diese  Erzeugenden  irgendwie  gewählt,  und  also  eine 
neue  Function  M'  eingeführt,  so  tritt  nun  an  stelle  des  Curveusystenis 
(2)  das  folgende: 

(4)  gXi  =  (pi  —  (al  -\-  brj)  M'iu  . 

Man  sieht  also,  dass  es  eigentlich  ein  System  von  Raumcurveu  (h — a-j-1)'*^'' 
Ordnung  mit  (n  —  2a  -\-  '6)  willkürlichen  Parametern: 

(6)  ifXi »  9<  -f  N-^i 

ist,  deren  Glieder  mit  der  einfachen  LeitcurTe  zusammen  zur  Erzeu- 
gung der  Fläche  beliebig  benutzt  werden  können.  Ist  aber  das  l^ystem 
der  I»  —  2a  -|-  1  Erzeugenden  zur  Heislellung  der  Abbildung  geirähli, 
so  scheidet  sich  aus  dem  (»  —  2  a  3)  unendlichen  Systeme  (5) 
ein  doppelt  unendliches  (4)  aus,  wdches  die  Geraden  der  Bildebene 
liefert.  Nur  eine  dieser  Cunreu  kann  dann  noch  willkürlich  ange- 
nommen werden;  die  nbrigcn  sind  dadurch  bestimmt,  dass  sie  mit 
jenen  n  —  2«  -j-  1  Erzeugenden  dieselben  festen  Schnittpunkte  haben. 
In  der  Abbildung  entspricht  dieses  dem  Umstände,  dass  alle  Geraden 
der  Ebene  die  betreflfenden  n  —  2  a  -\-  1  Strahlen  {M'  =  0)  schneiden, 
während  doch  joder  derselhen.  abgesehen  von  dem  auf  ihm  liegenden 
einfachen  Fundamentalpunkte,  nur  einen  einzigen  Punkt  darstellt. 

Die  letzte  Gruj)pe  der  Flächen  gerader  Ordnung  muss  auch  hier 
wieder  besonders  betrachtet  werden.  Die  Geraden  dureh  1  =  0^  7;  =  0 
stellen  die  Erzeugenden,  die  (ieraUen  durch  den  einfachen  Fundaniental- 

pnnkt     =  0^  t «  0)  die  Schaar  Yon  Cnr?en  y  "  Ordnung  (§  3.  (1)) 

dar.   Aber  der  —  fsohe  Fandamentalpunkt  stellt  selbst  «ine  Cur?e  der 

letztern  iSchaar: 

der  einfache  Fandamentalpunkt  selbst  eine  Erzeugende: 

pav«y,(0,  l)  +  xK»,(0,  1) 
dar;  die  Gerade  |  =»  0  endlich  stellt  den  beiden  gemeinsamen  Punkt: 

^ap<  — ^<(0,  1) 
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dar.  So  ist  ans  der  Schaar  der  finseagendeii  eine  bestimmte  ausge- 
sondert, ebenso  eine  ans  der  Schaar  ron  Curven       Ordnung,  welche 

die  Fläche  ciithiilt.  Man  überzeugt  sieh  leicht,  «lasn  W\<\v  Ix-liohig 
^fewillilt  werden  können,  und  dass  durch  Wahl  derselben  erst  die  Ab- 
bildung charakterisirt  i.st.  Die  Abbildungsgleichungeu  der  Fläche 
können  nämlich  iu  der  Form  geschrieben  werden: 

Durch  die  Substitution: 

I  |^|,   S=af  +  6, 

geht  dies  nun  in  die  Form: 

über,  wo  jetzt  an  Stelle  der  Erzeugenden  S  0  die  beliebige  andere 
|'*»0,  an  Stelle  der  Gurre: 

die  beliebige  andere: 

=  ^i'     9<  —  «  i\  • 

getreten  ist.  Geometrisch  fOhrt  man  eine  Abbildung  in  die  andere 
sofort-über,  indem  man  sich  eines  Fundamentaldreiecks  bedient,  welches 
die  beiden  Fundamentalpunkte  einer  Abbildung  zu  Ecken  hat. 

§5. 

.öruppining  der  Flächen  bezüglich  ihrer  Punkte  und  ihrer 

Tangentenebenen. 

Bei  dem  dualistischen  Charakter,  welchen  die  geradlinigen  Flächen 
besitzen,  kann  man  der  Abbildung  ihrer  Punkte  durch  Punkte  einer 
Ebene  immer  in  ganz  gleicher  Weise  die  Abbildung  iliror  Taugenten- 
ebene durch  Punkte  einer  Ebene  gcgenfiberstelh  n.  Ht  /cichnet  man 
erskeres  als  PunM -Abbildung  der  Fläche,  so  werde  ich  das  letztere  als 
ihre  Ebenen' Abbildung  bezeichuen. 

Der  Gruppirung  der  Flachen  nach  ihrer  Punkt- Abbildung ,  welche 
in  den  vorigen  §§  behandelt  wurde,  tritt  eine  solche  nach  ihrer  Ebenen- 
Abbildung  nunmehr  gegenüber.  Die  (irujipen  sind  hier  gebildet  iiacli 
der  Classe  der  niedrigsten  abwickelbaren  Fläche,  welche  aus  einer  ein- 
facli  unendlichen  Reihe  von  Tangentenel)enen  der  <^e<^ebenen  Fläche 
gebildet  werden  kann.  Ihre  Anzahl  ist  ebenso  gross  wie  im  Obigen 
die  Anzahl  der  C^ruppeji  nach  der  Punkt- Abbildung.  Es  entsteht  also 
ein  quadratisches  Schema,  in  welches  die  geradlinigen  Flächen  ein- 
geordnet wenlen  können,  und  dessen  Kubrilvcu  nach  den  («ruppen  der 
Punkt- Abbildung  einerseits,  und  nach  deueu  der  Ebenen- Abbildung 
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aodererseiis  geordnet  sind.  Nur  der  ersten  Gruppe  der  Punkt- Abbil- 
dung entsprechen  lauter  Flächen,  welche  der  Ebenen  -  Abbildung  nicht 
flhii^  sind^  indem  sie  nur  eine  einfach  unendliche  Keihe  von  Tan- 
gentenebeuea  besitzen,  es  sind  die  Kegel  n^*'  Ordnung.  Ebenso  wird 
die  erste  Gruppe  der  Kbonen- Abbildung  von  Flächen  gebildet,  welche 
keiner  Punkt- Abbildung?  iVihi;r  sind,  indem  sie  nur  eine  einfach -un- 
endliche l'unktreihe  enthalten;  dies  sind  die  ebenen  Curvon  C'lasse. 
Ausserdem  nehmen  die  abwickelbaren  Flächen  und  die  Uaumcurven 
eine  Ausnahmestellunf,'  ein;  denn  erstere  ordnen  sich  gewissen  Gruppen 
der  Punkt- Abbildung  zu,  ohne  dass  sie  in  den  Gruj)pen  der  Ebenen- 
Abbildung  eine  Stelle  finden  könnten,  und  umgekehrt  verhalten  sich 
die  letztern,  welche  man  zwar  als  geradlinige  Flächen  in  Kbenencoor- 
Uiuaten,  aber  nicht  als  solche  in  Punktcoordinaten  ansehen  kann. 

Um  dieses  auf  die  einfachsten  Fälle  anzuwenden,  will  ich  die 
Gruppirun^'  der  «jeradlinigen  Flächen  vom  (leschlechte  ;)  =  0  für  n  =  2, 
3,  4  hieher  setzen.  Eine  Fläche,  welche  der  ft'*^"  Gruppe  der  Punkt- 
Abbildung,  der  /3'  "  Gruppe  der  Ebenen -Abbildung  angehört,  mag 
die  Charakteristik  (a,  ß)  erhalten.  Bei  den  Flächen  2"''  Ordnung  ge- 
hört dann  der  Kegel  der  ersten  (Jruppe  der  Punkt- Abbildung,  die 
Curve  2''"'  Ordnung  der  ersten  Gruppe  der  Ebenen- Abbildung  an;  alle 
andern  F^lächen  2''"'  Ordnung  haben  die  Charakteristik  [2,  2),  und  es 
existirt  nur  diese  einzige  (üuppe.  Eben.so  existirt  ausser  Kegeln  und 
ebenen  Corren  3'*^'^  Ordnung  nur  eine  einzige  Gruppe  vou  geradlinigen 
Flächen  3^'  Ordnung;  sie  erhalt  die  Charakteristik  (2,  2).  Diese 
Flachen  entstehen  bekanntlich  ebenso  aus  Yerbindong  entsprechender 
Punkte  einer  Oeraden  und  einer  Gurre  8*^  Ordnung  vom  Gesehleohte 
p  a  0,  wie  aus  den  Durchschnitten  entsprechender  Ebenen  eines  ein- 
fachen Sbenenbllschels  und  einer  abwickelbaren  Fläche  3^  Classe  Tom 
Geechlechte  p  «  0. 

Was  die  geradlinigen  Flächen  4'**'^  Ordnung  vom  Geschlechte  p  «  0 
angeht,  so  ffihre  ich  nur  die  folgende  Classification  von  Cremona  an 
(Memorie  dell'  accadeniia  di  Bologna,  t.  8.  ser.  2.),  indem  ich  zugleich 
wegen  der  Eigenschaften  der  ▼ersehiedenen  Spedes  mich  auf  jene 
Abhandlung  beziehe: 


Specie«. 

Doppelcurve. 

DoppelUeveloppable. 

1. 

Curre  8«»  0. 

Abwickelb.  Fl  CL 

2. 

Gurre  2*«  0.  +  Gerade  R 

Kegel  2«»  0.  +  EbenenbOsehel  R 

3. 

Gerade  B  (dreifach) 

Kegel  2*«'  0.  +  Ebenenbflschel  R 

4. 

Gurre  2»«  0.  +  Gerade  R 

EbenenbUschel  Tt  (dreifach) 

5. 

Gerade  R,  R,  8 

EbenenbOsehel  R,  K,  8 
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Speeles. 

■  Deppelourre. 

 —           —  p- 

Dopi»e1developpikble. 

G. 

Gerade  E  (doppelt) 

£beneiibü8chel  It  Tdoppelt) 

+  Gerade  S 

-f-  Ebenenbiisehel  8 

7. 

Curve  3"'  0. 

EbeneiibUschel  Ii  (dreifach) 

8. 

(Jerade  R  (dreifach) 

Abwickelb.  Fl.  -V-^ Cl. 

9. 

(ierade  7^  (dreifach') 

Ebeneiibflschel  Ji'  (dreifacli) 

10. 

Gerade  Ii  (dreifach; 

Ebeuenbüschel  Ji  (dreifach). 

Sehen  wir  Tom  K^gel  und  der  ebenen  Gurre  3^  Gasee  ab,  so 
erhalten  wir  4  Gruppen  mit  den  Charakteristiken: 

(2,2)   ,   (3,2)   ,   (2,3)   ,  (3,3), 

und  Ewar  enthalten  dieselben  folgende  Speeies: 

(2,  2)    :    9,  10.      (2,        :    4,  7. 

(3,  2)    :    3,    8.       (3,  3)    :    1 ,  2,  5,  6. 

Die  Flächen  der  Gruppe  (2,  2)  enthalten  eine  einfache  Ijeitlinie 
und  ein  einfach  berührendes  ?]beiienltii.sthel ,  des.sen  Axe  nirlif  Kr- 
zeugende  ist*);  bei  den  Flächen  der  Gruppe  (3,  2)  existirt  (Mstcres 
nicht  mehr,  bei  der  Gruppe  (2/6)  letzteres,  bei  (3,  3)  keines  von  beiden. 

üebergang  von  der  Pmikt-Abblldung  zur  Bbanen-AbbUdiing. 

Der  Uebert^ang  von  der  Punkt  -  Abbildung  zur  Kbeneu- Abbildung 
geschieht  auf  folgende  Weise.  Seien: 
(1)  gxi  =.=  (fi  + 

die  Gleichungen  einer  Punkt* Abbildung.  Die  Ooordiuaten  der  Tan* 
genteu  ebene  des  Punktes  x  sind  dann  die  Goefficienten  der  x  in  dem 
Ausdrucke: 


Li 

Vi  +  f^i 

^1 

d. 

dl 

^» 

d. 

d. 

welcher,  gleich  Null  gesetzt,  die  Ohnchung  der  Tangenteuebene  dar- 
stellt  Dieser  Ausdruck  mag  der  Kürze  wegen  durch: 


*)  DicRo  Auffassung  wird  nicht  ;uiff;ohoV»en  durch  das  Eintreten  des  Gronz- 
tiilU  10.,  in  welchem  die  eiufacbe  LeitUiüe  uud  ebenso  die  Axe  des  Düschels  eich 
mit  8  Erzeugenden  (und  mit  dmuder)  vereiDigen. 
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bezeichnet  werden;  in  entwickelter  Fonn  kann  man  dafür  setzen: 

der  Goefficient  von  venchwindei  Ist  nnn  r  die  Ordnung  der  % 
r—l  die  der  i;,  nnd  setzt  man  fttr  ^  den  Werth: 

so  nimmt  der  Ausdrock  die  Gestalt  an: 

Setzt  man  also,  identisch  in  Bezog  auf  die  x: 

80  sijid  die  Gleichungen  der  Ebenen -xVbbildung: 

(2)  9Ui^0i-z^t%* 

War  die  gegebene  Fluche  von  der  Ordnung  n,  so  musste  die 
Punkt -Abbildung  2r  —  1  —  n  einfache  Fundamentalpunkte  besitzen. 
Die  Ordnung  der  Functionen  0  ist  « 3r  —  3,  und  die  Ebenen-Ab- 
bildung muBB  also,  wenn  sich  nicht  ein  gemeinsamer  Factor  aus  allen 
l4\inctio]ien  4>,  V  abscheidet,  25— 1  —  w«6r  —  7  —  »  einfache 
Fondamentalpunkte  haben.  Diese  Punkte  bestehen  erstens  aus  den 
Fundamentalpunkten  der  ersten  Abbildungi  sodann  aber  aus  4r  —  6 
Punkten,  für  welche  die  VerhiQtnisse  | :  i}  durch  dia  Gleichung: 

gegeben  sind,  welche  also  den  die  Hesse 'sehe  Curve  bildenden  Er- 
zengenden entsprechen. 

Hat  die  Reihe  der  ^  einen  gemeinsamen  Factor,  so  enthalten 

diesen  die  <t>,  Y  und  auch  die  linke  Seite  der  Gleichung  ('.)).  Sei  x  die 
Ordnung  dieses  Factors  (3/);  die  Anzahl  der  ausser  ]\[  =  0  vorhan- 
denen Fuudamental])unkte  der  Punkt- Abbildung  ist  dann  "Jr  —  l  —  n — x; 
lassen  wir  aus  den  <l>,  Y  den  Factor  M  aus,  so  sind  die  Abbildungs- 
i'unctionen  der  Ebenen- Abbildung  von  der  Ordnung  s  =  3r  —  3  —  x, 
und  ausser  den  2r  —  1  —  n  —  x  Fundamentalpunkteu  der  vorigen 
rnuss  diese  Abbildung  nun  noch: 

(Gr  _  7  —  2x  -  w)  —       -  1  -  w  —  x)  =  4r  —  6  —  X 
Fandamentalpunkte  enthalten.    Diese  werden  wieder  durch  die  (flei- 
chung  (3),  nach  Beseitigung  des  l'actors  M  gegeben,  also  durch  den- 
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jenigen  Factor  der  Gleichung  (4),  welclie  wirklich  den  die  Hesse  sehe 
Curve  bildenden  Erzeugenden  entspricht.  Gam  ebenso  Terhält  es  sich, 
wenn  die  (p  einen  gemeinsamen  Fucior  haben^  oder  wenn  wwoU  die 

tp  wie  die  tp  einen  solchen  enthalten. 

Wenn  die  Punkt -Abbildung  in  der  reducirten  Form  gegeben  üt^ 
wie  sie  in  §§  3.,  4.  entwickelt  wurde,  so  existiren  also  in  der  Ebenen- 
Abl)ildnng  nur  die  letztern  Fundanientalpunktc;  für  die  «''"  (Jnippe 
der  Punkt- Abbildung  ist  die  Ordnung  der  neuen  Abbüdungsfunctionen: 

nnd  die  Zahl  der  aus  der  Gleichung  (4)  entspringenden  einfachen 
Fnndamentalpunkte  wird: 

3n  — 2a  — 3. 

Der  Fall  a  «  1  ist  dabei  aus  den  im  Torigen  §  entwickelten  Ghrfinden 
ausgeschloesen;  für  die  letste  Gruppe  bei  geradem  n  wird  ausserdem: 

und  die  Zahl  der  einluclieii  Fundamentalpunkte  wird  2n  —  ent- 
sprechend dem  Grade,  welchen  die  Gleichung  (3)  nach  Absonderung 
des  Factors  i  annimmt. 

Man  sieht  hieraus,,  dass ,  wenn  die  Punkt-Abbildung  gegeben  ist, 
der  Charakter  der  Ebenen  -  Abbildung  wesentlich  von  der  Lage  der 
singulären  Erzeugenden  abhängt,  welche  die  Hesse  sehe  Curve  bilden. 
Dasselbe  tritt,  da  die  singulären  Erzeugenden  sich  selbst  dualistisch 
sind,  auch  bei  dem  umgekehrten  Uebergange  von  der  Ebenen -Abbil- 
dung zur  Punkt -Abbildung  ein. 

§  7. 

Abwiokelbaro  Fliohen. 

War  die  Fläche  1.  abwickelbar,  so  muss  die  Veründerliclio»  ^  aus 
den  Gleichungen  (2)  ganz  verschwinden,  so  dass  diese  nicht  mehr  die 
Abbildung  auf  einer  Ebene,  sondern  die  einfach -unendliche  Schaar  der 
Tangentenebenen,  aiisgiHirückt  durch  einen  einzigen  Parameter  dar- 
stellen. Man  findet  dies  leicht  bestätigt.  Die  abwickelbare  Fläche  ist 
als  solche  durch  die  Eigenschaft  defiuirt ,  dass  alle  ihre  Erzeugenden 
singulare  sind,  dass  also  die  Gleichung  (3)  eine  identische  wird.  In 
Folge  dessen  müssen  solche  ganze  Functionen  *»,-,  p,  q,  r,  8  existiren, 
daas  die  üntandeieimimmie&  von  A  die  Ausdrficke  annehmen: 

9A.    _  _  aA 
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Daher  hat  man  aus  clen  Fonudn  des  vorigen  Paragraphen,  indem  man 
nur  noch  v  fär  die  dort  durch  r  bezeichnete  Zahl  setzt: 

Tiigt  man  dies  in  die  Gleichungen  (2)  ein,  und  beseitigt  lechts  den 
gemeinsamen  Factor: 

80  erhalt  man  die  Gleichungen: 

welche  die  einfach  unendliche  Schaar  der  Tangentenebenen  der  Flache 
darstellen. 

An  Stelle  der  Gleichung  (3)  kann  man  auch,  nach  Mnitiplication 
mit  i%  folgende  setzen: 

Mau  kann  also  solche  ganze  Functionen  a,  h,  a',  h'  finden,  dass  gleich' 
zeitig  die  4  Gleichungen  bestehen: 


Setzt  man: 


(  a 

äo  kann  man  dieser  Gleichung  aucli  die  Form  geben: 
und  mau  kann  also  Functionen  0,  einführen,  so  dass: 

Schreiben  wir  diese  Gleichungen,  nach  9,-,  V<  aufgelöst,  in  der 
Form: 


80  nehmen  die  Gleichungen  der  FlSche  die  Gestalt  an: 
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wo 


(1) 


Die  Gleichung  (1)  zeigt  die  abwickelbare  Flüche  in  ihrer  Bezie- 
hung zu  der  Uückkehrcurv'e,  deren  Aufsuchung  aul'  diese  Weise  ge- 
leistet ist.  Denn  die  Gleichung  (1)  reprüseutirt  otfeubar  die  Verbin- 
dungslinie eines  Punktes  ^  der  Conre 


mit  einem  benachbarten  Punkte.  Die  Fläche  besteht  also  aus  der 
Gesamintheit  der  Tangenten  der  Curve  (2),  und  diese  ist  also  die  Rück- 
kehrcurve.  Dass  sie  voin  Geschlechte  p  =  0,  ist  selbstverständlich, 
da  si(>  mittelst  ihrer  Tangenten  auf  jedem  ebenen  iächnitte  der  Klüche 
eindeutig  abgebildet  ist 


Zu  den  bemerkeuswerthesten  Beziehungen,  welche  zwischen  zwei 
Oberflächen  eintreten  können,  gehurt  diejenige,  welche  aussagt,  dass 
beide  sich  auf  einander  (Arne  das  Auftreten  Ton  Fandamentalpuokten 
und  FaudamentalcurTen  abbilden  lassen,  d.  h.  so,  dass  wirklich  ohne 
jede  Ausnahme  einem  Punkte,  der  einen  immer  nur  em  Punkt  der 
anderen  entsprieht  und  umgekehrt.  Dabei  wird  man  jeden  Punkt  einer 
Doppeicurre  immerhin  als  aus  2  in  den  yersehiedenen  Blattern  liegen- 
den Punkten  zusammengesetat  ansehen  können,  und  es  wird  der  er* 
wähnten  Eigenschaft  keinen  Eintrag  thun,  wenn  2  Ptmkten,  welche 
auf  solche  Weise  vereinigt  liegen,  auf  der  anderen  Flache  getrennte 
Punkte  entsprechen. 

Diese  Eigenschaft  kann  auf  Flädtendassm  übertragen  werden. 
Solehen  Flachen  kommt  sie  dann  im  Allgemeinen  der  AH  nad^  zu, 
d.  h.  so,  dass  fttr  jede  Flache  der  einen  Art  solche  der  anderen 
von  den  genannten  Eigenschaften  existiren.  Dabei  kann  noch  jede 
Fläche  der  einen  Art  von  den  übrigen  analogen  durch  die  beson- 
deren Werthe  ihrer  höheren  Invarianten,  bez.  Moduln,  unterschie- 
den sein.  * 

Zwei  Flächen ,  welche  in  einer  solchen  gegenseitigen  Beziehung 
stehen,  will  ich  als  demselben  Ti/jms  augehörig  bezeichnen.  Die  Geo- 
metrie auf  einer  dieser  Flächen  ist  dann  ohne  Weiteres  auf  die  andere 
übertragbar;  man  hat  keine  singulären  Elemente  einzuführen,  welchen 
bei  dieser  Uebertragung  Uechnung  zu  tragen  wäre.   Insbesondere  haben 


(2) 


QXi  =  0, 


§  s. 

Fl&eheB,  welche  ohne  AusBahmestellen  eindeutig  anfeiiumder 

abbildhar  Bind.  Typen. 
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die  auf  beiden  Flächen  gelor^onen  Classen  von  Ivaunicurven  gleichen 
Geschlechtes  (jicichrn  Umfani^  und  cntsprcrhrinloi  Inhalt. 

So  ist  der  Typus  der  Ebene  und  des  llyjierboloids  ein  vt  rschie- 
deuer;  denn  es  lässt  sich  zwar  letzteres  auf  der  Kbene  eindeutig  ab- 
bilden, aber  dabei  musa  man  einen  Punkt  des  Hyperboloids  beliebifr  aus- 
zeichnen, indem  ihm  nicht  ein  Punkt,  sondern  eine  Gerade  der  Ebeue 
zugeordnet  wird,  und  zwei  Punkte  dieser  Geraden  in  der  Ebene  auszeich- 
nen, welchen  die  durch  den  ersten  gehenden  Erzeugenden  entsprechen. 

Dagegen  ist  die  Steiuer'sche  Fläche  (und  wohl  diese  allein  unter 
den  bisher  betrachteten)  vom  Typus  der  Ebeue,  da  ihre  Abbildung 
anf  dieser  keinerlei  Fandamentalpunkte  oder  -Oorren  mit  sieh  fOhrt. 
Demnach  TerhUt  sich  das  doppelt  unendliche  System  der  Kegelschnitte 
*  der  Steiner'schen  Fläche  genan  und  ohne  Ausnahmestellen  wie  das 
System  der  (Geraden  in  der  Ebene;  und  die  Geometrie  anf  der  Stei- 
ner'schen  Flitche  ist  völlig  dadurch  chaiakterisirt,  dass  anf  ihr  ein 
doppelt  unendliches  System  gleichartiger  Curren  ezistirt,  die  sich  an 
swei  immer  nur  in  einem  Punkte  schneiden,  und  von  denen  durch 
jeden  Punkt  eine  einfach  unendliche  Schaar  hindurchgeht. 

Zwei  Flachen,  von  denen  keine  abwickelbar  oder  Raamcurve  ist^ 
können  aber  ebensowohl  rücksichtlich  ihrer  Tangenten  ebenen  wie 
racksichtlieh  ihrer  Punkte  verglichen  werden.  Man  kann  also  sagen, 
zwei  Flächen  gehören  rücksichtlich  ihrer  Punkte  oder  sie  geboren  rück- 
sichtlich ihrer  Tangenteneb^en  demselben  Typus  an,  und  beides 
fällt  im  Allgemeinen  keineswegs  zusammen.  Nur  bei  abwickelbaren 
Flächen  fallt  die  eine  Art  der  Vergleichbarkeit  fort,  bei  Kaumcurren 
die  andere. 

Wenn  zwei  FläcluMi,  um  deren  Vergleiehung  es  sich  handelt,  die 
ein(K'uti«(e  AbbildinijL!;  auf  der  Ebene  zuhissen,  so  müssen  sie  auf  dieser 
Abbildun<,a!n  besitzen,  welche  gleiche  Fundatuentalpunkte  und  Curveii 
zeigen.  Die  Multiplicitüt  eiitsprechender  Fundamentalpunkte  aber  kann 
verschieden  sein.  üeiin  Fundanientalpunkte,  wie  hoch  auch  immer 
ihre  Multi]»licität  sei,  stellen  Curven  vom  Geschleehte  ;)  =  Ü  dar,  und 
diese  sind  immer  Punkt  für  Funkt  aufeinander  abbildbar. 

Wenden  wir  dieses  auf  unsere  geradlinigen  Flächen  an,  so  be- 
merken wir  znnächst,  dass  die  charakteristischen  Eigenschaften  ihrer 
Abbildungen  in  der  Existenz  eines,  bez.  zweier  Fundamentalpunkte 
.und  mehrerer  fester  Taugenten  in  einem  derselben  bestehen.  Zugleich 
aber  haben  wir  gesehen,  dass  die  Richtung  der  letzteren  beliebig  ab- 
geändert werden  kann,  ohne  dass  die  abgebildete  Fläche  eich  ändert 
Daher  ist  die  Richtung  dieser  Tangenten  fttr  die  Abbildung  nicht 
wdter  charakteristisch,  -sondern  nur  noch  ihre  ZM. 

Wir  sehen  uns  hierdurch  bezQglich  der  verschiedenen  Typen  genau 
auf  die  Unterscheidung  der  oben  aufgestellten  Gruppen  zurOcI^eflihrt 

8» 
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ModnlD|  als  welche  man  etwa  Doppelrerh&Itiiisse  der  festen  Tangenten 
hatte  erwarten  können,  exisüren  nicht  Der  Typus  der  Gruppe 
bei  Flächen  Ordnuog  ist  durch  einen  Fundamenialpunkt  und  die 
Zahl  n  —  2a-(-  ^  seiner  festen  Tangenten  gegeben;  bei  geradem  n 

tritt  noch  die       -f-  l)"*  Gruppe  mit  2  1<  uudamental])unkten  hinzu. 

Ziehen  wir  nun  zugleich  verschiedene  n  in  Betracht,  so  sehen 
wir,  dass  bei  jedem  folgenden  n  ein  einziger  neuer  Typus  auftritt, 
der  des  Kegels  Ordnung,  während  die  übrigen  Tyi)en  sich  den 
bei  der  vorliort^ehenden  Ordnung  gefundenen  anreihen.  Aber  die  Ab- 
bildungen (kr  Kegel,  welche  ohnedies  eine  Ausnahmestellung  einneh- 
men, hal)eii  eine  soklie  auch  insofern,  als  hei  ihnen  der  vielfache 
Punkt  der  Abbildung  nur  die  Spil/.r,  also  einen  lvuotenj)unkt ,  aber  , 
niclit  eine  Curve  darstellt,  und  also  Iiier  keine  solche  vorhanden  ist, 
welche  auf  der  durcli  den  Fundauientalj)uiikt  einer  anderen  Aljbildang 
dargestellten  l*unkt  für  Punkt  abgebildet  werden  könnte.  Demnach 
müssen  wir  die  Kegel  aus  dieser  Ijetraclitung  ausschliessen ,  und  als 
jedesmal  neuen  Typus  den  einer  Ijinicnjiädtc  mit  einlacher  Lcitytraden 
aufstellen.    Bezeichnen  wir  diese  Typen  durch: 

T^^:   Flächen  2'"  Ordnung  (Typus  des  Hyperboloids), 
T^:   Linienflächen  3''"'"  Ord.  (jp  =  0)  mit  einfacher  Leitgeraden, 
:  Linienflächen  4}"  Ord.  (p  =  Q)  mit  einfacher  Leitgeraden, 

so  sind  die  Typen  der  verschiedenen  Gruppen 

bei  ungeradem  n: 

Gruppe)      2         3        4    .  .  . 

Typus)    i;..   T._4   r—s  ...  Tt 
bei  geradem  ni 

Grui.pe)      2        3        4    ...  +  1 

Typus)  T,_4   Tn-c  ... 

Eine  gegebene  geradlinige  Fläche  n"*"  Grades  kann  diesen  Typen 
sowohl  üiren  Punkten,  als  ihren  TangenteneV)cnen  nach  zugeordnet 
werden,  und  zwar  fallen,  wie  schon  bemerkt,  die  betreÖenden  Typen 
nicht  immer  zusammen.    Daher  ist  die  Geometrie  der  Punkte  einer 

Hache  in  vielen  Fällen  von  der  Geometrie  der  Tangeiitenebenen  in 
wesentlichen  Punkten  verschieden.  Betrachten  wir  z.  B.  eine  Art  von 
Flächen,  welche  ))ei  geradem  n  in  Beziehung  auf  ihre  Punkte  dem 
Typus  des  Hyperboloids  angehört.  Sie  besitzt,  wie  dieses  2  Sehaaren 
von  Erzeugenden  hat,  so  2  einfach  unendliche  Curvenschaaren  vom 
Geschlechie      =  ü,  deren  eine   die  Scbaai*  der  Erzeugenden  ist. 
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Cunren  derselbeu  Schaar  schneideu  sich  niemals^  (yurven  verschiedener 
Schaaren  trefien  sich  immer  \uv\  zwar  in  ciaem  Punkte;  die  Cun'en 
der  einen  Schaar  werden  durch  die  der  ander^Mi  prqjectivisch  getheilt. 
Woin  aber  dieselbe  Fläche.  rücksichtUch  ihrer  Tangenienebenen 
einem  anderen  Typns  angehört,  so  besitzt  sie  zwar  noch  eine  ausge- 
zeichnete Schaar  berülirender  Büschel,  aber  auch  nur  noch  eine,  deren 
Axen  die  ErzeuL^eiidon  sind,  und  dieser  stellt  keine  zweite  einfach  un- 
endliche b>chaar  ausgezeicliueter  Developpabeln  gegenüber. 


Flächen,  welche  rücksichtlich  ihrer  Punkte  und  ihrer  Ebenen 

demselben  Typus  angehören. 

Wenn  eine  geradlinige  Fläche  n""  (Jrades  ihrer  Punktabbil- 
dung und  ihrer  Ebenenabbildung  nach  derselben  Gruppe  angehört, 
also  in  Beziehung  auf  ihre  Punkte  und  p]benen  deuselben  Typus  be- 
sitzt, so  ist  dadurch  eine  eigenthiimliche  Dualität  der  Punkte*  und 
Kb«'iien  der  Fläclie  gegeben ,  bei  welcher  keineswegs  einem  Punkte 
seine  Tangentenebene  zugeordnet  ist.  Diese  Dualität  erliält  man,  wenn 
man  die  einlaciisten  Punkt-  und  El)enenal)l)iIdunLreii  der  Fläche  ver- 
gleicht, und  jedem  Punkte  der  Fläche  diejenige  seiner  Tangeuten- 
ebeuen  zuordnet,  welche  durch  denselben  Punkt  der  Bildebene  dar- 
gestellt wird.  Wenn  nun  der  in  §*(>.  behandelte  Uel)ergang  von  der 
eiufachsteu  Punktabbildung  sofort  zu  einer  genau  eutspreehendeu 
Ebeneuabbildung  führte,  so  würde  hierbei  jedem  Punkte  seine  Tau- 
gentenebene  zugeordnet.  Aber  uaeb  den  Uniersnchuugen  des  §  6.  ist 
dies  nicht  der  Fall,  vielmehr  muss  die  Ebeuenabbilduug  uoch  einor 
Rdhe  quadratischer  Transformationen  unterworfen  werden,  ehe  man 
XU  einer  entspreehend  einfachen  gelangt.  Dadareh  aber  wird  auch 
jene  Art  des  Enisprechens  völlig  geändert 

Ich  will  an  dem  Beispiel  der  geradlinigen  Flächen  3*^  Ordnung 
diese  merkwürdige  Dualität  genauer  entwickeln.  Bekanntlich  (vergl. 
meine  Abhandlung:  „über  die  Steiner'sche  Fläche'',  Borchardt's 
Journal,  Bd.  67)  wird  die-  Pnnktabbildong  dieser  F^he  durch  die 
Formeln  gegeben: 

findet  man  hieraus  nach  §  6.  die  Coordiuaten  der  Tangentenebene 
des  Ponktes  x,*w  erhält  man: 

Diese  Formelu  gehen  mit  Hülfe  der  quadratischen  Substitution 
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(3)  tft-iv 

in  die  Form  aber: 

Es  entsprechen  jetrt  jedem  Pankie  x  die  Wertibe  der  fOr  welche 
in  (3)      t/,  ^  die  Werttie  annehmen: 

1'«,^,  »7'=l, 

wo  eiuo  willkürliche  CoiislHute,  Alsdann  siu«!  die  Tuii^'cntfii»  l)eiien 
der  Flüche  und  die  Punkte  derselben  olin»'  Ausn;ilnii«;  eindculi'C  aui- 
eiliauder  bezogen;  iusbesondere  entsprechen  den  Ebenen  0,  i^'=  0, 
welche  durch  die  Fuudameutalpuukte  der  Ebeuenubbildung  dargestellt 
werden  (Ebenen  dareh  die  Doppelgerade),  die  Punkte  ^  0,  0 
der  einfachen  Leitlinie,  welche  durch  den  Fundamenialpuokt  der  Punki- 
abbilduug  daiigestellt  wird.  Der  BerOhrungspunkt  der  Ebene  (4)  wird 
aber  durch  die  Formeln 

gegübeu,  oder,  weuu  mau 

{;'=yg 

setzt I  durch  die  Formeln: 

Vergleichen  wir  dies  mit  den  Formeln  (1),  so  sehen  wir,  dass  dieser 
Berührungspunkt  nicht  der  Punkt  x  oder  tit  t  der  Punktabbildnng 
isty  sondern  ein  Punkt,  dessen  Bild  die  Coordinaten  1"-"  |,  i^"—  ti  und 

hat.  Die  Bedeutung  dieses  Zusammenhanges  ist  nun  zu  suchen.  Dem 
Punkte  X  entspricht  die  Tangeutenebenc  von  y]  dabei  liegt  y  (wegen 
d(;r  gemeinsamen  Werthe  von  rf)  auf  derselben  Ensengenden.  Der 
(jleichuug  (ö)  kann  man  nun  die  Form  geben: 

5r=,'y  T/D- 

Die  Punkte  h,,  ti,  ^  und  1^'  sind  ali^o  harmonische  Pole  in  Bezug 

auf  den  Kegelsdiuitt. 

welcher  die  Linien  (  ^  0,  ij  =  0  (Bilder  .der  nach  den  Ouspidalpunk- 
ten  gerichteteu  Erzeugenden)  in  den  Schnittpunkten  mit  ^'^0  (Bilder 
der  Guspidalpunkte)  berOhrt,  fibrigens  aber,  wegen  des  beliebigen 
Werthes  der  Constante      wfllkOrlich  ist 
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Dieser  Kegelschuitt  stellt  eine  auf  der  Fiiulie  gelejjfeue  liiiumcurve 
4'"  Ordmii)«,'  uud  2"  Species  dar,  welche  die  eiutaclie  Leitlinie  nicht 
schneidet  und  iu  den  Cus])idal|)unkten  die  hetielVenden  Er/eugeudeu 
berührt.  Ich  habe  im  Bor chardt'schen  Journal  Bd.  47.  \>.  18  ge- 
zeigt,  ddss  diese  Curven  die  Haupitangeutencurveu  der  Fläche  sind. 
Man  hat  also  folgenden  Satz: 

Um  rine  cindcxfif/v  und  au^naiintiihKSc  (f<  (j(  ii^eUujr,  Ikzu  JiUtuj  <hr 
Fuitldc  tmd  J'Jbrmti  eitler  geradlin  'ujm  Fläche  3'^'^  Ordnung  zu  crludU  n, 
bediene  man  sich  einer  helichigcn  Uaiipttumjentmcurvc  der  Flüche.  Jede 
Ereeugende  wird  von  einer  s<Men  Curve  in  2  Funkten  getroffen;  man 
Mielbe  M»  jedem  FmMe  einer  JErgeugenden  den  m$  üm  und  di^aen  beiden 
lutrmoniechenf  und  ordne  dessen  Tangentenebene  dem  ersten  Punkte  «».*) 

Diese  Besiebang,  sofern  mau  der  Tangentenebene  ibren  Berüh- 
mugspunkt  anbetitiurt,  ist  eine  inTolatoriscbe;  die  Doppelpunkte  der 
Involutionen  liegen  auf  der  gedachten  Ranmcurve  4^  Ordnung,  und 
diese  bildet  den  geometriseben  Ort  deijeuigen  Punkte,  welchen  ibve 
eigenen  Tangentenebenen  zugeordnet  sind. 

§  10. 

VieUhohe  Giir?eB  der  nftehen. 

Klächeu,  welche  denselben  (irupjicn  angehören,  kiinnen  sich  noch 
der  Natur  ihrer  I)ojt[)elcurve  bez.  l)op[>eldevelo[)j)abelu  nach  sehr  ver- 
schieden verhalten;  diese  Duppelgebilde  küuueu  zu  böiiereu  vielfucheu 
werden  u.  8,  w. 

*)  BesIfgUch  dieser  VmbftItiiBMe  verdanke  ich  Herrn  Klein  die  folgende 

Mittbeiliing': 

Linienfläcbcn ,  welche  2  Leitgoraden  bcsitzeu,  gehüri.n  einer  linearen  Con- 
gruenz  and  also  einfach  unendlich  vielen  linearen  Complexen  an.  Ein  linearer 
Gomplez  äit  aber  immer  mit  einer  dnaliatischen  Umformung  veiknUpft,  bei  welcher 
leine  Linien  ungeändert  bleiben.  Deshalb  gehen  die  genannten  Linienflacben  durch 
oinfarb  iiiK-ndlicl)  viele  dualistisibe  Transrormationon  in  sieb  älter.  Diefin  Tnvns- 
foriuutioneu  üud  mit  den  im  Texte  erwähnten  gicicbbciluutend.  Die  Uaupltan- 
geotencorTen  kommen  dabei  insofern  iu  Betracht,  als  dieselben  einzeln  den  einfach 
onaidüch  viden  Complexen  sngeordnet  und  doreh  aie  bestimmt  sind.  Aof  jeder 
einem  linearen  Coniplexe  angehOrigen  Liniciifläcbe  wird  nämlich,  nach  einem  SatM 
von  Lie  (Bericbte  der  Akademie  zu  Cbri.stiania  1H7I\  duicb  den  Complex  eine 
Uaupttungentencurve  bestimmt.  Dienelbc  i^t  der  Ort  derjenigen  Punkte  der  Fläche, 
deren  Tangentialebene  gleichzeitig  die  im  Compleze  entsprechende  Ebene  ist.  Die 
Ttagenten  dieser  Cnrve  gdiOren.dem  Complex  an,  cHe  Curve  bleibt  desshnlb  bei 
der  zugehörigen  dualistischen  Umftormung  ung^ndert.  —  AchnUche  Ueberlegpuigen 
ni)ertragen  sich  auf  dii-  iill-rt  inoinercn  Flächen,  welcbe  durch  einf'acb  unendlich 
viele  lineare  Trauäturmationen  und  also  auch  durch  einfach  unendlich  viele  dua- 
Nslisebe  ümformougen  ia  mtk  flbergehen  (vcrgU  den  Ao&afai  von  Lie  und  mir, 
diese  Annaloi,  t.  IT,  1),  und  welche  die  hier  betrachteten  Linienflftchen  als  spe- 
dellen  IUI  einschliessen.  K. 
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Mail  fiiidt't  l'm)kl<'i»aarc  de  r  liildclieno,  wclclic  sich  aul  der  Fläclio 
m  Puiiktt'ii  eiiKT  vicllaclicii  Curvr  vrrt'iiiiifoii ,  iii(J»'ni  Tiiaii  die  \\'erthe 
der  X  für  2  verscliii-dciir  W'citlisysteme  §,  i^,  g  einander  gleich  setzt. 
8iiid  die  Gleichungen  der  Fläche 

(1)  pa;,  ==  y,- -f- gsc«, 

.so  werden  jene  Gleichungen : 

wobei  y',  die  Functionen  9,  ^  sind,  geschrieben  mit  |',  1;'. 
Indem  man  aus  dcu  1  Gleichuujjen  (2)  eine  eiu/ij^e  bildet,  welche 
t,  t  nicht  mehr  euthält,  und  für      ij,  sowie  für  homogen  isl^ 

üudet  man,  nach  einer  schon  oben  angewandten  Bezeichnung: 

Diese  Gleichung  ist  wegen  der  Beihenpaare  ip,  q>  und  if, 
zweimal  durch  V^')  theilbar;  setzt  man  also 

(3)  (9,  ^,  9',  ^0  -  «ij  -  ijr)*.  fi  «,   r,  V) , 

so  ist: 

(4)  Q  =  0 

eine  für  ^,  »/  wie  für  |  ,  f/  luimogene  und  für  bei«le  Werlhej)aare  sym- 
metrische (fleichung,  weklie  angiebt,  welche  Paare  von  Erzeugenden 
ij  und  I',  sich  auf  der  Doppelcurve  treffen.  lu  der  Bildebene 
stellt  *—  0  ^ne  höhere  Involution  von  Strahlen  vor,  welche  die  Bildw 
der  Erzeagenden  paarweise  einander  zuordnen. 

Wenn,  wie  in  den  einfachsten  oben  behandelte»  Abbildougen, 
alle  if  einen  gemeinsamen  Factor  M  haben,  so  hat  Q  den  Factor  MM', 
und  es  bleibt  an^  Stelle  von  (4)  diejenige  Gleichung  übrig  Q  =  0, 
welche  entsteht,  indem  wir  bei  Bildung  von  Q  an  Stelle  der  %  p  die 
früher  so  bezeichneten  Functionen  setzen.  In  Folge  dessen  wird  für 
die  a}*  Gruppe,  wo  die  g>  voii  der  Ordnung  n  —  a  -|-  1,  die  ^  von 
der  Ordnung  n  -\-  \  sind,  doch  immer  Q  von  der  Ordnung  n  —  2  in 
Bezug  auf  jede  der  Reihen  der  Veränderlichen;  auch  die  letzte  Gruppe 
bei  geradem  1/  inacht  hiervon  keine  Ausnahme.  Es  giebt  also  zu  einem 
Werthepaare      tj  immer  n  —  2  Werlhepaare  was  in  Uebereiu- 

stimmung  mit  dem  allgemeinen  Satze  ist,  dass  jede  Erzengende  von 
U  —  2  anderen  getroft'en  wird. 

Die  so  gebildete  (ileichung  Q  =  0  kann  in  mehrere  irreducible 
Gleichungen  ö'==  (\  Q  '=  0  .  .  .  zerfallen.  Jede  derüelbeu  stellt  dann 
eine  vielfiiche  Curve  iler  Fläclic  dar. 

Es  sei  ö''^  =  0  ein  solcher  irreducibler  Theil  von  ft=  0.  Setzen  wir 

so  wird  Q^'*  =  A')  eino  =;ymmetri8che  Function  von  A,  A',  welche 

in  jeder  dieser  YerSnderlicheu  bis  zum  (fi  —  2)«'"  Grade  ansteigt  Mau 
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kann  F'  (A,  X)  =  0  ab  ebene  Curve  mit  den  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  k,  X  betracbten,  welche  tlie  Involution  interpretirt;  diese  Curve 
hat  dann  eine  Symmetrielinie,  k  =  X',  und  jedem  zu  dieser  symniutrisch 
gelegenen  Funktepaare  eutspricht  ein  Puukiepaar  der  Fläche,  welchee 

lereinl^t  liegt. 

Es  kiinn  al)er  i^eschehen ,  dass  die  zu  einem  gegebciioti  X  «^^oliüri- 
gen  r^'"*  Wortlie  vuii  A' (m  —  2  =  r'-f-  >"".  .  .)  sich  in  x'"  Gruppen  zu 
s*"  theileu  (x*'^  6'<''  =  r^'^) ,  so  dass  für  die       Wurzeln  A'  jeder  Gruppe 

nicht  nur  die  Gleichangen 

(A,  il^'O  —  0,     »0 A*. 0  0, 
sondern  auch  die  Gleichungen 

QCO(A^     A*'0  — 0 
bestehen.    In  diesem  Falle  treffen  sich  auf  dieser  vielfachen  Gurre 
immer  s<')  -f~  1  Erzeugende,  und  die  Cunre  wird  also  (s*')  l)f»ch. 

Seist  man  in  Q<'>  <«  0  A  »  A',  so  erhalt  man  eine  Gleichung  vom 
Griule  2sf'^  für  A.  Sie  liefert  die  Cuspidalponkte  dieser  vielfachen 
Ourve;  und  swar  werden  in  ihnen,  wenn  auch  die  Vielfachheit  der 
Curve  eine  höhere  ist,  sich  doch  im  Allgemeinen  nur  eufei  der  Er- 
zeugenden vereinigen. 

Zu  einem  Werthsystem  A,  A'  gehdrt  im  AUgemeinen  ein  Werth- 
system also  em  Punkt  der  betreffenden  Erzeugenden.  Dies  lindert 
sich  nur  dann,  wenn  ausser  der  Determinante  (3)  auch  ihre  Unier- 
determinanten verschwinden  (abgesehen  natürlich  von  dem  in  ihnen 
«'iitlialtenen  Factor  ^tj' —  Wenn  solclie  Systeme  |,  iy;  |',  tf  oder 

A,  A'  existireii,  so  bezeichnen  sie  vielfache  Ülrzeugende.  Ditierenzirt  . 
man  aber  (M)  nach  den*  |,  i/,  |',  i;',  so  sieht  man,  dass  für  solche  Werthe- 
systcnic  auch  die  DiÖerentialquotienten  von  Q  verschwinden.  Intcr- 
pretiron  wir  Q^^  0  durch  das  System  der  (  iirven  2''''^(  A,  A'i  --^  0, 
weh  lic  2  viclfaciiu  i'unkte  im  l'nendlichen  der  Coordinatennxeii  t^eiuein 
balu  11.  so  entsprochen  etwaigen  vieifaclien  Erzeugenden  innner  Durch- 
schiuttspunkte  un<l  andere  vieilacbe  Puidite  dieser  Curven.  Umgekehrt 
entsprechen  solchen  l'unkten  Paare  von  Erzeugenden,  welche  sicii  ent- 
we(b'r  2 mal  auf  derselben,  oder  welche  sieb  auf  2  verscbiedenon  viel- 
l'aclien  Curven  begegnen-,  also  entweder  vielfache  Erzeugende,  oder 
solche,  welche  durch  wirkliche  vielfache  Punkte  oder  bchuittpuukte 
der  vielfachen  Curven  hindurchgehen. 

Soll  endlieh  eine  der  vielfachen  Curven  Bfickkehrlinie  werden,  so 
schneiden  in  den  Punkten  derselben  sich  immer  2  unendlich  nahe  Er- 
zeugende, also  solche,  für  welche  A  =  A\  Einer  der  irreducibeln  Fao- 
toren  von  Q  (geschrieben  mit  A,  A')  muss  also  A  —  X\  oder,  da  Q 
symmetrisch  für  A,  A'  ist,  (A  —  A')'  sein,  und  der  Ausdruck 
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{q>,        <p',  if')  , 

geflchrieben  mit  k\  mius  den  Factor  (A  —  k'y  enthalten.  Setien 
wir  nun: 

so  wird: 

(<r,  V-,  9^',      =     -      (v,  ^,  ||,  |{)  +     .  (A  -  Ay. 
Es  luuss  also 

sein  für  alle  Werthe  von  l,  d.  h.  die  Fläche  abwickelbar. 

Es  ist  leicht,  sich  t'ine  Vorstellung  davon  zu  bilden,  wie  die  llück- 
kehrcurve  einer  abwickellmren  Fläche  sich  abbildet  Pehmen  wir  die 
Gleichungen  der  Fläche  in  der  Form: 

(5)  C^v  =  0.  +  g^^^. 

Einem  Punkte  A  der  Kückkehreurve  entspricht  ^  =  0;  aber  mau  er- 
hält denselben  Punkt  auch  für  A -|- rfA,  5  =  — -dA.  Die  Bilder  der 
Punkte  der  Rückkehrcurve  liegen  also  paarweise  auf  2  unendlich  nahen 
(Geraden  ^  =  0,  g  =  —  dX-^  die  Verbindungslinie  der  Hilder  desselben 
Punktes,  A  -{-  S  ==  rJ*'^'^  immer  durch  einen  bestimmten  Punkt  der 
Bildebene  (A  =  0,  g  =^  ()).  Geht  man  von  einer  anderen  als  der  (Jlei- 
chungsforni  (5)  aus,  so  tritt  nur  an  Stelle  der  (Jeradeii  eiue  andere 
Curve  vom  Gescldecht  p  =  0  als  Bild  der  Kückkehrlinie. 

Die  Involution,  welche  der  sich  auf  der  eigentlichen  Doppelcurve 
begegnenden  Erzeugenden  entspricht,  ist  in  diesem  Falle  vom  (irade 
n  —  4  in  A  und  A'. 

Göttingen,  den  8.  October  1871. 
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.  Bestimmung  der  Ordnung  und  Classe  der  Erümmungsmittel 
punktsfläche  einer  Flftche  v^'*  Ordnung 

Von  Lotbar  Mahoks  f. 


Steinor  fiiidi't  in  seiner  Abhiiiitlluiig:  ,,Uelier  alL^ebraisclie 
Curvcii  lind  Fläclujir',  im  41).  Bunde  des  (-'relle  sehen  Journals,  die 
Ordnung  der  Evolute  einer  (iirve  n''"''  Onlnunt^  durch  Zählen  der  im 
Unendlichen  liegenden  Krnmniungsniittcljmnkte.  Ein  analoges  Ver- 
fahren fiihrt  auch  zur  Bestimmung  der  Ordnung  der  Krümmungsmitlel- 
|innktsH;ielie  0  einer  allgemeinen  Fläelu'  Ordnung  i"^,,.  Die  unend- 
lich ferne  Ebene  i'-^'x,  enthält  zwei  Arttui  vun  Krümmungscentreu  von  0, 
nämlich  erstens  solche,  die  zu  den  auf  i'»  liegeudeu  parabolischen 
Pankieu  gehören,  und  Kweitens  solche,  die  zu  den  unendlich  fernen 
Punkten  von  i^»  geh5ren.  Die  paraboUschen  Punkte  auf  liegen  in 
der  parabolischen  Guttc  ft4i»(«— ^,  welche,  als  Schnitt  von  mit  der  zu* 
gehörigen  Kemfläche,  von  der  Ordnung  4n(»  —  2)  ist.  Der  Ort  der 
zu  den  Punkten  von  }kn(n—t^  geh&rigen  Krammnngsmittelpunkte  m5ge 
eine  Curve  h  auf  J?«  sein.  Die  unendUch  fernen  Punkte  von  Fn  bilden 
eine  Gurre  auf  'E^^  und  der  Ort  der  zugehörigen  Punkte  von  <t>  sei 
die  Gurre  8  auf  JB«.  Da  die  parabolischen  und  die  unendlich  fernen 
Punkte  von  F„  die  einzigen  sind,  welche  ihre  KrQmmungscentren  im 
Unendlichen  haben,  so  ist  die  Summe  der  hinlänglich  oft  gezahlten 
Ordnungen  von  /•*  und  8  gleich  der  Ordnung  von  <t>. 

Um  die  Ordnui^  von  "k  zu  finden,  fixiren  wir  eine  bestimmte 
Richtung,  deren  unendlich  femer  Punkt  sein  mag.  Die  Berührungs- 
punkte der  dieser  Richtung  parallelen,  also  durch  F  gelegten  Tangential- 
ebenen von  i''„  bilden  auf  die  Curve  r„(„_i),  welche  der  Schnitt 
von  Fn  mit  der  ersten  PolarÜäche  von  F  in  Bezug  auf  F^  ist  Die 


*)  Der  Yorfassor  der  Arbeit,  derCB  banpt^hlichstc  Rosultate  ein  Studien- 
frennd  desselben  liier  niitthcilt.  isf  um  1*2  .Tann:ir  1S71  in  dmi  <5('f«'clit  1)ei  Lacroix 
gefallen.  Er  hatte  die  betrcIFcndi  n  Unterfciuhvingeü  bereits  in  der  or^-ten  Hüllte 
des  Jahres  1870  ausgeführt.  Inzwischen  dauelbe  Problem  von  Herrn  D  a  r  b  o  u  x 
behandsU  weiden,  (a  B.  M70.  Ente  HUIIe,  p.  18S8).  D.  fied. 
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Lothar  Marcks. 


zu  (leu  Puiikt^'ii  dieser  Curve  eiTichteteii  Nornuileii  sind  seukieilit 
zu  der  fixirtcri  I\iclitiinf]f also  den  auf  dieser  Kiditiin^  lotluecliteii 
Kl>eiieii  parallol,  sclinoiilcii  dalu-r  K^,  in  einer  bestiimiiten  (Jeradcn 
7^.  Die  erste  Polarflüche  von  E  in  IJezutr  auf  welLlie  von  der 
{n —  1)''"  Ordnung  ist,  schneidet  die  parabolische  Curve  /üncn-si  in 
4//(;/ —  1)  —  2)  Punkten,  welche  auf  r„,«_i)  liegen  und  zugleich 
jiuraholivsehc  l'unUte  sind,  hie  in  ihnen  errichteten  Normalen  schneiden 
daher  (j^  in  Punkten  der  Curve  /•:.  k  ist  also  von  der  Orduuug 
4.»(w  ~    !)(«  — 2). 

Um  die  Ordnung  von  8  su  finden,  bemerken  wir,  daSB  die  Plaehen« 
normalen  der  Punkte  der  Sehnitteiirve  Cn  von  1\  und        ganz  in 

liegen,  also  einander  schneiden,  und  die  Evolute  r^^in-i)  ein* 
bflUen.  Jeder  Piuüct  dieser  Erolute  liegt  auf  0,  weil  sich  in  ihm  zwei 
unendlich  nahe  Normalen  ron  Fn  schneiden,  woraus  auch  folgt,  dass 
K»  als  der  eine  Hauptnormalschnitt  fOr  alle  Punkte  von  c«  betrachtet 
werden  muss.  - 

Damit  haben  wir  aber  für  jeden  Punkt  von  c«  nur  einen  der  beiden 
auf  seiner  Normale  gelegenen  Krüramungsmittelpunkte,  und  nur  einen 
der  beiden  Hauptnormalschnitte  berticksiehiigt.  Zu  jedem  Punkte  von 
(-„  gehört  ausser  dem  mit  Er  zusammeufalleuden  Hauptnormalschnitte, 
welcher  ein-  n  Punkt  auf  lieferte,  nocli  >  mi  zweiter  zu  senkrecht 
zu  denkender  Hauptnormalschnitt,  welcher  den  zweiten  KrümmungS" 
mittelpunkt  liefert.  Der  Ort  dieses  letztern  ist  eine  Curve  r  auf  E^y 
deren  Ordnung  wir  zu  bc-^timmen  haben.  Zu  diesem  Zwecke  zählen 
wir  wieder  die  Punkte,  welche  /  mit  der  (Jeraden  Ax  gemein  hat, 
welche  wir  im  Vergleich  zu  der  Lage  der  Curven  <■„  und  r  uiiemllit  h 
fem  denken.  Eine  solche  (Jerade  wird  von  r„  in  n  i'unkteu  gesehnitten, 
und  ist  also  »/fache  Normale  zu  r„,  d.  h.  iti  /r^  stehen  auf  der  Kl)ene 
von  r„,  welche  der  erste  HauptiKirnialsclinitt  für  aUe  Punkte  von 
war,  n  zweite  Hauptnornnilschnitte  senkrecht.  Daher  liegen  in  //,. 
n  zweite  Krüiumungscentra.  Ausserdem  kann  in  //»  nur  dann  noch 
ein  Punkt  von  /'  liegen,  wenn  der  zugehörige  Flächenpunkt  ein  Wende- 
punkt seines  zweiten  Hauptnormalschuittes  ist.  Dieser  Bedingung  ge- 
nügt jeder  parabolische  Punkt  auf  Gn,  der  nicht  schon  Wendepunkt 
des  ersten  Hauptnormalschnittes  ist.  Da  nun  die  Ebene  von  Cn  die 
i'arabölische  Curve  h^n{n—ti  in  4n(ti  —  2)  Punkten  schneidet,  und 
3»(n  —  2)  Wendepunkte  auf  der  Curve  c»  li^n,  also  Wendepunkte 
des  ersten  Hauptnormalschnittes  sind,  so  bleiben  «(»  —  2)  parabolische 
Punkte  übrig,  welche  Wendepunkte  von  zweiten  Hauptnormalschnitten 
sind.  Diese  bestimmen  daher  auf  noch  »(n  —  2)  andere  Punkte 
von  r\  r'  hat  demnach  n-f-f^C»  —  2)  Punkte  mit  K>  gemein,  ist 
also  von  der  Ordnung  n{n —  1).  Da  aber  jeder  Punkt  dieser  Curve 
'im  Unendlichen  liegt,  und  jede  Normale  im  Unendlichen  für  den 
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Hauptnormalscbuitt  Rückkebrtaiigeiite*)  ist,  iu  jedem  KrQmmuugs- 
centruin  also  immer  3  Punkte  Tereinigt  liegen ,  so  ist  die  Gurre  /  ala 
ROekkehrcunre  auf  der  Flache  <t>  bei  der  Beurtheilung  der  Ordnung 
derselben  dreifach  zu  z&hlen. 

Demnach  besteht  der  ganze  Schnitt  von  mit  (|>  aus  der  Cnrve 
jb  von  der  Ordnung  4n(n  —  1)  (n  —  2),  der  Gurre  r  von  der  Ordnung 
Hn{n  —  1)  und  der  dreifach  zu  zahlenden  Ourve  r  von  der  Ordnung 
n(n  —  1).  Also  ist  <t>  ron  der  Ordnung: 

4n(ii  —  l)  (n  -  2)  +  3n(n—  1)  +  3n(n  ^  1)  ^2n(n^  1)(2«  —  1). 
üm  die  Olasse  der  ErümmungsmitielpunktsflSche  zu  bestimmen,  be- 
trachten wir  sie  als  die  Brennflache  des  Strahlensystems,  welches  von 
den  sammtlichen  Normalen  zu  F«  gebildet  wird,  und  benutzen  den 
Satz,  dass  der  Unterschied  zwischen  Ordnung  und  Glasse  der  Brenn- 
flache  eines  Strahlensystems  Ordnung  und  m**' Glasse  gleich  2  (n — m) 
ist**).  Da  bekanntlich  durch  jeden  Punkt  n{n*  —  ti-f-  1)  Normalen 
an  Fn  gezogen  werden  kdnnen,  und  in  jeder  Ebene  n(»^  1)  Nor- 
malen  von  liegen,  so  ist  der  Unterschied  zwischen  der  Ordnung 
und  der  Glasse  von  O  gleich: 

2[n(n^  _  n  +  1)  —  n(n  —  1)]  —  2n(n»  —  2ii  +  2), 

und  da  wir  2n{n  —  1)  (2»  —  1)  als  die  Ordnungszahl  von  4>  ge- 
funden haben,  so  ist  diese  FlSche  von  der  Glasse: 

2»(n  —  1)  (2n  —  1)  —  2n{n^  —  2n  -|-  2)  «  2«(n«  —  «  —  1) . 
Für  n=2  und  ii  =  3  ergiebt  sich,  dass  die  Krimmiungsmittelpunkts- 
fläche  einer  quadratischen  Fläche  von  der  12'''"  Ordnung  und  4"*"  Classe, 
einer  cubischen  Flache  von  der  60*"  Ordnung  und  30*"  Oksse  ist» 

*)  Cf.  Steiner,  Ueber  die  algebraiücbea  Corven  und  Flächen,  Crelle'a 
Joomal,  Bd.  49,  pog.  339,  840. 

**)  Dieser  Sata  rObrt  von  Hem  F.  Klein  her;  Tergl.  8.  Lie,  GOttinger  Nach- 
richten 1870,  Nr.  4. 
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Beiträge  zur  analytischen  (ieometrie  des  Raumes,  insbesondere 
zur  Theoiie  der  Flächen  3'"'  Grades  mit  4  Doppelpunkten  und 
der  Steiner 'sehen  FiAchen,  sowie  zur  Lehre  YGa  den 

Bsamcnnren. 

Von  F.  £.  EoKARDT  zu  Beich EMBACH  im  Yüigtiand. 


Dio  iiachstolieiide  Arbeit  bildet  einen  Auszug  aus  einer  Abliaiul- 
luiij?,  welclie  ich  wälirend  der  Jahre  lHf)7  und  1RG8  niedeigcsc  lirifdjen 
und  unter  dem  obi«^en  Titel  im  Osterprof^^ranini  18()!)  der  Keai.scliule 
II.  Ordnung  /u  Keichenbach  verött'entlielit  habe.  Ich  legte  damals  den 
Vüu  mir  erhaltenen  Kesultateu  keinen  besouderen  \\'erth  bei  und  unter- 
liess*  daher,  denselbeu  durch  Abdruck  meiner  Arbeit  in  einer  Zeit- 
schrift eine  grössere  Yerhreitang  zu  geben.  Als  ich  jedoch -ans  be- 
sonderer Veranlassung  vor  einiger  Zeit  meine  Abhandlung  mehreren 
Bilaihematikem  sosehiekte,  wurde  ich  darauf  aufmerksam  gemacht, 
dass  ich  in  der  von  mir  angewandten  Transformation  einen  specaellen 
Fall  der  insbesondere  sdt  1869  in  allgemeinem  Sinne  und  in  Bei- 
spielen mehrfisch  behandelten  rationalen  Transformationen  im  Baume*) 
getroÜBn  habe  und  dass  mehrere  der  Ton  mir  gefundenen  Besultate 
theUs  in  neuester  Zeit  bekannt  geworden,  thieüs  noch  jetst  unbekannt 
seien.  Ich  erlaube  mir  dalicr^  durch  eine  ausserdem  an  mich  ergangene 
Aufforderung  veranlasst,  in  Folgendem  einen  Auszug  aus  meiner  da- 
maligen Arbeit  r.u  ▼eröli'entlichen ,  dem  ich  nur  dann  und  wann  einige 
mir  bemerkenswerth  erscheinende  Zusätze,  die  mir  bei  der  neuen  Be- 
arbeitung aufstiessen,  zugefQgt  habe. 


*)  Vergl.  Do  la  Gournerie,  «orfoce«  r^Met  tetrn^dralemcDt  sytnetriqiioB,  P:ina 
t8<57.  —  S.  T, io,  RoiirilBontation  dor  Imaj]^'""*''*'"  dor  Plant^oonictrie,  Vcrh.  der  CJos. 
der  Wi»s.  zu  Chri^tiania,  1869.  üeüer  die  lleciprocitä.ts- VerbiUtnis«e  de»  Reye'- 
acben  Complexes,  Gött.  Nadir.  1870,  Nr.  4.  —  NOther,  Aber  die  eindentigen 
Raumtraosforraationen,  Math.  Ann.  III,  p.  647.  1871.  —  Caylej,  on  rational  trans- 
foniiation  betwcen  two  Spaces,  Lond.  Math.  Soc.  v.  III,  1870. —  Cremona,  fiber 
die  AbUilduug  algebraisclier  Flüchen,  Qötfc.  Nacbr.  1871,  Nr.  6. 
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§  l. 

Sind  a,  ß,  y,  9  die  VierAeiimmiräkiaitm  «nes  Pimktes  in  Bezog 

auf  ein  TetraSder  AB  OD.  so  bedeutet  bekamiilicb  s.  6.      dae  Ver> 

liiiltiiiss  der  Binus  der  Winkel,  in  welche  die  durch  jenen  Punkt  und 
die  Kaute  CD  gelegte  Ebene  den  au  dieser  Kante  liegenden  FKuhen- 
winkel  theilt.  Auf  dieser  Kbene  liegen  überhaupt  alle  Punkte,  deren 
Coordinateu  u  und  {i  denen  des  gegebenen  Punktes  direkt  proportional 
sind.  Dagegen  finden  sich  alle  Punkte,  deren  Coordinuten  «  und  ß 
denen  des  gegebenen  Ponktee  indirekt  proportional  sind,  auf  einer 
Ebene,  welche  durch  CD  geht  and  mit  ACD  denselben  Winkel  ein- 
schlieest,  als  jene  Ebene  mit  BGB,  Diese  neue  Ebene  und  die  5  zu 
den  Übrigen  TetraSderkanten  gehörigen  entsprechend  gebildeten  Ebenen 
schneiden  sich  sämmtlich  in  einem  Punkte,  dessen  Co&rdmaien  dm 
redproken  Weriken  von  den  Coordmaten  des  geg^bmen  FuMes  pro- 
porHontd  smd. 

Der  so  bestimmte  Punkt  fallt  mit  dem  gegebenen  nur  dann  zu- 
sammen,  wenn  derselbe  Mittelpunkt  einer  der  8  Engeln  ist,  welche 
die  Flachen  des  Tetraeders  berühren. 

Gonstruirt  man  auf  die  angegebene  Weise  zu  allen  Punkten  einer 
Curve  oder  Fliehe  die  entsprechenden  Punkte,  so  bilden  diese  eine 
neue  Gorve  oder  Fliehe,  deren  Gleichung  man  erhält,  wenn  man  in 
der  auf  das  TetraSder  bezogenen  homogenen  Gleichung  des  ursprOng- 
liehen  Gebildes  die  Coordinaten  durch  ihre  redproken  Werthe  ersetzt 

§  2. 

Einer  durch  eine  Kante  des  Tetraeders  gehenden  Ebene  entspricht 
auf  diese  Weise  eine  Ebene  durch  dieselbe  Kante;  einer  durch  einen 
Eckpunkt  des  Tetraeders  gehenden  Ebene  entspricht  ein  Kegel  2*«* 
Grades,  welcher  jenen  Eckpunkt  ziun  Scheitel  hat  und  die  3  in  dem* 
selben  zusaninienlaufendeu  Kanten  des  TctraSders  enthält. 

Einer  beliebig  liegenden  Ebene: 

^« -h  B/l  +  (7y -f      —  0 

endlich  entspricht  eine  Ober  fläche  drillen  Grades: 

welche  die  4  Eckjmnlir  drs  Tdrmdrrs  zu  DojTjirlpunlim  hat  und  die 
6  Kanfen  (hsselhm  cnthüH.  Eine  Fläche  dieser  Art  besitzt  eine  grosse 
Anzahl  merkwürdiger  Eigenschaiten,  von  den<'n  wir  hier  zunächst 
einige  aus  der  Gleichung  unmittelbar  folgende  anführen  wollen. 
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Die  Gleichungen: 

J  +  7  +  y  —  Ö     U.  8.  W. 

stellen  die  4  Tan^enHalkegel  dar,  welehe  man  an  die  Fliehe  in  den 
Doppelpunkten  legen  kann. 

Je  zwei  dieser  Kegel  haben  eine  geroeinsanie  Kant«  und  lüngs 
derselben  eine  gemeinsame  Tanffcntinhhene y  welche  zugleich  die  Fläche 
3'*"  Grades  längs  dieser  Kante  berührt.  So  ist  die  Gleichung  der 
Tangentialebene  längs  der  Kaute  CDi 

A  ^  Ii  ^' 

JBringt  man  die  längs  jr  zweier  yeyenühcrUcgender  Kanten  des  Tetraeders 
an  die  Fläche  gelegten  Tangentialebenen  zum  SchniU,  so  erhält  man  drei 
gerade  Linien: 

j  +  |  =    h  +  i-^i 

l  +  i-O,   |  +  -i  =  0; 

wdche  gusammcn  in  einer  Ebene: 

A  ^  B  ^  ü  ^  JJ  ^ 

li/yen. 

Diese  geraden  Linien  liegen  aher  ausserdem  auf  der  Flüehe  seihst 
und  sind  nichts  weiter,  als  die  infolge  unserer  Transformation  ent- 
Bprechenden  Linien  zu  denjenigen,  welche  die  Pankte  verbinden,  in 
welchen  die  ursprüngliche  Ebene  je  2  gegenflberliegeude  Kanten  des 
Tetraeders  schneidet 

Jede  Ebene,  welche  durch  eine  dieser  3  Linien  geht,  schneidet 
aus  der  FUiche  noch  einen  Kegelschnitt  aus  und  ist  eine  DcppdiangenHal' 
ebene  der  Flache  in  den  Punkten,  in  welchen  der  Kegelschnitt  und 
die  gerade  Linie  sich  begegnen.  Die  Ebene  der  3  geraden  Linien 
aber  berfihrt  die  Fläche  in  3  Punkten  und  ist  daher  eine  dreifache 
TangenUaybene  derselben. 

Die  4  Tangcrüiallccgel  in  dm  Dojipclpunlien  umhüllen  sämmtlich 
eine  Fläehc  2'"  Grades,  welche  die  6  Kanten  des  Tetraeders  berührt 
und  deren  Gleichung  ist: 

i^»  '  IP "'  Ali     ~47T      A  T)      Ii  V     BD      CD  * 

Die  Diirehsehnittslinie  dieser  FUuhr  mit  dir  Fläche  3''"  (iradcs  zer/ülU 
in  3  Kegelschnitte.   Die  Ebenen  derselben  haben  die  Gleichungen: 

--1-^  — J^-  — -  — 0  n-sw 
B       C      ^"vu.8.  w., 
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und  geben  dnrcii  je  eine  der  dni  oben  erwähnten  auf  der  Fläche  • 
31M1  Grades  liegenden  geraden  Linioi. 

Jede  Flache  2*»  Grades,  welche  durch  vier  ein  rftomlicbee  Viereck 
bildende  Kanten  des  Tetraeden  geht,  achneidet  die  FlSche  3*«"  Grades 
in  einem  Kegelschnitt.  Es  giebt  3  Schaaren  solchor  Fl&chen  und 
daher  aoeh  3  Schaaren  Ton  K^lachnitten.  Die  Ebenen  jeder  Schaar 
bilden  em  EbenenbOschel,  deeseu  Kante  eine  der  oben  erwähnten  ge- 
raden Linien  ist 

§  3. 

Der  itnendUeh  fernen  Ebene,  deren  Gleichung  bekanntlich: 

ist,  wob<'i  /, ,  f\,  /.,,  f\  die  Flächeninhalte  Jer  4  SeitenHüclicn  des 
Tetraeders  sind,  entspricht  eiae  Fläche  3'^"  Grades: 

wclclie  sich  durch  eine  grössere  Anzahl  merkwürdiger  Eigenschaften 
auszeichnet  und  überhaupt  in  vielfacher  Hinsicht  für  das  Tetraeder 
eine  ähnliche  {Stelle  vertritt,  wie  für  das  Dreieck  der  umschriebene 
Kreis.    So  gelten  für  diese  Fläche  folgende  leicht  erweisban?  Sätze: 

Fällt  man  von  einem  bdifhüjcn  Funkt/'  der  Fläche  auf  die  4  Fhou  u 
des  Tetraeders  Verpvndikel ,  so  liegen  deren  Fussinmkte  in  einer  Ebene. 
(Eutsprccheuder  Satz  für  den  Kreis:  Die  Fusspunkte  der  von  einem 
Punkte  eines  Kreises  auf  die  Seiten  eines  eingeschriebenen  Dreiecks 
gefällten  Perpendikel  liegen  in  einer  geraden  Linie.) 

Bk  28  H(Mrungspt*,nkte  der  Linien,  weUAe  je  2  MiUdptmkte  der 
evneM  Tetraeder  emgeadiridtenen  8  Kugeln  verHndai,  Heyen  in  der 
diesem  Tetraeder  gugMrigen  dten  heaproeihenen  Flädte  3>»  Grades. 
(Entsprechender  Sats:  Die  6  Halbirnugspunkte  der  Linien,  welche  je 
2  Mittelpunkte  der  einem  Dreiecke  eingeschriebenen  4  Kreise  ▼erbinden, 
liegen  in  dem  diesem  Dreiecke  umschriebenen  Kreise.) 

Den  Punkten,  in  welchen  eine  Onrve  oder  Fläche  dieser  Ober- 
fläche 3*'"  Grades  begegnet,  entsprechen  die  unendlich  fernen  Punkte 
des  entsprechenden  Gebildes. 

§  4. 

Einer  geraden  Linie,  welche  durch  einen  Eckpunkt  des  Tetraeders 
geht,  entspricht  wieder  eine  durch  diesen  Eckpunkt  gehende  gerade 
Linie. 

Einer  geraden  Linie,  welche  2  einander  gegenüberliegende  Kanten 
des  Tetraeders  schneidet,  entspricht  wieder  eine  gerade  Linie,  welche 

diese  Kanten  verbindet. 
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Einer  gnraden  Linie,  welche  eine  Kante  des  TetraSders  schneidet^ 
entspricht  ein  Kegelschnitt,  welcher  dnreh  die  beiden  Endpunkte  dieser 
Kante  geht  and  die  gegenOberliegende  Kante  schneidet. 

Einer  hditbig  Uegendm  geradm  lAme  endHek  mtsprüM  eine  Brnm- 
ewrve  3*<«  Chradrs^  welefte  dwrd^  die  4  Edtputikie  des  Tetraeders  gdU. 
Die  Kanten  des  Tetraeders  sind  ßr  dieselbe  „IMen  durch  2  Punkfe," 
Legt  man  aher  umgekehrt  die  4  Fondamentalponkte  heUebig  in  eine 
llaunicurve  3**"  Grades,  so  entspricht  dieser  Carve  wieder  eine  gerade 
Linie.  Man  wird  daher  im  Stande  sein,  ans  gewissen  LehrsStaen  fiber 
geradt'  Lini<>ii  soK-hc  über  Raumcur?en  3*'^"  (Ir.uics  abzuleiten. 

So  ist  ein  sehr  loidtt  zu  erweisender  Sate  der  fo]<if(Mido: 

DoppelschuiiiverhältnisR  von  4  Ebenen,  welcho  durch  dieselbe 
Kantt>  lies  Te(rnr>ders  gelten,  ist  dem  der  entsprechenden  Jäbenen  gleich. 

Mit  Hilfe  «Icsselben  gelangt  man  sofort  zu  den  anharnionischon 
•  Eigenschaften  der  Cnrven  3""  Grades,  also  zu  dem  Satz:  ])i<  FJn-nm, 
>nfrl/r  i  'nu'  „Linie  durch  2  Punktr'*  einer  Jlnunicy/rve  S"""  Graden  mil 
4  frshi/  Pmilifrn  ihrsrUtm  Currr  rrrhimirn,  hohen  ein  fum  der  Lafffi 
jmvr  Linie  ganz  imnhhiinffigeM  ])opj>eUehnittver}iältnisft. 

Man  wählt  beim  Howoise  2  beliebige  „Linien  durch  2  Punkte"  ^ 
ans  und  nimmt  di««  4  S(  bnittpunkte  derselben  mit  dor  Curve  zu  Puu- 
damentaliuinklen.  liitTauf  transformirt  man  die  Curve  *V"'"  (tradrs 
und  die  2  Kbcucubnseliel ,  wolohc  durfli  4  IVst«'  l*uiikt<'  dcrCnrvo  und 
durcb  JoiK»  2  Kaiit'Mi  des  'ri  tnir'dors  g(4ioi),  und  criiiiH  «ladurcli  cino 
trorado  Linie  und  2  nüsclu'l  von  4  Ebenen,  wokbo  durch  diesrlbou 
4  l'iinkic  d<  r  L^rriulcii  Linie  lachen.  Diese  beiden  liüschol  liabcn  abor 
gli'iflu's  I  )oji|»('ls(  Imitl  VL  i  liiiltniss,  also  gilt  dies  auch  von  <l('n  beiden 
ursjU'iingiiilien  Ihisciiebi.  Da  diese  aber  zwei  ganz  beliebig  ausge- 
wählte Linien  durch  2  Punkte'^  zu  Kauten  hatten,  so  ist  der  Satz 
Vfdiständig  erwiesen. 

Die  Tfinyentcn  der  Curve  in  den  Fundmnentalpwdim  werden  be- 
stimmt, indem  man  die  entsprechenden  Strahlen  sndit  zu  den  geraden 
Linien,  welche  die  Eckpunkte  des  Tetraeders  mit  den  Punkten  ver- 
binden ,  in  welchen  die  der  Gurre  3^  Grades  entsprechende  gerade 
Linie  die  gegenflberliegenden  Tetra^erflächen  schneidet. 

Jeder  ebenen  Curve  entspricht  euie  solche,  welche  auf  einer  FlAche 
3'***  Grades  mit  4  Doppelpunkten  liegt;  nur  dem  ebenen  Durchschnitt 
einer  Fliehe  dieser  Art  entspricht,  sobald  die  Fundamentalpunkte  bei- 
behalten worden,  eine  auf  einer  gleichartigen  Fliehe  3**"  Grades  Hegende 
ebene  Üurre  3'^  Grades.  Insbesondere  entspricht  der  Durchschnitt  der 
Flache: 

a    *    ß  ^  y  ^  S  " 

mit  tier  Ebene: 
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Bich  selbst. 

Die  BO  eihaltenen  ^Cnnren  3*^  Qnides  gehen  durch  die  6  Eclc- 
punkte  eines  Tollständigen  Vierseits  und  besÜBes  eine  Reihe  bemerkenS' 
werther  Eigenschaften,  welche  sich  ans  denen  der  Flache  3**"  Grades 
leicht  ergeben. 

Sh  werdm  die  Tangmim,  die  man  m  0wei  emander  gegenüber- 
Uegendm  Eckpunkim  des  VieneUs  an  die  Ckurve  legm  kann,  sieh  t» 
emem  Punkte  der  Cwrve  st^meiden.  Es  gidi  3  derarUge  Tangen^ 
paare  md  die  Schnittpunkte  dersdbm  Hegm  in  einer  geraden  Linie. 

Einer  Fläche  2>«>  Grades,  welche  durch  die  4  Fundamontilpuiikte 
gehti  entspricht  wieder  l  ino  solche,  inul  ist  imhcsondere  jene  ein  Kegei, 
so  ist  auch  die  ntfsjyrccheiule  Fläche  ein  Kegd. 

Diese  einfache  Uenierkung  wird  uns  zu  einem  wichtigen  Sats  Uber 
die  Fläche»  3"'"  Grades  mit  4  Doppelpunkten  luhren. 

Durch  4  Punkte  kann  man,  wie  leicht  zu  erweisen  ist,  2  Ke<^«'l 
2'""  Grades  logen,  welche  eine  gegebene  Ebene  berühren  und  einen 
in  derselben  gelegenen  Punkt  zum  Scheitel  haben. 

Diesem  Satze  nun  \\  iirde  der  folgende  ent.spreciieu : 

Bei  rinrr  I^Vichc  3""  Urddrs  niif  i  DojyjH-Jpuvktoi  lassi  i>  sich  ilunh 
dirs/  l'nrddr  2  Kogel  2'*"  (h-ndis  Icnrii ,  irrjr]ir  rivcn  in  du  FUuhi 
liryoidni  J'indd  ^nm  Srhrifd  ludmi  und  dir  Fldrhr  hrrührcu. 

Derselbe  kann  aber,  wenn  man  ]iur  noch  eine  kleine  Hetraclitung 
beifügt,  in  der  besonders  benierkenswerthen  Form  ausgesprochen  wertlen: 

1)(T  Kegel,  Wfichci'  eine  Fläche  S'™  Grades  mit  4  JJojquIimnJdm 
berührt  und  dessen  Sdieitd  in  einem  l^elicbigen  Ihtnktc  der  FUkhc  liegt, 
gerßm  m  2  Kegd  2*»  Qrades. 

Es  ist  zum  vollständigen  Beweise  dieses  Satses  nur  noch  darzn- 
thon,  dass  der  BerQhrungskegel  allein  ans  jenen  2  Kegeln  bestehen 
mfisse.  Diess  geschieht  z.  B.,  indem  man  bemerkt,  dass  der  Tangen- 
tialkegel  einer  l<1äche  3'^  Grades  im  Allgemeinen  Tom  6^  Grade  ist, 
aber  vom  4"^"  Grade  wird,  wenn  der  Scheitel  in  der  Fläche  liegt. 
Jene  2  Kegel  "2**'"  Grades  machen  aber  zusammen  einen  Kogel  4*«*> 
Grades  aus. 

§  0. 

Um  einige  andere  Sätze  über  Flüchen  3'""  Grades  mit  4  Doppel- 
)>inikten  mittelst  uns(;rer  Transformation  einfacher  beweisen  zu  können, 
wollen  wir  zunächst  etwas  genauer  die  Auflösung  der  Aufgabe  be- 
trachten: 

»♦ 
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Durtk  4  Punkte  im  Räume  Flächen  2<«"  Oradea  0U  legen,  wdeKe 
eint  (jrgebene  Flädte  2*«"  Grades  längs  einer  Ourve  herOhren. 

Es  sei,  nachdem  jene  4  Punkte  so  Fundamentalpunkten  gew&hlt 
worden  sind,  die  Oleitbnng  der  gegebenen  Fl&che: 

Äa^  4-  nß'^  +  Cy«  4-  Di* 
4-  2Eaß  +  2F«y  -f  2ö«d  +  2Ä/ly  +  2  J/J*  +  2^yd  —  0. 
IikI.  in  man  dieselbe  nnter  der  Form 

(tt  ]/A  ~\.ßi/J{-\-y  yC  +  Ö  l  iJy  4-  2  (i-;  —  }/AJJ)  «/i  H  ^  ü 

schreibt,  erkennt  man  leicht,  dass  die  Fläche 

(JB  -  J/^ZB)  a/l  +  (F  — >^Zi0«y  +  •  •  —  0 

eine  der  gesnchten  Flachen  ist,  ond  daas  die  Cnr?e^  ISngs  welcher 
die  Berflhnmg  stattfindet,  in  der  Ebene 

ay  Ä  +  ß/B  -\-r/C-\-        =  <^ 

liegt.  Ueberhaupt  giebt  es  ^  Flt'irhfm,  welche  der  Anf«?abe  genügen, 
und  die  Gleichungen  der  Ebenen,  in  welchen  die  lierührungscurven 
liegen,  sind  in  der  allgemeinen  Form 

enthalten.  Diese  Ebenen  sind  leicht  zu  oQnstniiren.  Die  Punkte,  in 
welchen  sie  die  Kanten  des  Tetraeders  schneiden,  sind  nSmlieh  die 
Brmi^unkte  der  InvolMmen,  weiche  auf  jeder  Kante  durdt  die  End- 
punkte  dersdben  und  durdk  die  Schnittpunkte  der  gegebenen  Fläche  mit 
ihr  hestinmi  werden. 

Die  8  Ebenen  lassen  sich  in  2  Glassen  theilen,  von  denen  die 
zweite  diejenigen  4  enthalt,  in  deren  Gleichungen  nur  ein  negatives 
Vonteichen  vorkommt,  die  erste  aber  die  ttbrigen.  Die  Berühnmgs- 
linien  in  den  4  Ebenen  der  1**«  ülasse  liegen  auf  der  Oberfläche  4'«'* 
Grades: 

(Ettß  +  Fay  +  Gaö  +  Mßy  +  Iß^  +  -^y «)»  —  ÄBa^ß^  -f  A  Ca^ 
^ADtt*d*+BCfl*y*-\-BDß^lP-\'CDy'iP'-2aßydyABCD\ 

die  Linien  in  den  4  übrigen  Ebenen  auf  einer  Fffiche  derselben  Art, 
deren  Gleichung  Rieh  von  der  vorigen  nar  dadurch  unterscheidet,  dass 

das  letzte  Glied  +  2  a ßyd  j/AliCTn  ist. 

Jede  der  8  Ebenen  sciineidet  aus  der  ihr  zugehörigen  Fläche  4"*" 
(Jrades  noch  einen  Kegelschnitt  aus.  Die  8  auf  diese  Weise  ent- 
stehonden  weiteren  Kegelschnitte  sind  die  Beriihrtmgscurven  der  Flächen 
2"*"  Grades,  welche  dnrdi  die  4  FundfimentaUpunklc  gehen  und  die  Fläche 

Aä*  -f  Bß'  +  cy  +  Dd^ 

-  2  Euß  —  2  Fay  -  2Gad  —  2Hßy  -^2Jßd  —  2  Kyd  0 
berühren. 
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Sind  aber  die  4  Fuiidumeutalpimktc  die  Jukimrikie  eines  in  Bemg 
auf  die  gcf/ebaw  Fläche  2"^"  Grades  sicJi  seWd  conjugirle»  TetrcuderSt 
ist  ttläO  die  Gleiciiimg  der  Flüche  einfiicher: 

Aa^  -j-  BP  +  Cy  +  jDd*     0 , 

SU  »iud  die  beiden  zugehörigen  Flächen  4**"  Grades  gegeben  durch  die 
Gleichungen: 

+  2  a/3y  d  /ABÜD  —  0. 

JBl0t  Reifer  (ÜMiser  l^loKiften  /oUe»  <fje  KegdsdmiUcf  in  wddten  sie 
wm  einer  der  ihr  migdtSriffen  4  Ebenen  (/rtro/fen  wird,  Musammen  und 
die  Oberfläche  wird  vm  jeder  dieser  Ebeneit  UingfS  eines  KegelsdiniUes 
berukrL 

Dies  geht  auch  aus  der  Form  hervor,  welche  die  Gleichung  einer 
solchen  Fläche  dann  annimmt,  wenn  man  die  Fandamentalebenen  in 
die  4  ihr  sugehörigen  Ebenen  verlegt   Setzt  man  z.  B.: 

aj/A-}-  ß/B-^y /C  -f  6/ ^  =  X, 

«  y  j  -f  (5  /Ji  --  y  ]/C  —  Ö  y  J)  =  y, 
nj/Ä  —  ßyß  -\-  y  l/ä  —  ()  /  7>      Z , 
tt/2  —  ßl/B  —  y/C-\-dyJJ=-}V, 
so  wird  die  Gleichung  der  erbten  2  Fliielieii  zu 

woraus  sofort  das  Gesagte  hervorgeht. 

Beachtenswerth  ist  ausserdem  auch  der  Fall,  in  welchem  die  ge- 
gebetie  Fläche  2""  Grades  die  6  Kanten  des  FundamenkUletraeders  be- 
rührt. Ist  dann  die  Gleichung  derselben: 

A*"^  B'  ~^        '   D*      Ali       ÄC       AD      BC       BD      CD  ~  ' 
so  zerfallt  die  erste  der  Flachen  4'*">  Grades  in  die  £beue 

_?._i_^_i_y_i_*«o 

A^B^C^I)  ^ 
und  in  eitle  Oberfläche  3""  Grades,  deren  Gleichung:" 

1P*B*~^  C'»  ~^  n*     AB       A  C      A 1)      B  C      B 1)       CD/ \A      ß       C~^  D^ 

sich  zusammenziehen  lässt  zu 

4+l+f+T-o- 

Aus  der  nicht  reducirten  Form  dieser  Gleichung  geht  der  schon  in 
$  2.  erwähnte  Satz  hervor,  dass  unsere  Fläche  2^  Grades  die  Fläche 
3'*"  Grades  mit  4  Doppelpunkten  in  3  Kegelschnitten  schneidet. 
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Die  Gleichung  der  audereu  Fläche  Urades: 

+      +  C«  +  27»  -  Ii?  Vj  +  1<  +  ü  + 

G-l+^+l)(f+l4+l)(z+l  +  Ä-»)-" 

dagugüu  lisst  sich  redudren  zu 

(|  +  ?  +  7  +  j)  (2  +  1  +  ^  +  1)  =  ^- 

Diese  Fläche  wird  daher  wm  jeder  der  4  Plenen 

-  ^  +  -J-  -f  X  +      =  0  u.  s.  w. 

tö'ft^  ehwr  geraden  Linie  herührt  und  die  4  BerührungsUniet^  Uet/e» 
in  einer  J'Jhcne. 

Drei  der  berührenden  Flächen  2^"^  Grades  sind: 

AB^CJJ~~^>    AO^  BD  AD^  Bü~^' 

Jede  dieser  Flachen  berührt  also  die  Flache  2^««  Grades  längs  der- 
selben Gurre,  in  welcher  sie  die  FlSche  3*"*  Grades  mit  4  Doppel- 
punkten schneidet. 

Eine  4>«  berührende  Fläche  2*«"  Grades  ist: 

j.  «y  I      _L  '*y  _L     _L  y*  =  n 

AB^  AO^  AD^  WO^  Bi)'^  OD  ^' 

Die  4  übrigen  Flächen  endlich  sind  die  Tangentialkegel  der  FlSche  ■ 
3'*"  Grades  in  ihren  4  Doppelpunkten. 

§7. 

Wenn  die  gegebene  Flüche  2''"  Grades  in  2  Elienen  zertÜllt,  so 
bestellt  die  Berührungsciirve  einer  jeden  der  8  Fliiehen  aus  2  gera<len 
Linien.  Unter  allen  Fläclien  2'^'"  Grades  können  aber  nur  die  Kegtd- 
liächen  vun  einer  Ebene  längs  einer  geraden  Linie  berührt  werdeji; 
dalier  sind  die  8  bestimmten  Flächen  2'*^"  Grades  Kct/cl/lachm ,  deren 
JScheitelpuukte  auf  der  ISclinittlinie  der  beiden  Ebenen  liegen.  Man  hat 
sonach  den  ISat/: 

Durdi  4  Funkk  kann  man  8  Kegelflächen  Grades  Icym,  wdchc 
2  Ebenen  herOhren, 

Diesem  Satse  aber  entspricht  ein  interessanter  Satz  für  Flächen 
3*"*  Grades  mit  4  Doppelpunkten.  Zunächst  ergiebt  sich  aus  ihm  durch 
eine  Betrachtung,  welche  der  in  §  5.  angestellten  ähnlich  ist,  der  Sat«: 

Wenn  2  Fläthen  3*^  Orades  mU  4  Dcßp^pmkten  diese  gemeinsam 
hitbcn,  so  gieU  es  8  Kegdflät^  2**"  Grades,  ufelche  leide  berühren. 
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Deräfllie  kann  aber  iu  der  besuiiders  bumerkeiiäwertlieu  Furm  uus- 
geöpruclien  werden :  ^ 

Die  (jcmeiiischuftlu  lic  uinltülli  tidr  ahtcichrWan:  Fläche  zweier  Fläc/tcti 
;-jtoi,  Qiadrs  mit  4  (fctneinsaiifDi  J)<>p2>cll>iut/dr)L  zufiiUt  in  8  Kc(/rl 
Grades,  deren  SeheiieL  in  der  Durehschnittaeurcc  heiilcr  FlücJim  Hajen. 

Zum  voUataudigen  Beweise  dieses  Satzes  gehört  nur  noch,  daas 
maB  zeigt,  wie  die  ümhillliiiiggfläche  eben  nur  aus  jenen  8  Kegeln 
bestellen  kann.  Dies  geschieht,  indem  man  die  CZdüse  der  Flächen 
3*^  Grades  mit  4  Doppdpunkkn  nnterancht 

Die  Glasse  einer  Fläche  wird  bekanntlich  bestimmt  durch  die  An- 
lahl  der  Tangentialebenen,  welche  durch  eine  gerade  Linie  an  die 
Flache  gelegt  werden  kdnnen.  Es  sei  nun  von  einem  der  Punkte  aus, 
in  welchen  eine  beliebige  gerade  lonie  der  FtSehe  begegnet,  der  Tan- 
gentialkegel  an  die  Flüche  gelegt,  welcher,  wie  bewiesen  wurde,  aus 
2  Kegeln  2'*°  Grades  besteht.  Dann  sind  die  durch  jene  Linien  gehen- 
den Tangentiulebeueu  der  Fliiclio  auch  Tangentialebenen  dieses  Kegels; 
ihre  Anzahl  ist  also  4  und  eim  Fläche  d'^'^  Grades  mH  4  DappdpiMk- 
ten  ist  somit  von  der  4!<">  Classe, 

Da  nnn  die  gemeinste  Umhiillui^sfläche  zweier  Flächen  4**^ 
Classe  von  der  UV*^^"  Classe  ist  und  da  jene  8  Kegel  zusammen  eine 
Fläche  !()'"  Classe  repräseutiren ,  so  ist  erwiesen,  dass  ausser  ihnen 
keine  weitere  Flache  zur  UmhUUuugstlächti  gehören  kann. 

8  8. 

Durch  die  Einfachheit  ihrer  Gleichung  besonders  ausgezeichnet 
ist  die  Hesse'sdte  Fläche  der  Oberfläche  Grades  mit  4  Ih^pd- 
punkten. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Hesse'schen  Flache  fOr  die  Ober- 
fliche  f*mO  reducirt  sich  im  Torliegenden  Falle  bedeutend,  da  die  4 
Diffsrentialquotienten 

d*i    (Pf    (J}f    (Pf  ' 

da^'    dß*'  dd' 

yerschwinden.  Sie  kann  nämlich  in  Folge  dessen  in  der  sehr  einlachen 
Form  geschrieben  werden: 

r    dccdß'    dydd        f  dady  '   dß  (IS        ^   da  dd  '  dßdy  ~~ 

Durch  wirkliehe  Berechnung  der  Differentialquotienten  wird  sie  zu: 
und  vereiniiacht  sich  weiter  nach  Wegscbaft'ung  der  V>iurzelu  scu: 
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Diese  FlSehe  4*»  GradeSi  die  durch  ihre  Gleichung  Aehnliehkeit  mit 
einer  in  §  6.  he^rochenen  FlSche  hesitst,  gebt  eben&Us  durch  die 
Kanten  des  Tetraeders  und  hat  die  Ecken  desselben  su  Doppelpunkten, 
auch  sind  die  Tangentialkegel  in  den  Eckpunkten  identisch  mit  denen 
der  ursprünglichen  Fliüshe. 

Femer  liegen  auf  dieser  FlSche  eine  Anzahl  bemerkenswerther 
Linien.  So  finden  sich  darauf  zunächst  die  geraden  Linien,  in  welchen 
die  Ebene 

tlt'ii  Fliiclieii  ch'S  Tetruedtrs  lu-iff^j^nct.  Die  läii^s  «licser  Linien  an  die 
Fläche  gelegten  TungeuUalebeueu  liubeii  die  Ulcichuugeu: 

A  ^  C       D  ^> 

^+        ^+^  =  Ou.s.w. 
und  schneiden  sich  sämmtlich  in  einem  Punkte 

•  —    =  y  —  *  . 

x"  JT'-iy  — IT' 

Ausserdem  trifft  jede  dieser  Berührungsebenen  die  Flache  noch  in 
einem  Kegelschnitt  und  jeder  dieser  Kegelschnitte  liegt  zugleich  auf 
einem  der  Kegel,  welche  die  Flache  in  den  Fundamentalpunkten  be- 
rühren.  Die  6  Schnittpunkte  der  Ebene 

X  +  B  +  c  +     -  ^' 

mit  (U'ii  K;mt<'!i  de«  Totrat  Jers  siud  ebeufalls  Doppelimiikle  der  Fläche 
und  die  Gleichungen  der  Tangentialkegel  in  diesen  Punkten  sind: 

 h  -3  5  =0  U.  Ö.  w. 

Dir  Taiii^entialeheiieii,  die  man  lUngs  der  Tetraederkuiiteii  an  die  Fläche 
,'V'"  (Jrades  legen  kann,  ))erüliren  audi  die  Hesse  selie  Flüche  längs' 
ders*'l1nMi  Kaute.    Ausserdem  berühren  diese  Ebenen  die  Fläche  auch 

« 

noch  einmal,  z.  B.  die  Ebene 

B  ^ 

längs  der  Linie 

A  ^  B  '        G       1)  ^' 

Somit  lieg^  auch  weitere  G  gerade  Linien  auf  der  Fläche,  deren 
eine  die  eben  erwähnte  ist.  Je  2  dieser  Linien  verbinden  dieselben 
2  Kanten  des  Tetraeders,  und  die  Punkte,  in  welchen  beide  dieselbe 
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Kaute  treffen,  bUden  mit  den  Endpankteu  derselben  eine  harmoniscbe 

Punktreihe. 

Die  6  eben  betrachteteu  Linien  sind  Kauten  eines  Tetraeders, 
dessen  Ecken  wieder  Doppelpunkte  der  Hesse'scben  Fläche  sind  und 
dessen  4  £beuen  die  Gleichungen  haben: 

X  X  +  |-+l'+ 

Wählt  man  diese  4  Ebenen  asn  Fundamentalebenen  eines  neuen 
Croordinaieneystemty  so  erhalt  die  Hesse 'sehe  Fföche  die  Gleichung: 

(i  +  T+i+F)(^+  ^+^+  ^^  =  ^- 
Die  Fonn  der  Gleichung  bleibt  daher  ganz  dieselbe  wie  vorher.  Man 
erkennt  hieraus  auch,  dass  die  vorliegende  FläeJie  auch  Hesse'sche 
Flädie  iaifur  die  andere  Oberfläche  3*"  Ctrades  mU  4  Do^pdpiuikteH: 


oder: 


A    '    Ii        C  ~^  D  Ii        c  ' '  Jl 

Die  Durchschnittslinie  dieser  neuen  Fläche  3'*"*  Grades  mit  der  Fläche 

zerfällt  in  3  gerade  Linien  und  3  Koj^elsciiuitte ,  was  mau  am  ein- 
fachsten erkennt,  wenn  man  die  üleichuug  der  ueueu  Fläche  in  der 
Form  schreibt: 

(t+ (i- i+ ^)  (f  -      *  +  ^) 

—  ABOD  VT      T      T  "*/* 

Die  Kegelschnitte  sind  dabei  diejenigen,  in  welchen  die  Flächen 
2Qgleich  der  in  §  2.  mehrfach  erwihnten,  von  den  Taugeutialkcgelu 
der  Doppelpunkte  umhflllten  Flache  2^  Grades  begegnen. 

Unter  den  in  §  3.  besprochenen  Flachen  2**"  Grades,  welche  durch 
4  Kanten  des  Fundamentaltetraeders  gehen,  sind  3,  wdche  sogleich 
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4  iüuiteu  de»   ueueu  Tatraedors  enthalten.    Eine  derselben  ist 

li  +  öi-^-  (V«8l.8  6.) 

Anch  jede  dieser  Flächen  geht  durch  ja  einen  jener  K^geh^hnitte. 
Ferner  wird  auch  die  Hesse 'sehe  Flache  von  jeder  dieser  3  Ober- 
ffiUshen  in  je  2  Kegelschnitten  geschnitten.  Man  erhält  so  6  Kegel- 
schnitte y  welche  zu  je  zweien  in  derselben  Ebene  liegen,  und  zwar 
sind  die  3  sich  so  ergebenden  Ebenen  diejenigen^  in  welchen  auch  die 
oben  erwähnten  3  Kegelschnitte  sich  vorfinden. 

§  9* 

Wendet  man  unsere  Transformation  auf  eine  Gurre  im^  Grades 
an,  so  erhält  man,  wie  sich  sehr  leicht  zeigen  lässt,  eine  Ourve  vom 
3  m****  Grade.  Die  Zahl  3«»  reducirt  sich  jedoch  um  1,  wenn  die  ur- 
sprangliche  Our?e  einer  Kante  des  Fundamentaltetraeders  begegnet, 
und  um  2,  wenn  sie  durch  eine  Ecke  desselben  geht  oder  2  Kanten 
schneidet. 

Im  Allgemeinen  sind  fiberdies  die  Ecken  des  Tetraeders  mfSäche 
Punkte  der  transformirten  Ourre  und  die  Tangeuten  derselben  werden 
erlmlteu,  wenn  man  die  entsprechenden  Strahlen  sucht  zu  den  Linien, 
welche  jene  Eckpunkte  verltinden  mit  den  m  Punkten,  in  welchen  die 
gegenfiberstehenden  Flächen  der  ursprünglichen  Curve  begegnen. 

Es  ist  von  besonderem  Interesse ,  auch  die  noch  übrigen  Singn- 
luritiiteii  der  traiisfurmirten  Curve  kennen  zu  lernen,  da  diese  für  die 
urapiüiiglicho  Curve  zum'Theil  eine  besondere  Bedeutung  haben. 

Es  sei  daher  resp.  für  die  trausformirte  und  die  uraprünglicbe 
Curve : 

M  und  )H  der  Cnynl,  d.  h.  die  Anzahl  der  Punkte,  welche  die 
Curve  mit  einer  beliel»iL,'eh  Ebene  gemein  hat; 

N  und  n  die  Chi6s<  ,  d.  h.  die  An/aiil  der  Usculaüonsebenen, 
welche  durch  einen  lieliebigen  Punkt  gehen; 

ü  und  /•  der  lUut'j^  tl.  h.  die  Ajizahl  der  Tangenten,  welche  eine 
willkfirlich  gewählte  Linie  schneiden; 

A  und  «  die  ÄneaM  der  staUonärcn  Ebenen] 

B  und  ß  die  AneM  der  itaUonäifen  Fmkte*^ 

X  und  X  die  Zahl  der  „Punkte  in  zwei  Tangenten'',  welche  in 
einer  gegebenen  Ebene  liegen; 

Y  und  y  die  Zahl  der  y,Ebenen  durch  2  Tangenten'',  welche  durch 
einen  beliebigen  Punkt  gehen; 

O  und  g  die  Zahl  der  „Linien  in  2  Osculationsebenen",  welche 
durch  einen  beliebigen  Punkt  gehen; 

iT  und  h  die  Zahl  der  „Linien  durch  2-  Punkte",  welche  durch 
einen  gegebenen  Punkt  gehen. 
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Diese  Singularitilteii  ahn]  durch  die  bekauiiteu  Cuyl  ey  »cheii  Ke- 
Itttiooen  mit  einander  verbiinden,  so  dass  aus  3  derselben  die  übrigen 
sich  eigeben. 

Nun  ist  zunächst  der  Grad  der  transformirten  Our?e 

JS£ ^  3  fii> 

Femer  i^  offenbar  die  AwtaU  der  skiHonärm  Punkte  in  beiden  Cur- 
?en  gleich,  also 

B  =  ß. 

Weitor  ergiebt  sich  leitht  der  Rang  der  Curve.  Denn  derselbe 
ist  gleich  der  dasse  des  Kegels,  welcher  über  der  Curve  steht  und 
seinen  Scheitel  ausserhalb  der  Curve  hat.  Liegt  aber  der  Scheitel  in 
der  Curve  selbst  und  ist  er  ein  einfacher  Puukt,  so  ist  die  Classe  des 
Kegels  um  2,  und  ist  er  ein  mfacher  Punkt,  um  2  tu  kleiner  als  der 
Rang.  Die  transformirte  Curve  nun  ist  vom  3w<''"  Grade  und  hat  in 
den  Fundameutalpunkten  4  m fache  Punkte.  Der  Kegel,  welcher  über 
dieser  Curve  steht  und  einen  der  4  Punkte  zum  Scheitel  hat,  ist  vom 
2)«'"*  (»rade,  hat  die  3  Kanten  des  Tetraeders,  welche  in  diesem  zu- 
sauinienlaufen ,  zu  /y/ lachen  Linien  und  besitzt  ausserdem  h  Doppel- 
kanten  und  ß  Cuspidalkanten.  Die  Ciasse  dieses  Kegels  ist  sonach: 
2in{2m  —  1)  — 3m(m_  1)  —  —  3 =  m (m  +  1)  -2/*  — 3/J, 
und  somit  der  Rang  der  Curve,  welcher  um  2m  grösser  ist: 
ü  —  m(m  +  3)  —  2    —  3 o- r  4- 4m. 

Hieraus  ergeben  rieh  die  fibrigen  Singnlaritüten  mit  Httlfe  der  Cay- 
lej'schen  Formeln: 

Jf  «fii(4iM  — 3)  +  Ai 

X  +  4  m  (r  4-  2/w  —  2) ,  . 
Y=  1/  +  4  /y^  {/•  +  2m  - 
6r »    -f  m  (lö  m  -f  t)  #1  —  17). 

Wie  bereits  oben  erwähnt,  haben  diese  Grossen  für  die  ursprüng- 
liche Curve  ihre  besondere  Bedeutung.  So  kann  man  g,  B,  durch  ö 
Funkk 

+ w(4i»  —  3) 

Cur  cm  Grades  lege»,  wMe  eine  gegebene  Curve  im**'"  Grades  2tnal 
schneiden, 

%  10. 

Wenn  man  eine  Cunre  oder  FlSche  zu  mehreren  Malen  hinter 
emander  auf  unsere  Weise  transformirt,  so  gehen  compHeirtere  Ge- 
stalten hervor.  Werden  insbesondere  bei  allen  Transformationen  2  der 
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Fimdatnentalpuukie  fest  bcibehalteD,  su  entspricht  einer  tjeradeu  Linie 
nach  »luiaHirer  Trannforraution  eine  Curvc  Oradc^  mit  2 

festen  nftulicu  l'nitlffn,  /nlrhc  nusscrdctn  durch  2n  feste  l*un1äc  geM. 
Eimr  Curie  Lh  ucles  entspricht  eine  solclie  ('2  n  -\-  1)  w^""  Grades 
mU  2  festm  mnfachai  und  2n  festen  m  fichen  Funkten. 

Einer  Ebene  entspricht  nach  /nnuli^or  Transformation  eine  Flärlir 
i2n -j-  ly^"  Grades  mit  zwei  2nfiuhe)i  und  2n  DopiKlpunlden.  Euur 
Fläche  y«''"  Grades  dafjetjm  entspricht  elm  Fläche  (2  n  -j-  1)  Gra- 
des mit  2tvei  2  m  n  fachen  und  2  n  (2  m)  faclicH  Funidm. 

Bereits  in  §  4.  ist  der  Satz  iUx.'r  die  anhanuouischen  Eij^enschaf- 
ten  der  Curven  3'  "  (irailes  mit  Hülfe  unserer  Transformation  ah<^eleitet 
worden;  man  kann  aber  noch  weiter  j^ehen,  wenn  man  den  IJegriff 
des  Doppelschnittverliältnisses  von  i  Fliu  lien  Grade»,  wekhe  «hirch 
dieselbe  Schnittcurve  gehen,  delinirt  als  da.s  unveränderliche  Duppel- 
schnittverhUltniss  der  4  Polarebeuen  eincfi  beliebi;^a*n  Punktes  in  Bezug 
auf  jene  4  Flächen.  Es  lässt  sich  alsdann  nämlich  leicht  zeigen,  dass 
dies  Doppelschuittverhältuiss  der  4  transforoiirteu  Flächen  dem  der 
ursprünglichen  Flächen  gleich  ist. 

§  11. 

Während  die  vorhergehenden  Untersuchungen  sämmilioli  Yier- 
ebenencooidinateii  voraussetzten,  soUeti  im  Folgenden*  Vierpmkieoor- 

dinaten  angenommen  werden. 

Sind  «,  y,  d  die  Goordiuaten  einer  Ebene,  d.  h.  ihre  Abstände 
von  den  4  Fundumeutalpunkten  A,  B,  (J,  D,  und  ist  L  der  Pimkt^ 
iit  welchem  dieselbe  der  Tetraederkante  Aß  begegnet,  so  ist 

Durch  diesen  Punkt  L  gehen  alle  Ebenen^  deren  Coordinaten  a  und  ß 
denen  jener  Ebene  direct  prop<Mrtioiial  tind* 

Alle  Ebenen  dagegen,  deren  Oocrdiaalett  tt  uud  ß  zu  denen  jener 
Ebene  indirect  proportional  sind,  gehen  durch  einen  2^*"  Punkt  L% 
welcher  erhalten  wird,  wenn  man  ÄL*^  BL  oder  BL*^  ÄL  machL 
Dabei  müssen  L  und  V  entweder  beide  innerhalb  AB  oder  beide 
ansserhalb  AB  und  zwar  im  letzteren  Falle  auf  verschiedenen  Seiten 
von  A  und  B  liegen. 

Construirt  man  nun  auf  gleiche  Weise«  entsprechende  Punkte  in 
den  5  flbrigeu  Tetraederkanten,  so  kann  mau  durch  die  6  so  erhal- 
tenen Punkte  eine  Ebene  legen,  deirm  Coordmaien  alsdann  ympor' 
Ucnal  sind  mu  dm  reciproke»  Werthm  von  tknm  der  gegäbenen  Ebene. 

Add  Ebenen  gidti  es,  wdche  mit  den  ihnen  auf  diese  Weise  ent- 
wertenden Ebenen  eusammenfaUen,  Diese  sind: 
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1)  die  unendKch  ferne  Ebene; 

2)  die  3  Ebenm,  welche  die  Mittelpunkte  'wa  4  ein  rihmUehes 
Viereck  bildenden  Tetraederkanten  Terbinden; 

3)  die  4  Ebenen,  welche  durch  die  Mittelpunkte  dreier  in  der- 
selben Ecke  zasammenstossender  Kanten  gehen. 

Beetimmt  man  so  simmtlichen  Tangentialebenen  einer  OberflSche 
die  entoprechenden  Ebenen,  so  umhflUen  diese  eine  neue  OberflSche^ 
deren  Gleichung  in  Vierpunktcoordinaten  man  erh&lt,  wenn  man  in 
deijenigen  der  ursprOnglichen  Flache  die  Ooordinaten  durch  ihre  red- 
proken  Werfthe  ersetst. 

§12. 

Durch  eine  Gleichung  l**"  Grades  zwischen  a,  ß,  y  und  d: 

«wird  ein  Punkt  beetimmt.  Einem  solchen  entopricht  im  Allgemdnen 
eine  Oberfläche  3**^  Classe: 

a    '     ß    *     y    '  6 

Au^^ommen  sind  dabei  nur  die  Fälle,  in  welchen  der  Punkt  in 
einer  Kante  oder  in  einer  Fläche  des  Tetraeders  li^^  Im  erstereu 
Falle  entspricht  ihm  wieder  ein  Punkv,  im  letzteren  ein  Kegelschnitt^ 
welcher  in  derselben  Flache  liegt. 

Dif  im  aUgemeinm  Falle  erlhalicm  Oherflüchr  her  tili  vi  jede  der  Fun' 
(latnaitalcbejim  längs  eines  Kegdschniites  und  die  Gleichungen  dieser 
Kegelschnitte  sind: 

-H  —  +  ~     0  n.  8.  w. 

Diese  Kegelschnitte  sind  den  Dreiecks finrhen  des  Tetraeders  ein- 
beschrieben und  je  2  berühren  die  nämlichf  Kante  in  einoni  und  dem- 
selben Punkte.  Die  6  so  sich  ergebenden  Punkte  sind  äpiteen  der 
Fläche. 

Verl)indet  m.in  die  auf  je  2  sich  nicht  schneidenden  Kanten  He- 
lfenden Spitzen,  so  erhält  man  3  gerade  Linien,  deren  Gleichungs- 
paare sind: 

x  +  i-".  4  +  T  = 

Diese  Linien  liegen  auf  der  Fläche  und  sind  Doppell  in  ien  der- 
sdben]  in  jodeiii  Punkte  der  Linien  lassen  sich  2  Tangentialebenen 
an  die  Fläche  legen.   Ferner  geht  aus  den  Gleichungen  hervor,  dass 
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«icft  die  3  DoppdUnim  in  einem  Fwkkte  aehnetden,  dessen  61ei- 
chung  ist: 

l  )<  rselbc  ist  oiii  fficjn  r  VnnM  der  Ohrr/läche  uud  die  (Joordinaten 
«fiuer  Tangentialebenen  siiul  bestimmt  cbirch 


» 
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jj ' 
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ß  _ 
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f  « 
(f.  —  — 

d 

« 

A  ~ 

ß  _ 
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d 
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Die  Kegelschnitte,  liings  ufddtcn  die  Fläctte  von  den  Tetraeder- 
ehentii  hen'ihrt  toird,  l'mjcn  eusnmmen  nuf  einer  Flaute  2''*'"  Glosse, 
Wfiche  die  G  Kanten  des  Tetra^ers  berührt  und  deren  Gleichung  ist: 

,  ^  ,  ,    *^___2«^_2ay_2ufr      2ßy      2ßd      Zyd   ' 

jp'T  et -r  j)t     XB      A(J      au      BC      BD      CD  ~ 

Diese  und  die  Fliirhe  3'''  Classe  hahen  femer  BW  gcmdnmmen 
ümhiiUcnden  3  Kcyd  2" "  Grades,  deren  Sdteitei  durt^  die  Gleichungen 

hesHmnU  sind. 

Dieselben  Ke«r<<l  umhüllen  zugleich  eine  2*'  Fläche  Classe, 
deren  Gleichung 

 1    L   «   

T'^  B      0  'T'  D     A  "  B  ~^  c'^':^ 

A  ~^  B        a'X>       A       B  ~^  C  1) 

ist.  Dir.^ellie  lud  mit  jener  Fliirhe  S'*"'  Clnsiie  die  3  Di/pjxllinien  <fe- 
ini  insejiaßiic/t  und  die  4  ihr  ^u;/!  hori</(  n  Keffelscimitte  liegen  auf  dir- 
iielben  Fliiehe  2'''^  (Jl(issf\  (ds  die  jener  Fliirhe. 

Jede  Fliielie  2*"""  Gnules,  w«'l(iie  durch  4  ein  rilumliclK's  V  iercek 
bildende  Kanten  des  Tetraeders  geht,  hat  mit  der  Fliiehe  3'"'  Classe 
als  gemeinsame  Umhüllende  einen  Kegel  2'*''^  Classe,  dessen  Scheitel 
in  einer  der  Doppelllnien  der  Flache  liegt. 

Alle  diese  Sätze  sind  redprok  zn  denen,  welche  oben  fttr  FlSchen 
3'""  Grades  mit  4  Doppelpunkten  nachgewiesen  wurden.  Die  hier  be- 
handelten Flächen  aber  sind  nichts  weiter,  als  die  unter  dem  Namen 
der  Steiner'sehen  Flädim  bekannten  Flächen  4*"  Grades  oder  3«*'* 
Classe,  deren  Gleichung  in  Yierebenencoordinaten  gewohnlich  in  der 
Form  gegeben  wird: 
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Ist  insbesondere  das  Fnndamentaltetraeder  regulär,  so  stellt  die 
Gleichung  i       i      i  i 

„  +  1—« 

in  Vierpunktooonlinftten  eine  Stci  iifrsclic  Fläche  dar,  welclie  von 
den  4  Fundiinit'nt;ih'l>enen  in  Kreisen  berührt  wird,  und  deren  (Jlei- 
chung  in  rechtwinklij^en  Coordinalen  in  der  Form  «gegeben  werden  kann: 

y'^z^  -|-  s^x^  -j-       =  2  c  juyz . 
§  13. 

Einem  Büschel  von  Eht  um  mit  ycmnnsanirr  Dnrrhschnitislinie 
enlspirirhf  rine  nlmirlcvTbnre  Fläche  3''"'  Clnssr.  Die  Rückkehrkante 
dieser  Fläche  ist  eine  Curve  ?>^"  Clnssse,  also  auch  .'V'""  Grades,  welche 
die  4  Seit<'n Mächen  des  Tetraeders  zu  üsculationsebenon  hat.  Die 
Kanten  des  Tetraeders  sind  sonach  Linien  in  2  Oscul^tionsebeneu  der 
üorve. 

Uel)erhHn])t  «!nt,sj)richt  einer  abwickelbaren  Flache  Classe  eine 
so]c1h>  i1<m-  3  "  Classe,  deren  iiückkehrkante  von  jeder  TetraederÜäcbe 
m  mal  osculirt  wird. 

Der  j^emeinsamen  umhüllenden  develojipahlen  Fläche  zweier  Ober- 
flächen entsjiricht  die  undiüllende  Fläche  iler  entsiirecheuden  Über- 
Hächen.  Nun  ist  offenljar  die  umhüllende  Fläche  zweier  Flächen  1'"" 
C'lassc,  (1.  i.  zweier  Funkte,  ein  Büschel  von  Kl)i'nt'n,  welche  durch 
die  Verbindungslinie  beider  Punkte  gehen.  Versteht  man  daiier  unter 
2  demselben  Tetraeder  eingeschriebenen  Stein er'schen  Flächen  2 
solche,  welche  die  längs  eines  Kegelschnittes  berührenden  Ebenen 
gemeiiisain  haben,  ao  ergiebi  sich  der  Sats: 

sdbm  Tdraedar  eingeaehridfenen  Sieiner'sehm  FUuhen  ts^  von  der 
3*»  doste  und  die  Seitenfiäehen  des  Tetraeders  sind  OsenhHimsebenen 
ihrer  EäddMihrkanie, 

Die  2  wichtigen  Sätze,  welche  in  §§  5.  und  7.  für  die  FISchen 
3*""  Grades  mit  4  Doppelpunkten  bewiesen  worden  sind,  haben  auch 
ihre  Analoga  för  Steiner'sche  Flachen,  und  diese  lauten: 

Die  lame,  m  wdcher  eine  Steiner'sche  Fläche  durch  eine  Tan- 
genlfoh  hmr  (/r^rhnitfcn  wird,  scrßilU  in  2  KeycUclmiUr . 

Wrmn  2  Stciner'sche  Flächen  ärvistlhm  Tetraeder  ringcschrichen 
sind,  so  besteht  ihre  gemeinsmm  Dnrclischmttslhi'u  aus  8  Krr/eischnitten, 
deren  Ebenen  die  gemeinschaftliche  Umhülhitif/s/lädte  her H Inen. 

Auch  die  an  harmonischen  Eigenschaften  lassen  sich  hier  in  ganz 
ähnlicher  Weise  auf  die  enisprechfMiden  Gebilde  nl>ertragen,  wie  bei 
Vierebenencoonhiiaten.  So  gelaugt  man  von  den  Kigeuschatten  des 
EbeneubUschcls  ausgehend  sofort  zu  dem  Satz: 


4b 


F.  E.  KCKARDT. 


Das  Doppdximiüverhättmss  der  4  Fmikte,  in  wkhm  ekle  in  2 
hdii^igen  OseiMkmaebenen  einer  Curve  3**'  Classe  Ußgende  jferade  Linie 
von  4  feste»  OsadaÜonsebenen  geschmUen  wird,  ist  eonskmt. 

SU. 

Will  mau  etwa  Ix'i  der  Uiscussion  tlor  Steiuer  schen  Flächeu 
statt  der  Vierpnnktajordinaton  die  Vieicheneiictjordinaten  zu  Grunde 
lege»,  so  bietet  sich  in  den  meisten  Füllen  als  bequemste  Form  der 
Glei(liun(r  der  vollkommenen  Symmetrie  halber  jedenfalls  die  tol- 
geude  dar: 

ya^  -f  j/bß  -i-  /ö'  4-        =  0  • 
Auch  hier  berühren  die  4  Ebenen  des  Tetraeders  die  Fläche  längs  der 
4  Kegelschnitte: 

u.  s.  w. 

Feriur  erkennt  man  aus  der  ?on  den  Wurzeln  der  betreiten  Glei> 

chung  der  Obertiüche: 

[rt^    -j-  h'^ß^  +  c2  y'  +  (/-  d^  —  2abaß  —  2acay  Y=&4nl)r(J  aßyd 

sofort,  dass  die  4  Kegelschiiitte  sammtlich  aof  der  Oberfläche 
Grades 

« 

liegen. 

Der  Miitelpankt  der  Stein  er 'scheu  FlSehe  oder  der  Schnittpunkt 
ihrer  DoppeUinien  wird  bestimmt  durch  die  Gleichnng: 

aa^hfit^ey^dd, 
während  die  Doppellinien  selbst  gegeben  sind  durch  die  Qleichungs- 

l'"*'*'  a«  -  6/3  —  0,    cy  -  dd  =  Oj 

au'-cy  0,     hß  —  dö^  U; 

aa  —  dd  —  0,    6/1  —  cy  «  0. 
Die  dorch  je  2  Doppellinien  gelegten  8  Ebenen  dagegen  haben  die 
Gleichungen: 

X— a«  +  6/3  —     —  «0, 
r—  OÄ  —  6/3  H-  cy  —  dd  —0, 
«.  aa  —  6/1  —  cy  +  4d  —  0. 
Ffihrt  man  ausser  diesen  noch  die  4*«  Ebene 

ir  «  a«  -}-      4-  cy  4-  rfd  -*  0 

ein  und  wählt  alsdann  X,  X,  Z  und  W  zu  Fundamentalebenen,  so  er- 
hält man  die  Gleichung  der  Fläche  unter  der  bekannten  Form: 
l  'Z'  4-  Z*^X'  +  =  2X  ¥Z  W, 

während  durch 
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die  iu  §  12.  crwäbute  zu  jeucr  coujugirte  Stein  er 'sehe  Fläche  dar- 
gestellt wird. 

Aus  der  von  Wurzeln  befreiten  Gleichung  der  Steiner 'sehen 
Flache  geht  noch  ein  Satz  hervor  über  die  8  Eegelschuitte,  iu  welchen 
nch  2  demmlbeii  Tetraeder  eingeedinebeiie  Stei&er'idie  Fliehen 
schneiden.  Ea  zeigt  aich  nSmüch,  dass  von  ihnen  4  auf  der  einen  und 
4  auf  der  anderen  der  dttreh  die  Gleu^ng 

ya'h'ciCia'a'  +  y"^  +  (Pd^  —  2  ah  aß  ) 

-=  +  l/äbFd(a'c(''  H-        -f-  c'-'r'  +  (Pä-^  ^2ab'aß  )  - 

tUtrffestdUen  beiden  Flächen  2'«'  Grades  Uegen. 

Ueicheubach  im  Voigtlande,  Ociober  1871. 


MatbcmatUcb«  AsiikleD.  V. 
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Ueber  eine  besondere  Gurve       Ordnung  nnd  eine  einfache 
Erzeugungsalt  der  allgemeinen  Curve  3^'  Ordnung. 

«  Von  U.  !SciiRÖT£B  in  Bbbslau. 


Es  gicbt  eine  oiiifadif  Erzeiigungsart  der  all^'cnieiuen  ebenen 
Curve  3'«"'^  Orduuiig,  welche  sich  der  Erzeugung  des  Kegelschnittes 
durch  projectivische  Strahlhüschel  aui  nächsten  anschHesst  und  un- 
mittelbar zu  denjenigen  Eigenschaften  der  Curve  S''"^  Ordnung  hin- 
führt, welche  zu  den  bekanntesten  und  wichtigsten  gehören.  Diese 
Erzeugungsart  liefert  auch  einfaclie  Constructiouen  der  Curve,  deren 
Punkte  z.  B.  allein  mittelst  des  Lineals  und  eines  ein  für  alle  Mal  zu 
zeiebuendeu  Kegelschnittes  (oder  Kreises)  in  beliebiger  Anzahl  und 
auf  Gontinmrliche  Weise  gefunden  werden,  so  dase  man  sich  ohne 
grosse  Mfihe  ein  ansehaoliches  Bild  der  Curre  herstellen  kann.  Es 
scheint  dnreh  diese  Erzeugungsart  ein  gelegentlicher  Ausspruch  Stei- 
ner's  bestätigt  zu  werden  (Grelle's  Journal  Bd.  47,  S.  6),  „dass 
das  eiffenätehe  Wesen  vider  JEigensehaßen  der  Curoen  3^  Grades  vor- 
nekmUA  auf  der  sogenannten  Innfokdian  herukt"  Zu  dieser  Erzen- 
gungsweise  wird  man  von  selbst  hingeführt  durch  eine  besondere  Gurre 
3««-  Ordnung,  den  Ort  der  Brennpunkte  einer  Kegelschnittschaar  von 
4  gemeinschaftlichen  Tangenten,  und  diese  besondere  Curre  nimmt 
dadurch  einiges  Interesse  in  Anspruch,  dass  sie  gewissermassen  in  der 
Theorie  der  Curven  3'^^  Ordnung  dieselbe  Stelle  einnimmt,  wie  der  Kreis 
unter  den  Kegelschnitten.  Obgleich  nun  sowohl  diese  besondere  Cunre 
3'"  Crdnung*),  als  auch  die  obige  Erzeugungsart  der  allgemeinen 
Curve  3'*"'  Ordnung  den  Gcometeru  keineswegs  unbekannt  sind,  so 
scheint  es  doch  vielleicht  nicht  überflüssig,  den  angedeuteten  (Jegen- 
stand  durch  einfache  synthetische  lietraciitung  klar  zu  legen  und  da- 
durch dem  Studiuni  der  ebenen  Curven  3'"  Ordnung  einen  leichteren 
Zugaug  zu  verschaifeu. 


•)  Die  in  Rede  gtchcndc  Curve  findet  sich  in  Fiedler-Salmon's  Kegel- 
chnitten  ('2.  Aunat^'e,  Seite  3.^  und  :?f7)  erwälmt,  wo  cini<7e  besondere  l^anktes 
voa  ihr  augegcbea  sind  und  ihre  (ilcichuug  aufgcstuUt  wird. 
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A.  Die  Brennpnnktsonrve  einer  Kegelselmittseliaar. 

1.  Bekanntlich  gehören  die  3  Stralilenpaaro,  welche  von  irgend 
einem  Punkte  P  der  Ebene  nach  den  3  Paar  Gegeneckon  eines  voll- 
stundigen  Vierseits  hingehen,  demselben  Htrahlsysteme  an,  oder  bilden 
eine  Involution  von  Strahlenpaareu;  wir  können  ein  solches  8trahl- 
sjstem  das  dem  Punkte  F  in  Bezug  auf  das  ToUstaudigc  Vierseit  eu- 
g^oriffe  Siarahlbaschel  nennen ;  denken  wir  uns  die  ganze  Kegebduiitt- 
Bchaar  diesem  TolleUhidigen  Vierseit  einbeschriebeD ,  so  sind  alle  Tan- 
gentenpaare  aus  P'aii  die  Kegelschaiite  dieser  Schaar  Strahlenpaare 
desselben  dem  Punkte  P  zogehörigen  Strahlsystems.  Ist  insbesondere 
das  einem  Pmikte  P  in  Bezug  auf  ein  voUst&idigeB  Vierseit  zuge- 
hörige Strahlsystem  ein  hyperbolisch -gleichseitiges,  d.  h.  ein  solchesi 
dessen  simmtliche  Strahlenpaare  dieselben  Winkelhalbirenden  (Asym- 
ptoten) haben  I  so  mnss  dieser  Punkt  P  Brennpnnkt  eines  ge?rissen 
dem  Vietseit  einbeschriebenen  Kegelschnittes  sein;  dies  folgt  aus  be- 
kannten Focaleigoischaften  der  Kei(elschnitte,  wonach  dos  durch  2 
feste  Tangenten  auf  einer  veränderlichen  3"^"  Tangente  abgeschnittene 
Stflek  von  einem  Brennpunkt  aus  gesehen  unter  constantem  Winkel 
(oder  Nebenwinkel)  erscheint;  hat  nun  das  dem  Punkte  1*  in  Bezug 
auf  das  vollständige  Vierseit  zugehörige  Strahlsystem  die  Eigenschaft, 
ein  hyperbolisch -gleichseitiges  zu  sein  und  nehmen  wir  3  von  den 
Seiten  des  vollständigen  Vierseits  zu  Taugenten  eines  Kegelschnittes, 
welcher  P  zu  einem  Brennpunkte  hat,  wodurch  dieser  vollständig  und 
eindeutig  bestimmt  wird,  so  berührt  er  nach  dem  angezogenen  Satze 
auch  die  4""  Seite  des  Vierseits. 

Die  Aufgabe,  den  Ort  der  Brennpunkte  einer  Kegelschnittschaar 
zu  finden ,  lässt  sich  hiernach  auch  so  aussprechen :  Voi  Ort  eines 
runJdcs  F  zu  finden,  für  welchen  das  aus  den  Tangcntmpaarcn  an 
eine  Kcgclschnittschdar  gchüddc  Strcüdsystan  ein  hyperbolisch -ylcich- 
seitiges  tvird. 

2.  üm  diesoi  Ort  nSher  sn  eiforacheu,  gehen  wir  Ton  einem 
Tollstindigen  Vierseit  aas,  dessen  3  Paar  Gegenecken  ah,  a'h\  cTb" 
seien  und  denken  ons  eine  Eegelschnittschaar  demselben  einbesehrieben. 
Der  Ort  ihrer  Brennponkte  geht  offianbar  dnreh  die  8  Fknr  Gegeu- 
ecken  selbst  hindorch,  weil  diese  als  besondere  Brennpimktspaare  fElr 
nnendlieh  schmale  Kegelschnitte  (oiler  Ponktenpaare)  der  Schaar 
aofbreten.  Ueberhanpt  grappiren  sich  die  Punkte  nies  gesuchten 
Ortes  zu  Paaren  und  wir  wollen  die  beiden  Brennpunkte  eines  und 
desselben  Kegelschnittes  der  Schaar  ein  Paar  cmjugirte  PunJcte  des 
Ortes  nennen.  Nehmen  wir  2  beliebige  Kegelschnitte  der  Schaar 
mit  den  Brennpnnktpaaren  AB,  Ali'  heraus,  so  bilden  die  beiden 
btrahlenpaaie  von  einer  Ecke  des  vollständigen  Vierseits,  z.  B.  von  a 
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nach  den  Punktenpaaron  Ali,  A'W  E^ezogen  und  das  durch  er  gehende 
Heitenpaar  (Tangentenpaar  beider  Kegelschnitte'!  3  Strahlenpaare  des- 
selben hyperl)ülisch -gleichseitigen  Stralilsystenis;  betrachten  wir  aber 
AB,  AB'  als  2  Paar  Gegenecken  eines  neuen  vulistündigeu  Vierseits, 
dessen  drittes  Eckenpaar  A"B   ist,  nämlich: 

{AA,  BB)  ^  A",      (AB,  BA)  —  B% 

80  müssen  auch  (nach  1.)  aA'  und  aB'  ein  Strahlenpaar  dieses  Strahl- 
Systems  sein;  dasselbe  gilt  für  jeden  der  fibrigen  5  Eckpunkte  hab'a%"i 
liegen  nun  aaa"  in  einer  Seite  des  gegebenen  vollständigen  Vierseits 
und  wir  denken  uns  einen  Kegelschnitt,  welcher  A'B"  zu  Brenn- 
punkten hat  und  die  Seite  aaa"  berührt,  wodurch  er  vollstündig  und 
eindeutig  bestimmt  wird,  so  muss  derselbe  auch  die  3  anderen  Seiten 
des  ersten  Vierseits  berühren,  also  der  gegebenen  Schaar  angehören; 
denn  die  15  durch  naa"  gehenden  2'^"  Tangenten  dieses  Kegelschnitt<?s 
ki.nmen  wegen  der  symmetrischen  T^age  des  Tangen tenpaares  zu  dem 
Stralilenpaiire  nach  den  Brennpunkten  nichts  anderes  sein,  als  die  3 
übrigen  Seiten  des  vollständigen  Vierseits.  Wir  erhalten  daher  fol- 
genden Satz: 

SimI  AU,  A'B'  die  Brenuptin/if paare  ziccicr  b(iubi(/cf  einem  voll- 
stündiyeu  Viemcit  ciiüf€schrieheticn  Kcydachnitk  uml  btdimmt  man  die 
Schnittpunkte 

{AA,  BB)  =  A'-,       {AB,  BA)  =  7/', 

so  sind  A"B'  die  Brennpunkte  eines  3'*"  deinaelOen  Vierseil  eif^tesciirie- 
heuen  Kegelsehn  iftes. 

Dieser  Satz  ist  noch  einer  Verallgemeinerung  fähig;  wenn  wir 
nämlich  A  11 ,  A  B'  als  2  Paar  Gegenecken  eines  vollständigen  Vier- 
seits auflassen  und  statt  des  3'"'  Paares  die  ISrennpunkte  \Hil^  eines 
beliebigen  diesem  Yierseit  einbeschriebenen  Kegelschnittes  nehmen, 
welcher  also  die  4  Yerbindungslinien  AA,  AB,  BA,  BB  beröhrt, 
so  gilt  für  die  Punkte  genau  dasselbe  Baisonnement,  wie  Torhin 
fOr  die  Punkte  A'B*,  so  dass  wir  folgenden  Satz  aussprechen  können: 

Sind  AB,  AB'  äk  Bremipmfc^^re  BUfder  heUebiger  etnem  voH- 
ständigen  Vierseit  einbeadiriebenen  Kegdst^nUte  und  man  mmnU  einen 
Kegdscknm  St,  wdeher  die  4  Verlnndungainien  AA,  AB,  BA,  BB 
berUhrt,  so  sind  die  Srem^punkte  desselben  9(S  sngleitA  ein  Brenn- 
pmktspaar  mnes  3*^  dem  wrsprSn^idun  Vierseit  einbesehri^tenen  Kegd- 
sehnitüs, 

3.  Aus  dem  Vorigen  ergiebt  si(  h  <  in  bequemes  Mittel,  Punkten- 
paare der  gesuchten  Ortscurvc  dun  Ii  blosses  Verbinden  von  Punk- 
ten in  unzähliger  Menge  aber  in  discreter  Lage  zu  erlangen,  sobald 
ausser  dem  vollständigen  Vierseit  nur  nodi  ein  beliebiges  Breunpunkt - 
paar  AB  bekannt  ist;  denn  aus  2  Brennpnuktpaaren  kann- man  allemal 
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eiu  drittes  tiudeu;  mau  combinirt  aisu  zaDächst  AH  mit  jedem  der 
I'aare  ab,  ab',  a"b"  und  gelangt  dadurch  zu  3  neuen  Paaren,  die 
man  in  passender  Weise  wirtlor  unter  cinandtn-  und  mit  den  früheren 
coinl)iiiir('n  kann  u.  s.  f.  In  jnaktisclicr  Beziehung  efiiidirlilt  sich  dies 
Vertaliren,  weil  man  hald  so  viel  Punkte  des  Ortes  erhält,  da«s  die- 
selben ein  au  nähernd»  s  Bild  des  Verlaufes  der  ('urve  gewähren;  wir 
sehlies^ieji  aher  aueh  zugleiiii  aus  dieser  ( '(»ustruetion ,  da.ss  der  ge- 
suchte Ort  eine  Cum:  IV"  <hihiu)iij  sein  wird,  weil  wir  unzählig  viele 
«ierade  linden,  welche  o  l'unkti'  tles  Ortes  entlialteu.  Auch  lässt  sich 
zeigen,  dass,  wenn  wir  irgend  2  l'uukte  des  Ortes  A  A'  mit  einander 
verbinden,  diese  Cierade  nur  noch  eineu  einzigen  3'''"  i^uukt  des  Ortes 
A"  enthält I  nämlich  den  Schnittpunkt 

{AA,  BB)  =  Ä\ 
wo  B  und  ff  die  cunjugirten  Ponkte  sa  A  und  A'  (oder  die  2**"  Brenn- 
punkte) bedeuten. 

In  der  That,  wäre  auf  der  Geraden  AA*  ausser  xlem  Punkte  A* 
nocb  eiu  Pnnkt  A*"  des  Ortes  vorhanden  und  dessen  conjugirter 
JBr\  so  würden  BB",  ffB'\  BTB"  die  Gerade  AA  ebenfalls  in  3 
neuen  Punkten  des  Ortes  treffen  müssen ,  deren  conjugirte  mit  den 
vorigen  Punkten  BB . .  verbunden  wiederum  neue  Schnittpunkte  auf 
AA  liefern  würden,  die  dem  Orte  angehören  u.  s.  f.;  folglich  gäbe 
es  auf  der  Geraden  AA  unzählig  viele  Punkte  des  Ortes,  was  wider- 
sinnig ist. 

Da  nach  dem  in  2.  bewiesenen  Satze  jeder  Kegelschnitt,  welcher 
dem  vollständigen  Vierscit  mit  den  3  Paar  Gegenecken  AB,  A'B^, 
A"  11"  einbeschrieben  ist,  ein  Brennpnnktspaar  hat,  welches  zugleich 
Brennpunktspaar  eines  gewissen  dem  ursprünglichen  Vierseit  mit  den 
(Jegeneckeu  ah,  a'b\  a'h"  eiuheschriebenen  Kegelschnittes  ist,  so  fällt 
der  gesauiuite  Ort  der  Breun jiniikte  tTir  die  dem  einen  Vierseit  einbe- 
schriebeue  Kegelschnittschaar  mit  (h'ui  für  die  amlere  zusammen  und 
wir  kiuiuen  au  Stelle  des  ursprünglichen  Vierseit«  ah,  ah,  a"}>"  ein 
beliebiges  anderes  AB,  AB.  A"J)'  setzen,  dessen  (Jegeneckeu  3 
I'aare  conjugirter  Punkte  sinil  und  von  denen  2,  A  und  A',  beliebig 
auf  der  Ortscurve  zu  wählen,  die  übrigen  von  ihnen  abhängig  sind. 
Da  solche  vollständige  Yicrseite,  wie  AB,  A  B,  A  B  '  in  unendlicher 
Anzahl  hergestellt  werden  können,  so  erhalten  wir  unendlich  viele 
Kegelscbnittschaaren  in  der  Ebene,  welche  rammtlich  denselben  Ort 
der  Brennpunkte  haben ;  der  Zusammenhang  zwischen  diesen  Sebaaren 
wird  sfmter  erörtert  werden;  wir  bemerken  zunächst  folgendes  Er- 
gebniss: 

Irgend  ein  PunH  der  BrennpvMscwrve  mU  sämmUichen  Paaren 
conjugirter  Punkte  deneOten  verbmdenr  liefert  ein  ihm  guffeköriges  hifper' 
Mis^'ffleidtseUiges  Strahiaystem. 
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4.  Da  auf  diese  Weise  jedem  Punkte  der  Hruimpuiiktscurve  ein 
bestimmtes  liy[»erlMiliseh -  ^leu  hseiti^esi  Strahlsystein  ziitjeli<'>rt,  su  liej^t 
es  nahe,  die  "2  coi^uy^irteii  Punkten  der  Curve  /ut^eliiu  i^^'eu  Siralilsystenie 
zu  untersuclien,  wtiiclie  iu  uiner  sehr  eiiil'uchuu  Abhängigkeit  vuu  ein- 
ander stehen. 

Nehmen  wir  eines  jener  vollständigen  Vierseite  lierauH,  dessen 
3  Paar  Gegenecken  AI),  AB,  A  li'  i'aare  conjugirter  Punkte  der 
Ourve  sind  und  bilden  das  Diagonaldreieck: 

{AH,  A"B")^x,    {A"U\AB)=^yy  {AB,AB')^z, 

fallen  aus  x  ein  IVriiendikel  auf  AM,  dessen  Fusspunkt  C  sei,  su  ist 
C  ofl«iibar  ein  Punkt  der  Ortscurve ;  denn  die  4  von  C  nach  A'Jfex 
gehenden  Strahlen  sind  harninnisch  gelten,  ebenso  wie  die  nach 
A"B"ijx  gehenden  i  2  zugeordnete  vo|i  solchen  4  harmonischen  Strah- 
len stehen  aber  senkrecht  auf  einander,  foglich  halbiren  sie  die  Win- 
kel zwischen  den  anderen  beiden  zugeordneten  Strahlen  und  wir  er- 
kennen, dass  das  dem  'Puid<to  (■  in  Bezug  unt'  dius  vullstilndige  Vier- 
seit  zugehörige  Strahlsysteni  ein  hyperbolis»  h-gleichseiiii,r,.s  ist,  ilessen 
einer  Dupiielstrahl  CAB^  mithin  der  andere  Cx  ist  W  ir  schliessen 
hieraus  folgenden  Satz: 

In  jnli  hi  voUiää'ndiyai  Vtcrseä,  (hsscu  Bddr  Gdji  indu  n  Btitirt' 
von  (MHjiujirUn  Funkten  der  Brmnpun/äscurva  sind,  bilden  die  Dia<jo- 
fkilen  ein  Dreiscit,  desacn  HljUcnfusspunlfc  auf  der  Brennpunktscurve 
liegen.  (Wir  erhalten  dadurch  aufs  Neue  unendlich  viele  Tripel  von 
Punkten  des  gesachtcm  Ortes.) 

Es  ist  femer  ersichtlich,  dass  auf  der  Höhenfiisspnnkt  C  der 
einzige  Punkt  des  Ortes  sein  muss,  denn  gäbe  es  noch  einen  zweiten 
C,  so  mUsste  auch  sein  zugehöriges  Strahlsystem  ein  hyperbolisch- 
gleichseitiges  sdn  und  da  ein  Doppelstrahl  C'AB  ist,  so  mOsste  der 
andere  senkrecht  darauf  stehen;  er  mflsste  aber  auch  durch  x  gehen; 
folglich  g&be  es  2  Senkrechte  aus  x  auf  AB,  was  widersinnig  ist 
Da  nun  C  der  3''*  Schnittpunkt  der  Diagonale  AB  mit  der  Curve  ist 
und  die  in  C  auf  AB  errichtete  Senkrechte  unverändert  bleibt,  wenn 
wir  AB  festhalten,  aber  in  dem  vollständigen  Vierseit  das  andere 
Eckenpaar  A  B  und  mit  ihm  also  auch  das  3^°  A"B"  varüren,  so 
bleibt  der  Schnittpunkt  «  «  {^'B',  A"B")  auf  einer  Geraden  und  wir 
erhalten  den  Satz: 

Von  dem  einem  FunJdc  A  der  Brmnpunldscurve  zugehörigen  Strahl- 
sgsktn  durchbohrt  jedes  iStrahlcnpaar  dieselbe  in  2  Paanii  conjugirter 
Punkte  A'B'  und  A"B",  derm  Vcrbindungslinim  sic/t  in  einem  ver- 
änäerUdien  Funkte  x 

(A'B',  A"B")  =  X 
schneiden;  dieser  durcMäuß  eine  besümmte  gerade  Linie  L,  welche, 
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wetm  B  der  conjugirte  Futikt  zu  A  ist,  auf  der  Vtrbinduiigslinie  AB 
sttdinrht  sttht  in  dem  3''"  Schniüpnnlde  dirselhvn  C  mit  der  lircun- 
pnukiseune.  Diene  (icradm  L  nnd  AB  sind  dk  Asymptoten  dvü  dein 
FunMe  C  suffeliöriffoi  >'<tnihLiiisf<»/s. 

Aus  <lie.ser  Eigfiisclialt  cikojineii  wir  ilie  AWliiuigigkeit,  in  welcher 
tlie  zweien  coiijugirteu  Punkten  /ugehurigen  Straliks^steine  v<ui  ein- 
ander stehen.  Sind  A  und  7>  2  conjugirte  Punkte  des  Ortes  und  den- 
ken wir  uns  die  iimen  zugehörigen  .Strahlsysteme  liergestellt ,  ilereii 
iStrahleupaare  so  auf  einander  bezogen  werden  sollen,  dass  entsprechende 
8trahleupaare  solche  heissen,  welche  nach  einem  beliebigen  aber  dem- 
selbeu  Paare  coujugirier  Punkte  A*ff  tou  A  und  von  B  aus  hiugeheu 
und  die  sich  daher  noch  in  einem  2'<">  Paare  conjugirter  Punkte  Ä"B^' 
schneiden  mflssen^  dann  entspricht  jedem  Strahlenpaar  des  Strahl« 
Systems  (^1)  dn  bestimmtes  Strahlenpaar  des  Strahlsystems  (J^  und 
umgekdirt  und  der  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen* 
paare  ist  die  ßrennpunktscurve.  Das  Entsprechen  der  Strahlenpaare 
von  den  beiden  Systemen  (A)  und  (B)  kann  nun  zurfickgeftihrt  werden 
auf  ein  Entsprechen  gewöhnlicher  projectivischer  Strahlbflachel;  wenn 
wir  nämlich  Ax  und  Bx  ziehen,  so  ist  Ax  der  sugeordnete  4'*-'  har- 
monische Stralil  zu  AB  und  dem  Strahlenpacare  des  Stralilsystems  {A), 
Bx  der  zugeordnete  4}^  harmonische  Strahl  zu  BA  und  dem  ent- 
sprechenden Stridilenpaare  des  Strahlsystems  (/i);  Ax  uinl  Bx  be- 
schreiben aber  gewöhnliche  projectivischc  Strahlbiischcl,  welche  per- 
spectivisch  liegen  und  L  zu  ihrem  perspectivischen  Durchschnitt  haben; 
folglich  stehen  auch  die  Strub Isysteme  (.4)  und  (7))  in  projcctivischer 
Beziehunii'.  Bekanntlich  reducirt  man  ein  KcgcLsclmittluiscIiel  auf  ein 
eintiiclies  Strahlbüschel,  indem  man  die  Polaren  eines  beliebigen  Punk- 
tes in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  des  Büschels  herstellt;  ein  Stiahl- 
system  ist  nichts  anderes,  als  ein  specielles  Kegelschuittbüscbel  und 
wird  in  gleicher  Weise  auf  ein  einfaches  Strablbüschel  re«lucirt;  2 
Kegelschnittbüschel  heissen  }>r()jectivisch ,  ^venn  die  Strablbüschel,  auf 
welche  sie  reducirt  sind,  in  projectivischer  Beziehung  stehen;  sie  er- 
zeugen dann  eine  allgemeine  Curve  4''"  Grades;  ebenso  erzeugen  2 
projectivische  Strahlsysteme  eine  Ourve  4"^"  Grades,  welche  indessen 
die  beiden  Mittelpunkte  zu  Doppelpunkten  haben  muss;  sind  nun  ins- 
besondere, indem  man  von  irgend  einem  Punkte  in  der  Verbindungs- 
linie der  Mittelpunkte  die  Polaren  in  Bezug  auf  beide  Strahlsysteme 
nimmt,  die  dadurch  erhaltenen  reducirenden  StrahlbQschel  perspecti- 
visch,  so  fallen  in  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  Theile  (Strah- 
len) entsprechender  Sirahlenpaare;  die  Curre  4**"  Grades  zerfSllt  daher 
in  eine  Gerade,  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte,  und  eine  Our?e 
3ten  Grades,  welches  hier  die  Brennpnnktscurve  ist  Wir  haben  also 
folgenden  Sats: 
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Die   JhrnnjnmliscunT  ist  das  Erzengniss  zweier  projedlvischer  ^ 
{htiperhtlisrli-ijlc'tchscitiijer)  SIrahLsffsfcme,  wrhhr  so  liegen,  <I<iss  in  die 
Vcrbimliniffslinie  ütrer  MiUdpunkle  Theiie  entsprechender  ISirniüenpduire 
hitieinf  allen. 

Wir  wollen  2  solche  projeciivische  8iraliläjsteme  imlbperspectivisch 

liegend  iicmiou. 

Nach  dem  Vorigon  kann  dio  lireun])ui)ktscurvt»  in  niannii  iitaclistt^r 
Weise  durch  2  projcctivisthe  Strahlsysteme  in  hallt|)crsjieLtiviscln'r 
Lage  erzengt  wenlen,  indem  man  irgend  ein  J*aar  conjugirter  FVinkte 
zu  Mittelpunkten  und  je  2  nach  einem  anderen  l'aare  conjngirter 
Punkte  hiulaufende  Strahlenpaare  zu  enisprechenden  der  beiden  erzeu« 
genden  StrsblBjrsteme  nimmt.  Uragekehrty  sind  2  hyperbolisch-gleich- 
seitige Strahlsysteme  in  halbpei .specti^ischer  Lage  gegeben,  also  der 
perspectivische  Durchschnitt  der  bdden  reducirenden  Strahlbüschel 
bekannt;  so  kann  man  zu  jedem  Stmhlenpaar  des  einen  Systems  das 
entsprechende  des  anderen  auf  folgende  Art  finden: 

Sind  AB  die  Mittelpunkte  der  beiden  Strahlsysteme,  L  der  per* 
spectivische  Onrchschniti  der  reducirenden  Strahlbüschel  und  nimmt 
man  irgend  einen  Punkt  x  desselben,  betrachtet  das  Strahlenpaar  ABf 
Ax  und  die  Asymptoten  des  Strahlsystenis  {A)  als  2  Btrahlenpaare 
eines  dadurch  bestimmten  neuen  Stralilsysf«ms,  dessen  Asymptoten  IV 
man  ermittelt,  macht  man  dasselbe  für  B.  indem  man  HA  und  Bx 
als  ein  Strahlenpaar,  die  Asymptoten  des  Strahlsysi^ms  (Ji)  als  ein 
2''"  Strahlenpaar  zur  Restimmung  eijies  neuen  Strahlsystems  nimmt, 
dessen  Asymptoten  nun  seien,  so  sind  und  mni'  entsprechende 
Strahienpaare  der  beiden  die  Hrennpunktscurve  er/,eugenden  Strahl- 
systeme (A)  und  {B),  d.  h.  sie  schneiden  sich  in  2  Paaren  cunjugir- 
ter  Punkte  der  furve.  Diese  (.'onstruction  kommt  darauf  hinaus,  bei 
2  coiueiitriselien  hyperlwlischen  Strahlsystemen  das  gemeinschaftliche 
Strahlenpaar  /u  linden  (Steiner's  Vorlesungen  II.  S.  61  uinl  163); 
da  ein  solches  bekanntlich  aucii  imaginär  sein  kann,  so  können  auch 
imaginäre  Strahienpaare  einander  entsprechen  oder  ein  reelles  einem 
imaginären. 

5.  Die  Mittelpunkte  zweier  die  Breunpunktscurve  erzeugenden 
Strahlsysteme  sind  nicht  ganz  willkürlich  zu  wühlen,  sondern  sie  sind 
selbst  ein  Paar  oo^jugirter  Punkte  oder  ein  Brennpunktspaar  eines  der 
gegebenen  Schaar  angeh5rigen  Kegelschnittes;  hieraus  folgt  unmittel- 
bar eine  charakteristizche  Eigenschaft  Ton  ihnen  in  Bezug  auf  die 
(Jurve,  welche  den  geeammten  Ort  aller  Brennpunkte  bildet.  Seien 
nämlich  A  und  B  die  Mittelpunkte  zweier  erzeugenden  Strahlsysteme, 
C  der  3**  Schnittpunkt  der  Verbindungslinie  AB  mit  der  Brennpunkts- 
cur^e  und  D  sein  conjugirter,  d.  h.  C  und  D  ein  Brenupunktspaar 
eines  gewissen  Kegelschnittes  der  ursprünglichen  Schaar,  dann  lassen 
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sich  auch  C  und  D  als  die  Mittelpunkte  zweier  iieaeu  enseugeuden 
Strahlsysieme  aufTassen  und  es  muss  dem  Sirahleiipaare  DA,  DB 
der  Doppelslrahl  CA,  CB  entsprcilipiid  sein;  diese  beiden  entsjnct hen- 
deu  8tralilenpaarc  l>iIdon  alietiial,  wie  wir  wissen,  ein  volIstÄndiges 
Vierseiii  des.son  lieide  Qbrigeu  Eckenpaare  aut'  der  Curve  We^pu  und 
in  unserem  Falle  dri^omM  irt  (la.s  Yierseit  in  ein  Dreisoit,  weil  CA  und 
Cli  zusammeutalleu ,  folglich  mUssen  DA  und  DB  die  Tangenten 
der  Curve  in  A  Mn<l  />'  sein  oder  dieselbe  in  je  2  zusamuieufalleudeu 
bchuiitpunkteii  treHen.    W  ir  scliiiessen  also: 

Jrdrs  Bri  itiijntnktsjxiar  rinrs  Ki  (ji  ls(  Inuttcs  di  r  Scltmir  isf  r  'ni  sol- 
rhrs  PioiUrHjKKir  (irf  ßrmNpitnUsnirrf ,  dtiss  sriuc  ht  idni  Iintifrnfni 
.s/r//  auf  dtr  (^H)ir  silfisf  s</iuiidt}i,  oder,  wjf  man  ^sicll  kiii/.er  aus- 
drückt, ein  Hreiin]Mnikls|iiiar  auf  der  ('urve  iiat  den.si'|l)en  Tangmtial- 
jMinkt.  liit'inaih  sind  al.so  die  Hrenn|>unktspaare  conjugirte  l'unkie 
ui  dem  Sinne,  wie  sie  l)ei  der  Tripelturve  aultretrn  (St  einer 's  Vor- 
lesungen II.  §  oder  correspoüdirende  Punkte  (^l)urege,  die  ebenen 
Curven  3'«'  Ordnung,  Nr.  378). 

Da  die  2**  Asymptote  des  dem  Punkte  C  zugehörigen  Strahl- 
sjstems  ebenfalls  der  Brennpunktscurve  in  einem  Paar  conjugirter 
Punkte  begegnet,  deren  Tangenten  sich  in  D  schneiden,  so  bilden  die 
4  aus  einem  Punkte  D  der  Hrennpunktscurve  an  dieselbe  gelegten 
Tangenten  2  Btrahlenpaare  des  dem  Punkte  D  sugeborigen  byper- 
bolisch -gleichseitigen  Strahtsystems. 

fiin  besondere«  Brennpunktspaar  der  Kegelschnittschaar  ist  der 
Brennpunkt.  P  der  einzigen  ihr  einbeschriebenen  Parabel  und  der  un- 
endlich  entfernte  Punkt  derjenigen  Geraden,  welche  die  Mittel- 
punkte aller  Kegelschnitte  der  »Schaar  enthält;  bestimmen  wir  die  beiden 
erseugendeu  ätrahlsysteme,  welche  diesen  Punkten  P  und  (^^  zuge- 
bdren,  indem  wir  eines  jener  volUtändigen  Vierseite,  dessen  3  Paar 
Gegenecken  AB,  A'B",  A"B"  3  Paare  conjugirter  l'unkte  der  Curve 
Bind,  herausnehmen  und  sowohl  P  als  auch  (^^  mit  letzteren  ver- 
binden; das  StraldsN  stcm  i  P)  bietet  dabei  nichts  Eigenthumliches  dar, 
wohl  aber  das  Strahlsvstem  (V,  )j  dessen  Strahlenpaare  säninitlich  aus 
Parallelen  /.ur  .Mitt.e]})unktslinie  'AV  bestellen,  die  paarweise  von  ihr 
gleich  weit  abstehen;  die  eine  Asymptote  dessell)en  ist  also  die  Mittel- 
punktsliuie  selbst  und  die  andere  die  unendlich  entfernte  (Jerade 
C^^,  wie  aus  der  ( Jrundeigenschaft  des  Strahlsystenis  hervorgeht.  Das 
projectiNische  Entsprechen  dieser  beiden  erzeugenden  Strahlsystenie 
wird  dadurch  hergestellt,  dass  wir  den  3"""  Schnittpunkt  R  auf  der 
Verbindungslinie  mit  der  Curve  ermitteln  und  in  ihm  eine  Senk- 
rechte auf  PQ^  errichten.  Auf  dieser  Geraden  L  lassen  wir  einen 
Teiinderlichen  Punkt  o?  laufen,  dann  boschreiben  Px  und  Q^x  die 
redncirenden  Strahlbflschel,  zu  welchen  die  zugehörigen  Strahlenpaare 
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der  Ötrahlsy steine  (P)  und  (Q^)  in  der  oben  (4.)  aiigegebeuea  Weise 
gefunden  werden.  Von  besonderem  Interesse  ist  der  Fall,  wenn  x 
selbst  der  iiiHMiillit  !i  futternte  l'unkt  von  L  wird;  dann  wird  das  eiue 
Strub h'iipiijir   des    ISystenis  (V,. )    '^'^^   Asj^mj^tote  iiml    das  eiit- 

spreclHMule  »Strablenpaar  des  Systems  ( P)  erhalten  wir,  indem  wir 
einmal  ^^^^^^  ^*  '\r.   i!^'^*!^«'»  >         utiejihar  auf  einander  senkrecht 

stellen,  andererseits  die  Ijeiden  zu  einander  senkrechten  Asymptoten 
des  liyj)erl>olisch- gleichseitigen  Strahlsystems  {V)  hinzunehmen  und 
diese  beiden  Strahleupsuire  zur  Jiestimnnnig  eines  neueu  Strahlsystems 
wüldeu,  dessen  Asymptoten  bekanntlich,  da  es  ein  circulares  Strahl- 
system ist,  nach  den  beideu  uueudiich  ejitferiiten  imagiuäreu  Kreis- 
punkten  hingehen;  diese  beiden  imaginären  Asymptoten  bilden  das 
entsprechende  Strahlenpaar  an  dem  Doppelstrahl  (^^ ;  wir  schliessen 
also  folgenden  Sats: 

Der  Ort  der  Brempunkle  einer  KegdschniüschfMr  gdtt  durch  die 
leiden  imaginäre»  Kreispunkte  im  Unendliidien,  ufdehe  als  ein  Paar 
cof^ngirkr  Punkte  dieser  Ourve  d>*^  Ordnung  außufataen  sind,  indem 
sie  densdben  realen  TangenUai^mikt  in  dem  Brennpunkte  der  eingigen 
Parabd  der  Schaar  hohen. 

Dies  war  übrigens  auch  vc»rauszusehen,  weil  die  bdden  imaginären 
Kreispunkte  im  Unendlichen  allemal  als  ein  lirennpunktspaar  für  jeden 
Kegelschnitt  in  der  £bene  aufzufassen  sind  (Steiner's  Vorlesungen  IL 
Seite  m). 

Hierdurch  documeutirt  sich  ein  particulärer  Charakter  der  Breiin- 
punktscurve,  welcher  ihr  eine  ähnliche  Stellung  zur  allgemeinen  Cnrve 
3'''"^  Ordnung  anweist,  wie  dem  Kreise  zum  allgemeinen  Kegelschnitt. 

(y.   Durch  das  liesondere  Brennpunktspaar  i*Vx  "^^'i'*'^^  '^^^  einer 

ganz  elementaren  Constructiou  der  Brennj)unktscurve  geführt,  welche 
ein  sjtecieller  Fall  ist  von  der  Chasles'schen  Er/.eugungsart  einer  Curve 
ä'*"^  Ordnung  vermittelst  eines  KegelschnitlhüsLhels  und  eines  mit  dem- 
selben  i)rojectivisclien  Strahl  hüschels.  *)  Wir  wollen  diese  Zurück- 
führung  hier  in  Kürze  einschalten: 

Nehmen  wir  zu  dem  besonderen  Breuupunktspaar  belie- 
biges zweites  P'Q',  so  ist  von  ihm  ein  drittes  F  "(^'  abhängig : 
(P'P,  Q'QJ  =  P",       (r(/,  P       =  (/', 

so  dass  man  also  qin  vollständiges  Vierseit  erhält,  dessen  2  Seiten 
P'C/'  und  P  "f/  zu  'Dt  parallel  lauten,  während  die  anderen  beiden 
P'P"  und  Q'(/'  sich  in  P  schneiden.  Da  F'Q'  und  P"Q"  Brenn- 
punktspaare von  2  Kegelschnitten  der  Schaar  sind,  deren  Mittelpunkts- 
liuie      ist,  so  werden  die  Strecken  F'Q'  und  F"Q"  durch  halbirt 

*)  Dieie  Constraotioii  igt  naeh  duer  brieflichen  Hittfaeilung  dei  Herrn  Prot 
Dar&ge  demMlben  vor  l&ngerer  Zeit  von  flerrn  Prot  Küpper  angegeben  worden. 


Ueber  Corren  s**'  Ordnung.  59 

uud  wegen  der  Purallelitüt  vou  P'Q'  uud  Q'P"  werden  auch  die 
.Strecken  P'P''  uud  i^Q'  durch  m  halbiri;  diese  auf  m  liegenden 
Mitteil  seien  p  und  q\  nmn  ziehe  P"(^')  =  .v  uud  aus  X  eine 

Senkrechte  auf  P(^„^  welche  in  Ii  ihren  Fusspuukt  bal)e,  dann  ist 
nach  4.  M  der  3^"  Schnittpunkt  vou  PQ^  mit  der  Ourve  uud  wenn 


wir  diese  Senkrechte  wie  früher  mit  L  bezeichnen,  so  ist  BPQ^  und 
L  da»  As}  niplotenpaar  des  Strahlsystems,  welches  dem  Paukte  B  in 
Bezog  auf  die  Gorve  zugehört;  die  Gerade  L  muss  daher  selbst  ein 
Paar  conjngirter  Punkte  der  Conr«  enthalten,  welche,  gleichviel  ob 
reell  oder  imaginär,  yertreten  werden  können  durch  eifl  Punktsystem 
auf  als  dessen  Doppelpunkte  sie  erscheinen.  Da  nun  nach  dem 
FHlheren  dieses  Paar  conjugirter  Punkte  auf  L  harmonisch  getrennt 
w^erden  muss  durch  jedes  Asymptoten  paar  eines  StrahlaystemS;  welches 
irgend  einem  Punkte  der  Curve  zugehört,  so  bestimmen  die  Asym- 
ptoten alier  dieser  Strahlsysteme  auf  L  Punktenpaare  eines  Punkt- 
systems, drasen  Doppelpunkte  die  gesuchten  conjugirten  Punkte  sind, 
üm  aber  die  Asymptoten  der  Strahlsysteme,  welche  den  Punkten 
P'P",  Q'(^'  zugehören,  zu  erlialten,  beschreibe  man  über  P'P"  als 
Durchmesser  eiiion  Kreis,  welcher  })  zum  Mittelpunkte  hat  und  die 
Gerade  "iXl'J  in  2  Punkten  tiitH:,  die  mit  P'  und  P"  ver))un(lcn  die  ;,'e- 
suchten  Asymptoten  für  die  Strahlsysteme  (P')  und  fP")  lit'tVm; 
ebenso  beschrcil)t  man  über  (/(/'  als  Durchmesser  einen  Kreis,  wi-k  lier 
q  zum  Mittelpunkte  hat  und  dessen  Schnittpunkte  mit  ^l^i  2  Punkte 
liefern,  durch  welche  die  Asymptoten  der  Strahlsysteme  (Q)  und  (Q") 
laufen.  Die  Punktenpaare,  in  welchen  die  so  gefundenen  Asymptoten 
der  Strahlsysteme  (P),  (i^  )  etc.  die  Gerade  L  treffen,  haben  eine 
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leicht  erkeunbare  Beziehung  zu  den  um  j)  uud  q  bescliriebeuea  Krei- 
sen; da  iiänilir)i  die  (lerade  L  auf  einem  Durchniosser  des  Kreises  {p) 
senkrecht  steht,  nUo  ihr  I'ol  in  Hc/.ug  auf  den  Kreis  in  diosein  Ounh- 
niesser  li«'<^t,  so  werden  die  beiden  Htralilcn,  weJdie  von  irgend  einem 
Perijdieriepunkte  dieses  Kreises  P'  nach  den  KniljMiiiklen  tles  I>nr<h- 
niei^seis  liingeheii,  <li<'  <i('rade  L  in  einem  Paar  eonjiigii  l<  i"  i'iinkte 
in  Be/>ug  auf  den  ivieis  ttett'en  müssen  (Stein  eis  Vcrh'siuigeii  11. 
§  *^1.))  da.ssell)e  gilt  für  die  ührigen  Strahlsysteme  P"f/f/':  wir 
>.»  liliessen  also,  dass  «las  hesdiuleie  Punktsystem,  weUlies  aul  der  (ge- 
raden L  die  heiden  conjugirten  Punkte  der  Brennpunktücurve  zu 
Doppeljtunkten  liat,  sowohl  für  de«  Kreis  (p),  als  auch  für  den  Kreis 
(q)  das  dieseu  Kreisen  zugehörige  ist  (1.  c.  §  2\K  uud  30.),  d.  h.  aus 
sämmtlicheii  Paaren  conjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  diese  Kreise  be- 
steht. Aleraos  folgt  aber,  dass  die  beiden  Kreise  p  und  q  die  Gerade' 
L  zur  reellen  oder  ideelleu  geuieiuscbafllichen  Hecante  haben  oder 
durch  die  beiden  auf  L  befindlichen  ounjugirten  Punkte  der  Brenn* 
punktscurve  hindurchgehen  müssen;  fOr  den  Fall,  dass  dieselben  reell 
sind,  ist  dies  sogleich  ersichtlich;  die  vorige  Betrachtung  abstrahirt 
aber  davon.  Jetzt  halten  wir  das  Paar  conjugirter  Punkte  P  und 
fest,  variiren  aber  das  zweite  willkürlich  gewählte  P'V',  ^^^^  auch 
das  dritte  P"Q''\  dann  folgt  aus  dem  Vorigen,  d;i8s  die  Kreise  p  und 
q  eine  Kreisschaar  bilden  und  die  Schnittpunkte  jedes  Kreises  P'P" 
mit  einem  nach  dem  festen  Punkte  V  gehenden  Durchmesser  die 
Brenn  punktscurve  erzeugen;  wir  erhalten  also  die  Küpper 'sehe  Con- 
struction : 

Hut  waii  in  ih  r  Ehnw  einr  Kreisschaar  und  zieht  die  durch  rincn 
festen  Piotlii  V  tfchDulen  Dnnhmisser y  so  beschrcibcfi  die  SchnUtputäUe 
dersclbin  inil  dm  Krrisoi  unsere  Jhr)nipi(nlitscnrre. 

Da  eine  Kieisseliaar  ein  speeielles  Kegelschnittbüscliel  und  das 
V(»n  J*  wach  den  Mittel|iuukten  der  Kreise  liingehemle  Strahlbüsc  liel 
oHenbar  mit  der  Kreisseliaar  projeetiviscii  ist.  so  ist  diese  1 'onstnietion 
ein  i)esonderer  Fall  der  Uli  asl  es 'scheu  Erzeugungsart  der  allgenieiaeu 
Curve  3'"'  Ordnung. 

Wir  bemerken  noch,  dass,  wenn  der  Punkt  F  insbesondere  in 
der  Mittelpunktslinie  der  Kreisscbaar  liegt,  die  Curve  3"'  Ordnung  in 
einen  Kreis  und  eine  Gerade  serfsUen  mnss.. 

7.  Die  nach  dem  Früheren  in  unzahliger  Menge  vorhandenen 
vollständigen  Vierseite,  welche  der  Brennpunktscnrve  einbeschrieben 
sind  und  deren  Gegeneckeu  Paare  conjugirter  Punkte  derselben  sind, 
bieten  unendlich  viele  Schaaren  von  einbeschriebenen  Kegelschnitten 
dar,  deren  Brennpunktscurve  immer  dieselbe  bleibt.  Jede  dieser  Schaa- 
ren besitzt  eine  einzige  Parabel  und  sämmÜiche  Parabeln  müssen  sich 
zu  einer  amfocalen  Paräbdsdtaar  gruppiren,  welche  P  und  zu 
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Brennpmikteii  bat.  Ueberhaupt  ordnen  sieb  die  den  unendlich  vielen 
Vieneiten  einbescbriebenen  Kegelschnitte  gleichzeitig  zu  Scbaaren  con- 
focaler  Kegelschnitte,  woraus  eine  neue  Erzeugungsart  unserer  Brenn- 
punktscurve  berrorgeht: 

Die  Brennpunktscurre  ist  vollständig  bestimmt,  sobald  man  von 
ihr  2  beliebige  Paare  coiyogirter  Punkte  AB,  AB  kennt  oder  als 
gegeben  annimmt,  denn  sie  ist  der  Ort  aller  solcher  Punkte,  für 
welche  die  uach  den  Punkten  paaren  AB,  A'B  hingezogenen  Strahlen- 
paare ein  hyperboliscli-gleichseitiges  Stralilsystein  bilden.  Denkt  man 
sich  daher  irgend  2  Kegelschnitte,  deren  einer  AB^  der  andere  ÄB 
zu  Brennpiiukten  hat,  so  wird  jeder  »Schnittpunkt  zweier  gemeinschaft- 
licher Tangenten  derselben  der  Brennpunktscurve  angehören.  Wir 
haben  daher  folgende  Erweiterung  des  Hauptsatzes  in  2.: 

Nimmt  man  aus  einer  Keyelschnittschaar  2  hclichif/c  Kcgchchnittc 
mit  (Jen  Brennpunkten  A  li  und  AB  heraus  und  deuU  sieh  2  andere 
mit  diesen  eonforale  Kn/clsclniitte,  so  werden  die  gemeinschuftluhen  Tan- 
(jcntun  der  letzt en-n  ein  vollst ändiyes  Vierseit  bilden,  dessen  .'5  Paar 
Gegenecken  Brennpunktspaare  für  3  KeyeUdmitte  der  ursprünglichen 
Schaar  situL 

Denken  wir  uns  nun  den  ersten  Kegelschnitt  mit  den  Brenn- 
punkten ÄJi  fest  und  verändern  den  zweiten,  indem  wir  ihn  die 
ganze  Schaar  confocaler  Kegelschnitte  mit  den  unverändert  bleibenden 
Brennpunkten  A'B'  durchlaufen  lassen,  so  erhalten  wir  folgende  Er- 
zeugungsart unserer  Brennpunktscurve: 

Bai  man  eine  Sehaar  eottfocaUer  Kegdadmtte  und  emen  hüiiäHgen 
derselben  nM  angehörigcn  fesien  K^gdedmiU  und  hesHnmt  allemal  die 
4  gemeinaehafiUdien  Tangenten  dieees  KegdedmUtes  mit  jedem  der  cm- 
focalen  K^feladmitte,  so  duirddaafen  die  3  Paar  Oegenedten  äBer  dieser 
veUständigen  Vierseite  eine  und  diesdbe  Cktrve  3^  Ordnung,  indem  jedes 
Paar  Gegenedcen  ein  Paar  conjugirler  Punikte  der  Curve  ül;  diese  Ourve 
Jtat  die  beiden  imaginären  Kreispunkle  im  UnemBidien  0u  eonja^irten 
Punkten.   Oder  auch: 

Hat  man  2  verschiedene  Schaaren  confocaler  Kegelschnitte  und 
bestimmt  fOr  je  2  Kegelschnitte  derselben  die  4  gemeinschaftliclien 
Tangenten,  so  durchlaufen  die  3  Paare  Gegenecken  solcher  voUstan- 
digen  Vierseite  ein  und  dieselbe  Curve  3'*«^  Ordnung,  welche  etc. 

8.  Die  Kegelschnittschaaren ,  welche  allen  jenen  in  manuich- 
fachster  Weise  herzustellenden  Vierseiten  AB,  A'H,  A'B'  einbeschrie- 
ben sind,  stehen  noch  in  einem  anderen  oigenthfimlichen  Zusammen- 
hang, welcher  aufy;osiicht  werden  soll.  Nehmen  wir  z,  H,  ein  Vierseit 
mit  den  3  Paar  (Jegeuecken  ah,  ab',  alt"  und  2  beliebige  ihm  ein- 
beschriebene Kegelschnitte,  deren  Brennpunkte  AB^  A!B  seien  und 
die  bekanntlich  ein  3''"*  Breuupunktspuar 
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{A^,  BB)  —  A%      {AB",  BA*)  —  IT 

A^B^  mitbeBtimmeiiy  so  sind  AB,  A'B,  A*Br  die  3  Ptor  Gegen- 
ecken eines  2*«*  vollständigen  Yierseits;  fDr  beide  ist  die  Brennpunkts- 
conre  dieselbe.  Dsa  2**  Vierseit  ist  durch  die  beiden  auf  der  Carre 
willkfirlich  zu  ivahlenden  Punkte  AAl^  deren  Verbindungslinie  Al  eni- 
h&lt  und  eine  Seite  desselben  ist,  vollständig  bestimmt.  Denken  wir 
uns  den  einzigen  Kef^jel schnitt  ermittelt,  welcher  dem  ersten  vollstuii- 
di<(en  Vierseit  einbescliriol)en  ist  und  ansserdem  noch  die  Seite  A  A'A" 
berührt,  durch  welche  5  Tangenten  er  gerade  bestimmt  wird;  seien 
seine  beid^  Brennpunkte  dann  müssen  diese  zugleich  Hrenn- 

punkte  eines  gewissen  dem  2'*"  Vierseit  einl)eschriebenen  Kegelschnit- 
tes sein;  da  aber  dor  vorige  Kegelschnitt  \H^^^  zu  Brennpunkten  hat 
und  eine  Seite  des  2''"  Vierseit«  AA'A"  berührt,  wodurch  er  gerade 
bestimmt  wird,  so  muss  er  selbst  die  3  übrigen  Seiten  des  2"-'"  voll-' 
ständigen  Vierseits  berühren,  d.  h.: 

Hat  man  ein  roüstandicjc^;  l'icrsrlf  und  du  hcidrn  7imni2^niil'fs- 
paan  AB,  Ali'  ztvcicr  hclidlf/t  r  dt  inst  Ihm  cinht srJirirlti  iirn  Kt  fjcl- 
schnifff,  s(i  hriiihrrn  dit  4  Scitm  des  Vu^siüts  und  die  4  Vtrbitulunys- 
Unien  AÄ,  Ali',  JiA,  JU!"  alle  8  demclhai  KtyiUchndt. 

Hieraus  ergiebt  sich  zwischen  den  in  der  angegebenen  Weise  auf- 
tretenden Kegelschnittschaaren  der  eigenthOmliehe  Zusanunenbang, 
daas  irgend  2  Sduiarm  einen  gemeinsdMßlichen  KegebduuU  haben  und 
hieraus  folgt,  dass  sie  ein  Gebilde  constitniren ,  welches  das  polar 
gegenflberstehende  ist  von  einem  EegelschnittnetB  (Sie  in  er 's  Vor- 
lesungen §  62);  ein  solches  Gebilde  wollen  wir  ein  Kegdst^nUt' 
(/ewdfe  nennen.  In  der  That,  nehmen  wir  2  beliebige  Kegelschnitte 
K  und  K'  heraus,  welche  einer  jener  Schaaren  angehdren  und  dieselbe 
bestimmen;  lassen  wir  einen  TräSnderlicheu  Kegelschnitt  St  die  Schaar 
durchlaufen,  so  bestimmen  die  Brennpunkte  desselben  die  betrachtete 
Brenn ponktscurve  O*^;  fügen  wir  einen  Kegelschnitt  K"  hinzu,  welcher' 
nicht  der  Schaar  angehört,  sondern  einem  2*'^^"  Vierseit  AB,  AB, 
A"B^'  einbeschrieben  ist,  welches  durch  irgend  2  Breunpnnktspaare 
der  ersten  Schaar  AJJ,  Ali'  bestimmt  wird,  dann  erhalten  wir  durch 
die  beiden  Kegelschnitte  K" 'st  als  Bestimmungsstücke  eine  veränder- 
liche KeL^elschiiittschaar,  Avelche  immer  dieselbe  Brennpnnktsrurve  lie- 
fert und  alle  Kej^elschnitte ,  die  hieraus  hervorgehen,  orsciiüid'en  in 
gewisser  Anordnung  die  sämnitlithen  Kegelschnitte  des  Gewebes.  Die 
gemeinschaftlichen  Tangenten  irgend  zweier  Kegelschnitte  des  Gewebes 
bestimmen  ein  veränderliches  vollstüiuliges  Vierseit,  dessen  3  Paar 
Gegenecken  auf  der  O^^  liegen  und  dessen  3  Diagonalen  nach  der 
Theorie  der  Triiielcurve  (1.  c.)  eine  Gurve  S**"«^  Classe  iil*'>,  das  polare 
Nebengebilde  der  Tripelcurve  umhüllen,  denn  die  3  Diagonalen  eines 
solchen  Vierseits  sind  zugleich  die  gemeinschaftlichen  Tripelstrahleu 
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je  sweier  E^gelscbnitte  des  Gewebes;  diese  Carve  ist  die  Gayley'- 
Bche  Car?e  der  als  Hesse 'sehe  Caire  an^efassfteu  BiennpunkiBciirve 

nud  wird  Ton  den  sSmmilieiieii  Asympioten  der  den  Punkten  der 
leisteren  sogehdrigen  Strahlsystomc  umhallt;  wir  haben  also  den  Bat/: 

Die  grossen  Axen,  welche  die  Brcnnimnktsimarc  sämmÜiclier  Kegd- 
sehnüte  einer  Srluuar  enthalten,  umhüllen  eine  Curvc  3'""^  Classc. 

Dies  gilt  ebenso  auch  fiir  die  2^^  Azen  der  Kegelschnitte  mit  den 
imacpTrären  Rrennpunkten ;  dann,  wie  wir  gesehen  haben,  ordnen  sich 
die  Kegelschnitte  des  Gewebes  auch  zu  Schaaren  confocaler  Kegel- 
schnitte; für  eine  Schaar  confocaler  Kegelschnitte  bilden  aber  die  beiden 
gemeinschaftlirlien  Axen  und  die  iniendlich  entfernte  Gerad«?  das  ge- 
meinsfhaltliclii'  Tripel  von  Strahlen,  und  da  die  (Jurve  alle  diese 
Tripel  unihüllen  inuss,  so  können  wir  allgemein  sagen: 

Die  Axenpaan  einer  Ketjelsvhruttscliaar  umliiiUcn  eine  Curvc  S'*'"" 
Classc  9t^^^,  die  lhTn)qm}ikts2}aare  Ucgni  auf  einer  Curvc  3' "  Onlnunff 
C^^;  diese  heiden  Curvcn  stehen  in  der  Bezicli  muj  der  Ca  i/letf 'sehen 
und  Hesse' sehen  zu  einander.  Die  Curvc  ii'"  hat  zur  Tangente, 
was  einen  particulären  Charakter  vuu  ihr  anzeigt. 

Die  weitere  Untersuchung,  welche  keinen  wesentlichen  Unterschied 
darbietet  in  dem  Fall  der  allgemeinen  Cunre  8**'  Ordnung,  welche  nach 
Analogie  der  Brennpunktscunre  durch  2  beliebige  projectivische  Strafal- 
syateme  in  halb  perspcctiTisoher  Lage  erzeugt  wird,  wollen  wir  in  dem 
2*«  Theile  führen. 

B.  Die  allgemeine  Curve  dritter  Ordnung  als  Erzeugniss  zweier 
projectivischer  Strahlsysteme  in  halb  -  perspectivischer  Lage. 

9.  Nehmen  wir  2  beliebige  Strahlsysteme  (StrahleninTolutionen) 
mit  den  Mittelpunkten  0  und  P  und  setzen  die  Strahlenpaare  in  eine 

derartige  gegenseitig  eindeutige  Abhängigkeit  von  einander  (Prqjec- 
tivität),  dass  der  Verbiudungsstrahl  der  Mittelpunkte  ein  Theil  ent- 
sprechender Strahleupaare  ist  (halb- perspectivische  Lage),  so  werden 
die  je  4  Schnittpunkte  aller  entsprechenden  Strahleupaare  auf  einer 
Curve  3'"  Ordnung  liegen,  welche  das  PJrzeugniss  der  beiden  Strahl- 
systeme genannt  wird;  denn  die  beiden  Strahlsystenic  sind  specicile 
Kegelschnittbüschel,  welche  in  projectivische  Beziehung  gesetzt,  im 
Allgemeinen  eine  Curve  4''"^  Ordnung  erzeugen;  in  unserem  Falle 
trennt  sich  aber,  weil  in  die  Verl)induugslinie  der  Mittelpmikte  TlieiU} 
entsprechender  Strahlenpaare  zusammenfallen,  diese  Gerade  ab 
und  es  bleibt  ak  übriger  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender  Strahleu- 
paare nur  eine  Curve  3^'  Ordnung. 

Das  gegenseitig  eindeutige  oder  projoctivisehe  Bntaprechen  der 
beiden  Strahlsysteme  (0)  und  (JP)  kann  dadurch  rermittelt  werden. 
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daas  wir  za  einem  Strahlenpaaie  a;|  des  Strahlsystems  (0)  und  mOP 
den  4^**  harmonischen,  dem  letstawi  zugeordneten  Sirahl  %  und  ehenao 
zn  einem  Sirahlenpaar -yi}  des  2''"  Strahlsystems  (P)  uid  zn  PO  den 

zugeordneten  4''""  harmouischeu  Strahl  nehmen,  wodorch  wir  die 
beiden  Strahlsj^temo  (0)  und  (P)  auf  einfache  StrnhlbUschel  {%)  und 
(t))  reducireii;  setzm  wir  nun  die  Strahlbüschel  (v)  und  (v>)  in  projec- 
tivische  Beziehung,  so  haben  wir  dadurch  auch  die  beiden  Strahl- 
systeme in  projectivische  Beziehung  gebracht,  indem  jetzt  jedem 
Strahlonpaare  (a:|)  ein  einziges  bestimmtes  Stralilfii paar  (//>/)  und  um- 
gekehrt entspricht;  in  unserem  Falle  aber  sitlltii  sich  die  Strahl- 
systeme noch  in  lialb  j)erspectivischer  Lage  belindon,  woraus  hervor- 
geht, dass  sich  die  beiden  reducirendcn  Stralilbüschol  (i j  und  (i>)  in 
perspectivischer  Lage  befinden  müssen,  also  eine  bestimmte  (lerade  L 
zu  ihrem  perspectivischen  Durchschnitt  haben.  Demnach  gestaltet 
sich  die  Constructioii  entsj)rechcnder  Strahlenpaare  folgeudermasseu : 

Wir  lassen  einen  veränderlichen  l*uukt  j<  auf  einer  Geraden  L 
laufen,  betrachten  die  beiden  Strahlen  OP  und  Op  als  die  Asym- 
ptoten (Do])pelstrahlen)  eines  hyperbolischen  Strahlsystems;  dieses 
Strahlsystcni  hat  mit  dem  gegebenen  Strahlsystem  (0)  ein  gemein- 
schaftliches Strahknpaar  xl  {xiher  die  Ermittelung  desselben  siehe  Stei- 
ner's  Vorlesungen  II.  Seite  61  und  163);  ebenso  ziehen  wir  Pp  und 
betrachten  PO  nnd  Pp  als  die  Asymptoten  eines  hyperbolischen 
Strahlsystems,  welches  mit  dem  gegebenen  Strahlsystem  (P)  ein  ge- 
meinschaftliches Strahlenpaar  yri  besitzt;  die  beiden  so  ermittelten 
Strahlenpaare  und  sind  allemal  entsprechende  nnd  ändern  sich 
mit  der  Verftnderong  Yon  jp  auf  L]  der  gesammte  Ort  der  4  Schnitt- 
punkte entsprechender  Strahlenpaare  ist  nun  die  zu  untersuchende 
Omrve;  diese  4  Schmtl|nmkte  zerfallen  aber  in  2  zusammengehörige 
Paare;  wenn  nSmlich  xl^  und  yij  entsprechende  Strahlenpaare  der 
beiden  Strahlsysteme  sind,  so  haben  wir  2  Paare  Ton  Schnittpunkten: 

(x,  y)   und   (|,  i?) 

{Xy  ri)    und    (|,  »/) ; 

jedes  (lieser  Paare  soll  ein  Paar  vonjughirr  Funktr  der  Cnrve  genannt 
werden;  auf  diese  Weise  erhalten  wir  unendlich  viele  Paare  coujugir- 
ter  Punkte  aul'  der  Curve  und  es  ist  ersichtlich,  dass  die  Mittelpunkte 
OP  der  Stralilsystenie  auch  als  ein  Paar  conjugirter  Punkte  auftreten; 
zu  jedem  beliebigen  Punkt«  des  Ortes  A  giebt  es  einen  einzigen  be- 
stimmten conjugirten  Punkt  B,  der  so  gefunden  wird,  dass  man  OA 
und  PA  zieht  nnd  die  anderen  beiden  Strahlen,  welche  mit  diesen 
zusammen  Strahlenpaare  der  gegebenen  Strahlsysteme  (0)  und  (P) 
bilden,  ermittelt;  ihr  Schnittpunkt  ist  dann  B,  Bine  charakteristisehe 
Eigenschaft  zweier  in  solcher  Art  coiqugirter  Punkte  der  Gurre  3**' 
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Ordnung  werden  wir  so^Mcich  können  lornon.  Vorher  erwähnen  wir 
iMKsh  eine  einfache  (.'onstruction  der  (hirch  2  projectivische,  in  halb- 
per8pecti?ischer  Lage  beimdlicbe  Stralilsysteme  erzeugten  Curve  3'''^ 
Ordnung,  indem  wir  eine  andere  Reduction  der  Strahlsysterne  auf 
Strahlbüschel  vornehmen;  legt  man  durch  den  Mittelpunkt  eines  Strahl- 
syatenis  einen  l)eliebi|cjen  Kegelschnitt,  so  durehl>(>hren  die  Strahh^n- 
paare  des  Stnililsystoms  bekanntlich  »len  Kegelsclinilt  in  Punkten - 
paaren,  »leren  Vcrbindunf^slinien  dnrcli  einen  festen  Punkt  laufen, 
also  ein  einfaches  tStrahlbüschel  bilden,  welclies  zur  projectivischen 
LJeziehun«^  des  8trahlsyst<;nis  verwendet  werden  kann  (St<'iiifr's  VOr- 
b'sun^en  11.  S.  155).  Hiernach  ijestaltat  sich  die  Construction  der 
Curve  3"''^  Ordnung  folgendermassen: 

Man  nehme  4  beliebige  Punkte  OFop  iu  der  Ebene  an,  ziehe 
dtircb  den  Sdiuittpunkt  {Oo,  Fp)  eine  beliebige  Gerade  &  imd  lege 
durch  0  and  P  irgend  einen  Kegelschnitt  K  (oder  Kreis),  dann  ist 
die  Maschine  fertig,  mit  deren  Hfllfe  man  allein  mittels  des  Lineals 
in  continuirlicher  Weise  Punkte  einer  Curve  3**''  Ordnung  durch  Zeich- 
nung finden  kann.  Bian  lasse  einen  rerinderlichen  Punkt  x  die  Ge- 
rade ®  durchlaufen,  ziehe  ox  und  px,  welche  Stnihlen  den  Kegel- 
schnitt JT  in  Punktenpaaren  aa  und  bß  treffen,  die  Strahlenpaare  Oa, 
Oa  und  Pb,  Fß  schneiden  sich  in  4  Punkten  einer  Curve  d>^"  Ord- 
nung, welche  bei  der  Veränderung  von  x  durch  die  Gesammtheit- die- 
ser Schnittpunkte  eneugt  wird. 

Diese  im  Eingange  erwähnte  Construction,  deren  lliclitii^keit 
evident  ist^  enipHehlt  sich  durch  üire  Einfachheit  fQr  die  praktisciie 
Zeichnung  einer  ('urve  3'"  Ordnung,  von  welcher  man  schnell  genug 
HO  viele  Punkte  findet,  dass  man  sich  ein  deutliches  Bild  ihres  Ver- 
laufes 'Ml  machen  im  Stande  ist. 

10.   Haben  wir  irgend  2  entsprechende  Strahlenpaare  rt  und 
der  beiden  erzeugenden  Stahlsysteme  (O)  utid  {F),  deren  ISchnittpuukte 
2  Paare  conjugirter  Punkt<>  der  Curve: 

(j:?/)    und  (|)/) 

(apjj)   und  (ly) 

l>estimni<'ii ,  so  erhellt  aus  den  harmonischen  Eigenschaften  d«i  voll- 
standigen  Vierseits,  dass  der  Diagonalpunkt 

((«yi  Iv)^ 

auf  der  oben  (9.)  mit  L  beseichneten  Geraden  liegen  muss,  also: 

Der  Sdmittpimkt  der  Verbindiinii^imen  tweier  saldier  Paare  con- 
jugwier  Pirnkk  der  Ouirve,  noMe  von  2  erUspredienden  Sirahler^paaren 
der  erweugenden  Strahbysteme  (0)  und  (P)  besHmnU  tverden,  dureMäuß 
eine  feste  Cterade  L, 

Die  Gerade  L  trifft  insbesondere  die  Verbindungslinie  OP  iu 
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ftinnm  Punkte  R,  welcher  der  Curv«'  3'"  Ordnung  angeh5ren  mvM, 
also  ihr  3'"  Schnittpunkt  mit  OT  ist;  denn  nach  der  oben  ausgefQhr- 
ton  Coiistruction  bestimmt  jeder  I'unkt  p  der  Geraden  L  2  ent- 
sprechende 8tralilou[tiiare  x'^  und  der  erzeugenden  Stralilsysteme 
(0)  und  (1*)]  gelaiif^t  nun  p  insl)csüudere  in  die  Lage  des  Schnitt- 
punkts H  von  L  mit  ()P,  sc»  degenerirt  das  im  Allgemeinen  aus  den 
4  Strahlen  ijrj  gebildete   vollständige  Vierseit  in   ein  Dreiseit, 

indem  (}Ji  und  Pli  zusammenfallen,  die  beiden  übrigen  Tbeile  dieser 
.Stralihüipaaic  mögen  sich  in  S  schneiden,  d.  h.  O Ii  und  0»S',  PJi 
und  PS  sind  2  entsprechende  Strahlenpaare  der  erzeugenilen  Sirahl- 
Systeme,  die  ja  einen  Strahl  in  OFR  gemoinflchafÜich  haben;  von 
diesen  beiden  entsprechenden  Strahlenpaaren  OP,  08  xmd  PO,  PS 
sind  die  4  Schnittponkie  2  Paue  conjugirter  Punkte  der  Oorre;  das 
eine  Sehniitponktspaar  ist  aber  0  und  P  selbst,  das  andere  Schnitt- 
ponktspaar  ist  8  und  der  unbestimmt  werdende  Punkt  auf  den  beiden 
smsammengefallenen  Geraden  OP;  da  aber  nach  dem  vorigen  Satse 
der  Schnitl|»unkt  der  Verbindungslinien  dieser  beiden  Paare  auf  der 
Geraden  L  liegen  muss,  also  der  Punkt  i{  ist,  in  welchem  OP  die 
Gerade  L  ixiSlf  so  muss  auch  die  Verbindungsliiiie  von  S  mit  seinem 
oonjugirten  Punkte  durch  II  gehen;  der  ronjugirte  Punkt  von  S  muss 
aber  auf  OP  liegen,  folglich  ist  es  der  l\inkt  It  selbst.  Wir  hal)en 
also*  nachgewiesen,  dass  der  Schnittpunkt  {OP,  L)  M  ein  Punkt 
dor  Turve  ist  und  seinen  coigugirtcn  in  S  hat  Hieraus  folgt  ssu- 
gleich,  tloss  HO  und  SP  die  Tangenton  der  Curve  in  0  und  P  sein 
müssen,  weil  das  aus  2  entsprechenden  Strahlenpaann  <_rebi].1ef<»  voll- 
ständige Vierseit,  «lessen  3  Paar  (Jogenecken  3  l'aare  eoniiigirter 
l'unkte  der  Curve  sein  müssen,  in  tliesem  Falle  in  ein  Dreiseit  dege- 
nerirt  ist,  also  in  ()  und  2  von  jenen  3  Paaren  /usannnengefallen 
sind.  Die  liei(h>n  Mittelpunkte  der  erzeugenden  Strahlsyst^me,  welche 
selbst  ein  l'aar  eonjugirt^'r  Punkte  der  ('urve  3'"  Ordnung  sind,  be- 
sitzen bierna<;h  die  Eigenschaft,  dass  ihre  beiden  Tangenten  an  <ler 
(lurve  si(  h  in  einem  3'  "  I'nnkle  der  ('urv<'  scinieiden,  oder,  wie  man 
sich  kürzer  ausdrückt:  Die  bridrn  conjuyirtm  Punkte  O  uml  P  der 
Curve  italM-n  densdben  TantfetUialpiinkt ,  eine  Eigenschaft,  weldie,  wie 
wir  sogleich  sehen  werden,  f&r  sammtliche  Paare  conjugirter  Punkte 
der  Curve  gilt. 

11.  Sind  AJi  irgend  ein  Paar  conjugirter  Punkte  der  Curve, 
d.  h.  O.l,  ()J{  und  PA,  PH  entspreiliende  Strahlenpaare  der  beiden 
erzeugiMiden  Strahlsystenie  {())  und  (P),  welche  sich  noch  in  einem 
2***  Paare  conjugirter  Punkte: 

{OA,  PB)  =  (07i,  PA)  =  Jö 

trelfen  mfisseu,  dann  liegt  der  Schnittpunkt 
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anf  der  Geraden  L;  wir  kSumeii  aber  diesen  Sehnittpiinkt  p  noch 
kttner  definiren  ab  den  At^  haTmoniscben  Ponkt  aof  der  Verbin- 
dungslinie AB,  welcher  m  A,  B  und  {AB,  OP)  dem  leftsteren  har- 
monisch zugeordnet  ist. 

Nehmen  wir  jetzt  ein  behel>ipfes  zweites  Paar  conjugirter  Punkte 
ües  Ortes  A'B,  für  welche  dasselbe  gilt,  nämlich  der  4*«  harmonische 
Punkt  p  zu 

A%    ir,    {AL",  OF), 
auf  der  (ieraden  L  sich  findet  und  ziehen  wir  die  Verbindungsliuieu : 

{AA\  BB^)  —  A",  (AB,  AB)  =  B\  ' 
so  dass  wir  ein  vollständiges  Vierseit  mit  den  3  Paar  Gegenecken 
ABf  AI}',  A"B'  erhalten;  dann  werden  die  sowohl  von  0  als  auch 
von  P  nach  diesen  3  Puuktepaaren  hin  «gezogenen  St rahlenpanrc  den 
ü^egehenon  iStrahlsjrsiemen  (0)  und  (P)  angehören;  denn  sie  bilden 
»Strahlsysteme,  welche  dem  vollständigen  Vierseit  zugehoren  (1.),  \jnd 
da  2  Strahlonpaare  schon  den  erzeugenden  Stralilsystenion  {(>)  nnd 
{1')  angetil»! «u ,  so  mns^  dies  auch  mit  dem  3'  "  Paar  der  Fall  sein; 
folfrlid,  gelilu-en  O  A'\  Olf  dem  Strahlsysteni  (0),  VA",  Vif  .lern 
iStralilsysteni  (7'j  an;  aber  noch  mehr:  es  sind  dies  auch  enfsprec  beiidcr 
Hirahh  iij)aare  der  b«'iden  itrojeftivisc !ien  SIralilsystome;  denn  be/ei(  li- 
u*;n  wir  die  4'"'  harmonischen  i'unkte  wie  vorher  durch  p,  p,  p",  so 
dass  also 

A,    B,    {AB,  OP),  p 

A\   B,   {A  ir,  an,  p 

A",    BT,   {A"ir,  OB),  p" 

je  4  harmonische  Punkte  sind,  so  müssen  p,  p,  p"  auf  einer  Geraden 
liegen  nach  folj^endem  bekannten  Satze: 

SrhtKitM  man  rw  voJL<;tnmhffr.<i  Vinsrlt  mit  den  3  l'mirni  rou 
(i  rffcfuehti  Ali,  Ali',  A'li"  dutrh  ihu  hilichiffr  'TrftN.sTrrstdr  {(>  T) 
miil  I  n))stn(irt  finf  jähr  <h  r  '\  J )/tit/o)itili  n  diu  cum  Sclniittpuhldi 
f/i  oi  ihii  l(  71  4'"'  h<tnii<>iiisrlif  Ii  I'iuil.l  )>.  jt .  ]>  '.  iralirnit/  j(  (  in  Kdru- 
[Hiar  das  andm  l'tuir  ztuji onhu  t<  y  l'mddi  isl ,  so  lir(frn  p ,  ]> ,  p  an/ 
('hier  (imidrn.  (Es  ist  dies  «'in  s|»e<;ieller  Fall  des  allgemeinen  Satzes, 
dass  die  Pole  einer  Geraden  in  lieziig  auf  alle  Kegels(  iinilte  «'iner 
Schaar  auT  einer  2'  "  (ieraden  liegen,  welche  die  conjugirie  zu  jener 
in  Bezug  aut  die  iSchaar  heisst;  siehe  Stein  er 's  Vorlesungen  11. 
Seite  das.) 

Da  nun  die  Gerade  pp'  der  perspeciiviscbe  Dttrefaschnitt  L  der 
beiden  einfachen  projectivischen  Strahlblischel  ist,  anf  welche  die  er 
sengenden  Strahlsysieme  {(J)  und  (P)  reducirt  wurden,  nnd  da  auch 
p"  auf  L  liegt,  so  folgt  durch  die  Umkehrflng  der  eben  benutzten 

6* 
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Sehlnasfolge y  dass  auch  0Ä\  OB"  und  FA'f  PS'  entsprechende 
Strahlenpaare  der  beiden  erzeugenden  Strahlqrsteme,  also  A'B  "  selbst 
ein  3^<^  Paar  coujugirter  Punkte  der  Ortsenrve  sdn  mfieeen.  Wir  haben 
also  folgenden  fundamentalen  Satz  erhalten: 

Sind  AB  und  A'B  irgend  2  Paare  conjwjirtcr  PunkU  </rr  Orfs- 
nirrr  ^'""^  Ordnwtg,  so  rrkäU  nuin  aUemnl  ein  drltfrs  von  ihnen  ab" 
hängiges  Paar  coi^ngirier  Punkte  A'B'  durch  die  SchnittpHnkte: 

iAÄ%  BR)  —  X",      (ABy  BA')  —  B'. 

12.  Die  3  Puuktepaare  AB,  AB ,  A  B"  sind  die  3  Puar  Gegen- 
ecken eines  vollständigen  Yierseits,  welches  der  Ortscurve  eiubeschrie- 
ben  ist  und  ans  3  Paaren  conjugirter  Punkte  derselben  besteht.  Solche 
vollständige  Vierseite  lassen  sich  in  nnz&h liger  Menge  herstellen  dnrch 
successiTes  Verbinden  von  immer  2  Paaren  conjugirter  Punkte ,  die 
wieder  durch  neue  ersetzt  werden.  Andererseits  erhalten  wir  aus  dem- 
selben  Satze  eine  einfache  Gonstmctton  des  3*"  Schnittpunktes  der 
Onrve  mit  einer  Geraden,  welche  irgend  2  Punkte  AA  derselben  ver- 
bindet: Man  bestimme  nämlich  su  A  und  A  die  conjugirten  Punkte 
B  und  Bf  dann  ist  der  Schnittpunkt  {AAj  BB)  A**  der  gesuchte 
r*'"  Schnittpunkt.  Diese  ( 'Onstriiction  wird  nur  in  einem  Falle  illiLSO- 
risch,  wenn  nämlich  die  beiden  Curvenpunkte,  auf  deren  Verbindungs- 
linie der  3''  Schnittpunkt  gesucht  wird,  selbst  ein  Paar  conjugirter 
Punkte  AB  sind;  in  diesem  Kalle  werden  wir  uns  so  helfen:  »Sei  'C 
der  gesuchte  3'""  Schnittj»unkt  der  Verhindungsliuio  zweier  conjugirter 
INiiikte  A  11  mit  der  Curve  und  1)  der  conjugirte  Punkt  zu  dann 
hüben  wir  2  Paare  conjugirter  Punkte  AB  und  CD,  f'olglicli  nach 
dem  vorigen  Satze  ein  3""'  Panr,  in  wek^hem  die  4  Verl)in<hingslinien 
A('y  J!(',  AI),  BD  die  (  urvf  schneiden  müssen;  dieses  3''  Paar  ist 
al»er  oHenliür  nichts  anderes,  als  yi  und  />' selbst,  tolglich  müssen  AI) 
und  BD  Tangenten  an  der  Curve  in  A  und  B  sein,  weil  ihre  3'''" 
»Schnittpunkte  mit  A  und  B  zusainmenlalleu.  Hieraus  tolgt  einerseits 
die  O)n8truction  des  gesuchten  3*''"  Schnittpunktes  Ci  Mau  ziehe  in 
den  beiden  conjugirten  Punkten  A  und  B  die  Tangenten  der  Curve, 
welche  sich  in  einem  3^"  Punkte  derselben  D  treffen  müssen  und  be- 
stimme zu  D  den  conjugirten  Punkt  0,  welches  der  gesuchte  ist; 
andereiseita  folgt  eine  wichtige  Eigenschaft  irgend  zweier  conjugirter 
Punkte  des  Ortes: 

Die  Tangenten  in  jedem  Paare  von  conjtujirten  Piwkten  der  Curve 
sehneiden  eieh  in  einem  J^mkte,  «wleA^  sdbst  auf  ihr  Hegt;  oder  2 
conjugirte  Punkte  der  Curve  haben  allemal  denselben  Tangentialpnnkt« 
Diese  Eigenschaft,  welche  vorhin  nur  fdr  die  beiden  Bftittelpnnkte  der 
erzeugenden  Strahlsysteme  erkannt  war,  gilt  also  jetzt  allgemein  fOr 
jedes  Paar  conjngirter  Punkte. 
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13.  Aus  dem  aUgemeinen  Satze  in  11.  folgt  farner,  daaa,  wenn 
wir  iigend  einen  Punkt  Q  der  Conre  mit  einem  Ptoe  coiijugirter 
Pnnkte  AB  verbinden,  diese  Strahlen  der  Gor?e  zam  3**"  Male  in 
einem  neoen  Paare  coiyngirter  Pnnkte  %^  begegnen  rnttssen,  nämlich 
QA  in  %  und  QB  in      und  daaa  sogleich  der  Schnittpunkt 

auf  der  Curye  liegt  und  der  conjugirte  Punkt  zn  Q  ist.  Fügen  wir 
ein  beliebiges  2^  Paar  conjugirter  Pnnkte  J-'JET  hinzu  und  machen 
dieselbe  Construction,  so  schneiden  Q.^'  in  ^%  QB  in  und  der 
Schnittpunkt 

mu88  der  frühere  Punkt  TT  sein,  weil  es  zu  Q  nur  einen  ooiyugirten 
Punkt  TT  auf  der  Cunre  giebt.  Wir  haben  jetzt  durch  Q  2  Strahlen- 
paare,, anf  welchen  4  Paare  conjugirter  Punkte  liegen: 

AB-,  ABT-, 

Diese  Paare  lassen  sich  in  gewisser  Weise  zu  zweien  verbinden  mid 
dadurch  nach  dem  allgemeinen  Satze  neue  Paare  conjugirter  Punkte 
gewinn«!,  nämlich: 

AB  und  A'B 
und 

AB  und  ^'9' 
91®  und  A'B\ 

wir  erhalten  mithin  vermittekt  des  vorigen  Satzes  zunächst  4  neue 
Paare  coujugir^er  Punkte,  welche  mit  Q  verbunden  4  neue  Strahlen* 
paare  tiefern;  diese  gehören  offenbar  ein  und  demselben  Strahlsystem 
an,  welches  schon  bestimmt  ist  durch  die  beiden  ersten  Strahlenpaare; 
andererseits  haben  wir  anch  durch  TT  in  ganz  gleicher  Waise  2  Strahlen- 
paare,  welche  ein  Strahlsystem  bestimmen,  und  diesem  mfissen  eben- 
falls die  4  Strahlenpaare  angehören,  welche  nach  den  4  neuen  Paaren 
conjugirter  Punkte  hingehen.  Diese  Gonstruction  kann  man  nun  fort- 
setzen, indem  man  die  neu  gewonnenen  Paare  coiijugirkn-  Puukte 
zweckmäsog  zu  je  zweien  mit  einander  verbindet  oder  mit  den  früheren 
und  daraus  nach  dem  obigen  Satze  vriecter  neue  Paare  ableitet,  bis  ins 
Unendliche  fort.  Dadurch  erhält  man  in  (Ö)  und  (IT)  als  Mittelpunk- 
ten 2  Strahlsysteme,  welche  zunächst  nur  gewisse  discret  gelegene 
Strahleupaare  aufweisen,  aber  in  uiil)egreiizter  Anzahl.  Fasst  man 
die  Strahlenpaare  dieser  beiden  Strahlsystemo  als  entsprechend  aut  in 
der  Wei.se,  dass  je  2  von  Q  und  TT  nach  demselben  Paare  conjugirter 
Punkte  hingehende  »Strahlrnpaare  sich  entspreclien  sollen,  so  ist  leicht 
zu  erkennen,  dass  diese  lieiden  Strahlsysteme  (Q)  und  (TT)  in  projec- 
tivischer  Hezieluing  stehen;  sie  lassen  sich  nämlich  in  der  friVlier  an- 
gegebenen Weise  auf  2  Strahlbüschel  reduciren,  welche  pcrspectivisch 
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liegen;  bestimmt  man  zu  AB  und  dem  Sefamttpunkte  von  AB  mit 
Qlt  den  4*^  hannoniscben,  dem  letsteren  zugeordneten  Pankt  ar, 
ebenso  zu  A'S^  und  dem  Schnittpnnkt  {A'S^,  QTT)  den  zugeordneten 
4'*»  harmonischen  Punkt  n',  so  bestimmen  ««'  eine  Gerade  A,  welche 
der  perspectivische  Durchschnitt  jener  beiden  projectivischen  Strahl- 
büschel ist;  es  sind  nämlich  Q;r  und  TTä  die  respectiven  4'^'"  harnn>- 
uisehen  Strahlen  mit  je  2  entsprechenden  Strahlenpaaroi  der  Strahl- 
systeme (Q)  und  (TT)  und  der  Verbindungslinie  QTTj  wenn  wir  nun 
für  jedes  aus  zweien  neu  abgeleitete  .V'  Strub  leupaar  dieselbe  Con- 
struction  ausführen,  so  mnss  der  Schnittpunkt  zweier  solcher  4'*'  har- 
monischer Stralilen  tt"  iuuner  auf  derselben  Geraden  bleiben,  welche 
scliou  durch  7C  und  :i'  bestimmt  wird,  wie  dies  aus  dem  in  11.  an}»e- 
fülirteu  Saty.e  über  das  vollständige  Vierseit  folgt.  Da  liiernacb  die 
reducirenden  Strahlbüschel  pei-spectivisch  liegen,  no  müssen  die  Strahl- 
systeme (Q)  und  (TT)  projectivisch  sein  und  sich  in  halb  perspectivischer 
Lage  bctindeu;  sie  cr/A'Ugeii  mithin  nach  *J.  eine  Curve  .'V  "  Ordnung, 
weh  he  mit  unserer  ursprünglichen  Curve  unzählig  viele  l'unktenpiiure 
gemein  hat,  folglich  identisch  mit  ihr  zusammenfallt. 

Uicruach  haben  wir  folgendes  bemerkenswerthe  Resultat  ge- 
wonnen : 

Die  äwreh  2  projecHviache,  m  h(db-perspedkn8(^'Latfe  hefindliche 
StraiMsystBm  emugte  Ourve  3*^  Ordnung  heitUgi  die  Eufenschaß,  dass 
irgend  2  coftjugirie  Pmkte  derselben  (Us  Mittelpunkte  sweier  anderer 
erseugender  Sirahkyäeme  angenommen  werden  können ,  deren  ent- 
sprechende StrMenpaare  aüemdl  nadt  2  eonjugMen  Punkten  der  Ourve 
hingdien;  solche  2  SMdsgstetnc  heßtulen  siih  immer  in  prcjecthisdier 
Bezieh  un<j  inuJ  halh-pcrspedivisrhef  LagCf  so  dass  in  die  Ver^ndungS' 
Unie  der  MiUel^iktc  nlkmal  Tlwik  nifsprechnidi  r  Sfmhh  vpaare  hin^n- 
fallen,  deren  zugchöi  'uje  andere  Thrih  {Stnihlm)  sich  in  dem  gemein^ 
schiffJirhni  Tdiigentialpunkte  der  MUtdpunUU-  auf  der  Curve  atXbsH 
sch$iei</cn  und  die  Ourve  in  den  MHiclpunkttn  berühren. 

Hieraus  springt  die  Analogie  in  die  Augen,  wehdie  diese  Erzeu- 
gung der  Cur\'e  Ii*'"'  Ordiunig  mit  der  Erzeugung  des  Kegelschnittes 
durch  2  j>rujectivisclie  Strahlhüseliel  darbietet,  aber  aueli  der  Unter- 
schied, welcher  darin  Viesteht.  dass  die  Mittelpuiildt'  der  er/eugendeii 
*  Strahlsysteme  nicht  ganz  willkürlich  auf  der  Curve  augeuummeu  werdeu 
düiien. 

Wir  bemerken  noch  den  aus  der  vorigen  Untersuchung  tliesseudeu 

Satz : 

Zu  Jedem  Funkte  der  Curvt:  3'*  Ordnung  Q  grhört  >  iu  hisfivnnft  a 
tStrahlayskm,  welches  gebildet  wird  von  deti  Strnhlenpaurm ,  dir.  (ins  Q 
nach  admnM^ten  Paaren  eonjugirter  Futdde  der  Curve  hinlauft  n; 
jedes  Sirahlenpaar  des  dem  Punkte  Q  zugMrigen  Straldsgstctns  trifft 
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üe  Ourve  ausser  dem  einen  Paare  conjugirter  Punkte  AB  noch  in 
ehicm  2""*  Paare  wi^ugifier  Punkie  91^  md  der  &^niHpiiinkt  ihrer 
VerbmdmgOimen  {An,^W)-^x 

bewegt  sich  auf  eimr  yeradvu  Linie  A,  währetul  der  SdmiUpunJct 

(iJlenml  dcrsdhv  feste  Punkt  der  Curvo  bleibt,  welcher  der  conjugirte 
,  Punkt  zu  ß  ist.  Wir  köunen  uocli  hiDziiin^eu ,  iiidein  wir  jetzt  das 
Ergebnis«,  welches  in  10.  nur  für  die  beiden  anfänglich  als  erzeu- 
gende gewählten  Stralilsysteme  gult,  allgemein  aussprechen: 

Die  Gerade  A  trifft  die  Verbindungslinie  QTT  in  dem  3'"^'"  Srhnitt- 
punkte  mit  der  Ourcr^  dessen  conjugirter  der  gemeinscluittliche  'J'an- 
geiitialpunki  der  Mittelpunkte  der  erzeugenden  Strahlsysteme,  ist. 

14.  Sind  ABj  A'B',  A"B"  die  3  Paare  Gegeneckeu  eiueö  voll- 
siüudigen  Vierseits,  welches  der  Curve  einbeschrieben  und  aas  3  Paa- 
na  conjugirter  Punkte  besteht,  ao  wird  nach  lt.  das  irgend  einem 
Punkte  0  der  Gorve  zugehörige  Stralihiysteni  nicht  nur  die  3  Strahlen- 
pure  OA,  OSi  0A\  0B\  OÄ",  OB*  enthalten,  sondem  aach  jedes 
Tangentonpaar  aus  0  an  irgend  einen  Ki^lschnitt,  welcher  jenem 
vollständigen  Vierseit  einbeschrieben  weiden  kann,  mnss  ein  Strahlen- 
poar  des  dem  Punkte  0  nigehörigen  StrahlsyBtems  sein  und  umge- 
kehrt: Jedes  Strahlenpaar  dee  dem  Punkte  0  zugehörigen  Strahl- 
systems muss  ein  Tangentenpaar  eines  gewissen  Kegelschnittes  der 
Schaar  sein,  welche  dem  Vierseit  AB,  A'B',  A'B^'  einbeschrieben  ist. 
Fassen  wir  nun  ein  2''^''  Vierseit  derselben  Art  auf  A^B^,  -^\P\\ 
A^"B^",  welches  durch  2  willkürlich  auf  der  Curve  gewählte  Punkte 
A^A^'  schon  vollständig  bestimmt  wird,  so  gilt  anch  für  dieses  die- 
selbe Eigenschaft. 

Ein  Kegelschnitt,  welcher  die  Seiten  des  ersten  Vierseits  berührt 
und  zugleich  eine  Seite  des  2'*"  A^A^'A^"  zur  Taugente  hat,  so  dass 
er  durch  diese  f)  Tängenteu  gerade  bestimmt  wird,  muss  auch  die 
übrigen  Seiten  des  2''"  Viurseiis  berühren ;  denn  das  Tangeuteupuar 
au  ihn  aus  irgend  eiiit  in  L'uukt»'  ()  der  Curve  ist  ein  Strahlenpaar  des 
dem  Punkte  O  zugehörigen  Stralilsystenis,  folglich  auch  ein  Tangenten- 
paar eines  gewissen,  dem  2''"  Vierseit  einheschriebenen  Kegt  lsihnittes 
und  dasselbe  gilt  für  irgend  einen  2"""  Punkt  (>'  der  Curve-,  durch  die 
beiden  Tangentenpaare  aus  O  und  ()'  und  eine  Seite  A^A^'A^"  dcj^ 
Vierseitä  ist  aber  dieser  Kegelschnitt  der  dem  2'"'  Vierseit  einbesclnie- 
benen  Schaar  ▼ollstaudig  bestimmt  imd  füllt  mit  dem  vorigen  zusam- 
men; wir  erhalten  daher  folgenden  Satz: 

Eat  man  irgend  2  vollständig  Vierseite  der  Curve  Ordnung 
etufteMAriefte»,  deren  Paare  van  Oeffenedeen  conjugirte  Funkte  der  Curve 
sind,  so  heriShren  die  8  Seiten  dersdben  einen  und  denselben  KegdsduUtL 
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Hieraus  ergiebt  sich  zwisclien  deu  uueudlicb  vielen  Kegebchnitt- 
scliaareu,  welche  jeuen  Vieneiteu  AB,  AB',  Ä'B"\  A^Bi  ...  eiu- 
Ijescliriebeu  werden,  kennen,  ein  eigenthüra lieber  Zusammenhang  der 
Art,  (Uiss  je  2  dieser  bduxnrm  allemal  einen  gemeinschaßlichcn  Kegel- 
scJmiU  haben  und  hieraus  geht  hervor,  dass  die  Kegebchnitte  sämmt- 
licher  Hchaaren  ein  (Jebilde  conslituiren,  welches  jwlar  gegenübersteht 
dem  Kei^clscbnittnetze  (Htoi ii er "s  VorlesungeJi  IT.  §  02.)  und  ein 
KrtfrhvhuifUjcWvhc  ireiiannt  werden  soll;  in  der  Tliat,  nehmen  wir  2 
beiiebigf  Kegelschnitte  des  liewel)es  heraus,  ,Si  und  ii',  welche  eine 
Schaar  (ü,  >i  ]  bestimmen  und  ausserdem  irgend  einen  der  .Schaar  nicht 
angehörigen  KcL^elsclinitt  it,  des  (uwebe.s;  sei  ferner  Six  t?in  ganz 
willkürlicher  Kegelschnitt  de.s  Gewel)es,  dann  werden  auch  i?,  und 
5l\r  eine  Scbaar  bestimmen,  welche  dem  Gewebe  angeliint  und  die 
beiden  Schaaren  [ÄW]  und  müssen  nach  deui  vorigen  Satze 

eiuen  gemeinschaftlichen  K^elschnitt  K  haben  j  folglich  wird  auch 
umgekehrt,  wenn  wir  St^  festhalten  und  den  Terfinderlieheu  Kegel- 
schnitt K  die  ganse  Schaar  \^x,  k']  dordüaufen  lassen,  in  der  durch 
K  und  $tx  bestinimten  yerttuderUchen  EegelschnittBchaar  jeder  Keg^- 
schnitt  des  Gewebes  enthalten  sein.  Diese  Erzeugung  des  Kegd- 
Schnittgewebes  ist  aber  genau  die  polar  gegenOberstehende  der  Er- 
zeugung des  JCegelschnittnetses  (1.  c.  Seite  546).  Femer  folgt  nun 
aus  der  Theorie  der  Tripeleurve,  dass  die  ?on  s&nuntlichen  gemein- 
schaftlichen Tripelstrahlen  je  zweier  Kegelschnitte  des  Gewebes  om- 
hfiUte  Curre  (das  polare  Nebengebilde  der  Tripel  curve  eines  Netaes) 
eine  Curve  3**'  Glasse  ist,  welche  wir  jTr^ieMraMefWKn»  nennen 
wollen. 

Die  gemeinschi^tUcben  Tripelstrablen  aller  jener  Kegelschnitt- 
schaareu  des  Gewebes  sind  aber  identisch  mit  den  Diagonalen  aller 
jener  vollstiindigcn  Vierseite  AB,  A  B ,  A"B',  d.  h.  die  Verbin»huigs- 
b'nien  von  Paaren  conjugirter  Punkte  der  urspränglicheu  Curve  O^'j 
wir  haben  also  das  Ergebjuss: 

Bio  Vcdnnduufjslinien  aller  Baarc  conjiujirhr  BnuhU  un^a  t  rr  Cunr 
HwhtUhn  cini  Cnrcc  H'  "  Classc         u  tkhc  als  Trip  Isfi  tililritcuric 
i  nns  Ki(/'ls(  li)ii(t(jctccb€s  (lu/frift,  das  von  den  KtyilscJuii/d  u  ;/ii)ihh  ( 
wird,  dtc  allen  obigm  Vicrseilen  AB,  A'B,  A"B'  einbeschrichcn  werden 
kihmen. 

15.  Ninmit  man  eine  dem  (Jewebe  angehörige  Kegelschnittschaar 
iieraus  und  legt  aus  einem  beliebigen  Punkte  0  der  Curve  die  Tau- 
geutcnpaare  an  die  Kegelschnitte  der  Schaar,  so  bilden  dieselben  das 
dem  Punkte  0  sugehQrige  Strahlsystem  j  nehmen  wir  den  oonjugirten 
Punkt  P  zu  0  und  legen  ebenfalls  aus  P  die  Tangen  ton  [)iiare  an 
dieselbe  Kegelschnittschaar  des  Gewebes,  so  erhalten  wir  das  dem 
Punkte  P  zugehdiige  Strahlsystem  in  Bezug  auf  die  Gurre;  es  ist 
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nuu  leicht  zu  erkenjien,  dass  diese  berden  Strahlsyt^tcme  in  prcvj^ 
tivisch«  Beziehung  und  halb-penpeetiTis^er  Luge  sich  befinden ,  8o- 
bald  man  je  2  Taugenieupaare  ans  ü  und  P  au  denselben  Kegel- 
flchnitt  der  Schaar  sich  entsprechen  lässt.  Dies  geht  nämlich  uumittelbar 
daraus  hervor,  das«  die  Pole  einer  Geraden  (OP)  in  Bezug  auf 
rilmmtliche  Kegelschnitte  einer  Schaar  sich  auf  einer  neuen  (conjugir- 
ten)  Geraden  (L)  befinden;  sei  c  der  Pol  von  0  in  He/ug  auf  einen 
Kegelschnitt  der  Schaar,  so  wird  das  Tangentenjtaar  aus  O  an  den 
Kegelschnitt  harmonisch  getrennt  durch  die  IStrahlen  OP  und  Ox, 
ebenso  das  Tangentenpaar  aus  P  an  denselben  Kegelschnitt  harmo- 
nisch getrennt  durch  PO  und  Pa;;  da  nun  x  die  Gerade  L  durch- 
läuft, so  beschreiben  Ox  und  Px  2  projectivische  Strahlbüschel  in 
perspectivischer  Lage,  folglich  die  Tangentenpaare  aus  0  und  P  an 
die  Kegelschnitte  der  Schaar  2  projectivische  Strahlsysteme  in  halb- 
perspectivischer  Lage,  die  erzeugenden  beiden  Strahlsysteme  (0)  und 
(P)  für  die  OuTfe  3**^  Ordnung.  Wir  können  hiernach  folgende  neue 
Braeugungsart  der  Our?e  3^"^  Ordnung  aussprechen: 

Le0  man  am  2  hOU^ngm  iMfcfe»  0  vnd  P  der  JEbene  die  Tan^ 
genieHpaare  an  s&mmUidte  KegdsdmUle  einer  Sekaar,  so  ergeuffen  die 
4  SehgMpmikte  je  jneeier  an  denedben  KegMhnUt  gde^en  Tangenten^ 
paare  eine  Cnrve  3**^  Ordnung,  für  wMe  sowohl  die  beiden  MiltMr 
fionkie  0,  F,  als  anuh  jedes  Sdmit^pnnklspaar  enisgprecJmder  Tangenten- 
paare  eonj^girte  Fwnkte  sind,  Oder  auch'so: 

Hat  man  irgettd  mmen  Vier  seilen 'AB,  Al'B,  Ä"B"  ttml  AfB^, 
Ai"Bx',  deren  GfycnecJccn  Paare  conjugirtcr  Punkte  einer  Curvc 
Ordnung  sind,  2  beliebige  Kegelschnitte  einbesehrieben,  so  bildm  die 
4  gemeinsehaftUckcn  Tatigenten  derselben  ein  neues  Vierseit,  dessen  3 
Paar  Gegenecken  ebenfalls  conjugirte  Punkte  der  Curve  sind. 

Dies  lässt  sich  noch  allgemeiner  so  ausdrücken,  dass  man  sagt: 
Die  gemeinschaftlichen  Tangenten  je  zweier  Kegelschnitte  eines  Ge- 
webes bilden  vollstäntlige  V'ierseite,  deren  Paare  von  Gegenecken  immer 
conjugirte  Punkte  ein  und  derselben  Curve  3'"  Ordnung  sind.  2^ach 
dem  Obigen  lässt  sich  auch  der  Satz  aussprechen: 

Ih  r  Ort  eines  Punhie-s ,  für  ivekhen  die  3  Tange tUenpaare  an  3 
beliibig  gegebene  KegelseJuiiKe,  die  nicht  derselben  SeJuuir  angcMiren, 
in  Involution  steJien  {oder  de/nselbvn  Strahlsifsteme  augehören) ,  ist  einr 
Curve  3'"'^  Ordnung  O^',  deren  zugehörige  Cagley'sehe  ii'-"  die  Tripel- 
slraläenvurve  demjenigen  KegelsehniUgewebes  ist,  weldies  die  3  gegebenen 
Kegelschnitte  bestimmen. 

16.  Yerbbidet  man  irgend  ein  Piunr  conjugirtcr  Ponkte  OP  der 
Curve  m  einer  Tangente  der  Gur?e  Sl^,  so  ist  nach  dem  Vorigen 
die  GenMle  L,  welche  als  perspectivischer  Durchschnitt  derjenigen 
beiden  StrahlhÖschel  auftritt,  auf  welche  die  eneugenden  Strahlsysteme 
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(0)  und  (P)  veducirt  werden,  gieiohseitig  die  oonjugürte  Ghsnde  zu 
OP  in  B^g  auf  jeden  Kegelielaiitt  des  Gewebes;  wie  wollen  2  eolebe 
Gerade  wie  OP  und  L  2  conjugirie  Sfrahlm  des  Getcehcs  oder  2  am- 
jiKjirUi  Tanycufcn  ihr  Cuno  ^^^^  nennen,  denn  es  ist  klar,  dass  auch 
die  Gerade  L  eine  Tangente  von  sein  oder  2  conjugirte  Punkte 
von  CP^  verbinden  muss;  ist  nämlich  Ii  der  Schnittpunkt  von  OP 
mit  Lf  so  liegt  dieser  (13.)  auf  der  Curve  C*'  und  das  ihm  zuge- 
hörige Strahlsystem  liat  den  Strahl  Z/OPzu  einer  Asymptote  (Doppel- 
strahl)', die  andere  Asyinittote  rauss  mithin  der  4'*'  hannonisclie  vStrahl 
zu  diesem  sein  mit  ir;?eiid  einem  andi-ren  Stralilenpaur  zusammen  und 
du  die  Diapfimaleu  eines  heliehifi^en  \  lurseits,  dessen  eines  Paar  Getren- 
ecken  OP  ist  und  dessen  Seiten  von  2  entsprechenden  Strahleupaareu 
der  erzeugenden  Strahlsysteme  (O)  und  (P)  gebildet  werden  (nach  13.) 
sich  auf  L  schneiden,  so  folgt  aus  den  harmunischen  Eigenschaften 
des  V^ierseits,  dass  L  die  andere  Asymptote  des  dem  Punkte  21  zuge- 
hörigen Strahlsystems  ist.  Wir  können  dies  Ergebniss  so  ausdrücken: 
Zu  jedem  Funktti  der  Curve  3<*^  Ordfnmg  O^^  gMiri  ein  bestimm' 
tes  StraUstfskm^  dessen  Straihknpaare  nach  sämmfUdtm  Feusrm  eot^ 
jmjn  ter  Fmkk  der  Curve  hmgdim;  die  C^esammiheü  der  ÄsjfmpMem 
{Doppdstrdidm)  dieser  SMUsjfsteme  umhiUU  eine  Curve  3^  CSafp  ft^ 
und  die  leiden  AsifmpMen  emes  sdfdim  Strdldsi^fiems  sind  äü/smal  etm' 
ßiffirte  TangenUen  der  Curve  99^^  d,  K  eonju^irU  StroMen  in  Besug 
auf  aUe  KegdsehmUe  des  Gewdtes,  als  deeeen  TripMraMemurve 
außriü. 

Die  Curve  ^>  kann  daher  auch  als  der  Ort  einer  solchen  Ge- 
raden aufgefasai  werden,  deren  Pole  in  Bezug  auf  irgend  3  nicht  der- 
selben Schaar  angehörige  Kegelschnitte  (durch  welche  das  Gewebe 
vollständig  bestimmt  wird)  wieder  auf  einer  Geraden  liegen  und  solche 
2  Gerade  sind  conjugirte  {Strahlen  in  Bezug  auf  alle  K^elschnitte 
des  (lewebes. 

17.  Denken  wir  uns  irgend  eine  Tangente  der  (Jurve  H'",  d.  h. 
die  Verliiiidungslinie  zweier  conjugirter  l'unkte  OP  der  Curve  T'*-** 
und  verl)inih'n  wir  irgt'ud  einen  Punkt  A'  der  Curve  C'"'  mit  (>  und  /*, 
SU  werden  X(f  und  XP  2  conjugirte  Strahlen  des  Straidsystems  sein, 
welehes  dem   1 'unkte  X  in  Hezug  auf  die  Curve  zugehört.  Die 

Asyniptnten  dieses  Strahlsystenis  werden  aber  liarnionisch  getrennt 
durcii  das  Straldenpaar  XO,  XP;  also  auch  nmgt.'kehrt:  Die  Puukte 
0  und  P  werden  liarnionisch  getrennt  durch  «las  Asymptoten  paar  des 
dem  willkürlichen  i*unkte  X  der  Curve  zugehörigen  Strahlsystenis, 
oder,  was  dasselbe  ist,  durch  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  des  Ge- 
webes.  Wir  haben  daher  folgenden  8ats: 

Auf  jeder  Tangente  der  Curve  bestimmen  die  sämmüiehen 
Paare  conjugirter  Strahlen  des  Qeiiodtes  Punktenpaare,  ivMe  ein 
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Rmläsifdem  hüdm;  die  AsympMeiipiMkte  (Bcpp^ninkie)  dieses  FunU- 
sifslems  SM  ein  Paar  cmjti^irtcr  Punkte  der  Curve  G^^K 

Fassen  ^v^r  nun  2  conjugirte  Strahlen  des  Gewebes  oder  2  con- 
jugirte  Tiuigenten  der  Curve  ins  Auge,  jede  mit  dem  uuf  ilir  be- 
findlichen Punktsysteme,  deren  Asymptntfniiunkte  OF  und  O'P  seien; 
der  Schnittpunkt  beider  heisse  JK;  er  hegt  auf  der  Curve  und  hat 
die  beiilen  Strahlen  zu  Asymptoten  des  ihm  zugehörigen  Strahlsystems; 
der  conjugirte  Funkt  /u  7/  auf  der  Curve  6'<-''  sei  S  und  es  werden  Ii 
und  S  durch  jedes  Paar  cojijagirtor  Strahlen  harmonisch  getrennt. 
Wir  können  mm  die  l>L'ideii  aut  den  Trägern  OF—l  und  0'P'=:l' 
Ijelindlichen  Punktsysteme  in  der  Weise  zu  einander  in  Beziehung 
setzen,  dass  wir  als  entsprechende  Punktejipaarc  derselben  allemal 
solche  avilYassen.  welche  durch  ein  und  dassell)e  beliebige  Asymptoten- 
juuir  auf  ihnen  ausgeschnitten  werden;  dann  zeigt  es  sich,  dass  die 
beiden  so  auf  einander  bezogenen  Punktsysteme  der  Träger  /  und  /' 
in  prujectivischer  Beziehung  stehen  und  iu  dem  Schnittpunkte  ihrer 
T»ger  Punkte  zweier  entsprechender  Punktenpaare  vereinigt  haben. 
In  der  That,  nnd  m  und  m'  irgend  ein  Paar  conjugirter  Tangenten 
der  welehe  rieh  in  o  und  die  beiden  Träger  2  nnd  t  in  ent- 
spredijenden  Ptoren  conjugirter  Punkte  der  auf  ihnen  befindlichen 
PnnkiBjsteme  treffen,  so  mtlssen  m  und  m'  durch  B  und  8  harmonisch 
getrennt  werden ,  d.  h.  iS  Uegt  auf  dem  4*^  hamonifchen  Stnhl  zu 
mm  und  oB,  d.  h.  wenn  wir  von  dem  Schnit^unkt  B  der  beiden 
Träger  den  4'«"  harmonischen  Punkt  nehmen  in  fiemg  auf  je  2  ent- 
sprechende Ptaktenpaaxe  der  beiden  Punktsysteme ,  so  liuft  die  Ver- 
Ündungslinie  dieser  4^  harmonischen  Pimkte  durch  einen  festen 
Punkt  5.  Verändern  wir  also  das  Paar  mm*,  so  durchlaufen  jene 
4>«>  harmonischen  Punkte  einfache  Puuktreihen,  auf  welche  die  Punkt* 
Systeme  reducirt  werden,  und  da  diese  einfachen  Punktreihen  perspec- 
tivisch  liegen,  indem  ihr  Projectionspnnkt  8  ist,  so  müssen  die  beiden 
Punktsysteme  selbst  projedivisch  sein  u^d  in  halb-perspectivischer 
Lage  sich  befinden. 

Wir  haben  nunmehr  einen  Kreis  der  Betrachtung  geschlossen, 
indem  wir  wieder  zuriickgekoninien  sind  zu  derjenigen  Erzeugungsart 
der  Curve  3'''  Classe,  welche  p(dar  gegeiiiil>ersteht  der  Erzeugujigsart 
der  C'urve  '.V'  '  Ordnung,  von  welcher  wir  ausgingen,  so  dass  wir  i'innial 
ftir  die  Curve  ^i'^'^  ohne  Weiteres  die  polaren  Eigenschatten  von  allen 
denjenigen  als  gültig  aussprechen  dürfen,  welche  wir  ))isher  tiir  die 
Curve  bewiesen  haben ,  anderseits  aber  auch  die  Curve  (7*^^  als 

identisch  mit  der  Tripeleurve  eines  Kegelschnittnetzes  nachgewiesen 
haben  und  den  Zusammenhang  der  beiden  Curven  C*'^  und  JC^*  als 
den  der  Hesse  scheu  und  Cuyley 'scheu  erkennen.  Wir  können  also 
folgende  Satze  aussprechen: 
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Hat  man  2  projcdivi^the  Punktsystenu  ,  hei  ivckJum  in  dem  Schnitt- 
punkte ihrer  Tnigtr  Funlte  zweier  cntsprechetulcr  Faare  vereinigt  sind, 
so  erMeugen  dieselben  eine  Curve  3'**'  Glosse  indem  die  Verbindungs- 
linien je  zweier  entsprechender  Funkictipaare  wnd  ffii,  also  die  Ge- 
raden xy,  Irj  und  xtj,  ly  allemal  2  Paare  e(mju0irter  Tangenten  die- 
ser Curve  jl''^  ,s'/w//.  Ferner: 

Hat  man  irgend  2  Paare  conjugiticr  Tangenten  dieser  Curve 
so  bastinuncn  dieselben  als   2  Paare  Gegenseiten   eines  vollständigen 
Vierecks  aufgefasst  ein  'V*""  Paar  Gegenseitetif  wekiie  ebenfails  ein  Paar 
conjugirter  Tangenten  der  Curve  sind. 

Zwei  conjugirte  Tangenten  der  Curve  haben  allemal  die  Etgert 
se/iaß,  dass  die  Verbindungslinie  ihrer  Berührutigsjpwikte  selbst  eine 
Tangente  von        ist  u.  s.  w. 

18.  Die  Tangente  in  irgend  einem  Punkte  0  der  Curve  6'^^'  ist 
bekanntlich  derjenige  Strahl,  welcher  in  dem  zugehörigen  Sirahl- 
systeme  (0)  der  2^*  Theil  des  Strahlenpaaree  ut,  ▼on  dem  OP  ein 
Thett  (wenn  P  den  conjugirten  Punkt  su  0  auf  der  Gorve  C^^  be- 
deutet); die  Tangente  in  0  and  OP  werden  daher  harmonisch  getrennt 
durch  die  beiden  Asymptoten  des  Strahkysiems  (0);  wir  können  also 
auch  die  Tangente  in  0  so  constmiren,  dass  wir  die  beiden  Asym- 
ptoten des  StndUsysiems  (0)  herstellen,  den  cotgogirten  Punkt  P  mit 
0  verbinden  und  den  4***  harmonischen  Strahl,  der  dem  letsteren  su- 
geordnet  ist,  aufsuchen;  diesw  ist  die  gesuchte  Taugente.  In  analoger 
Weise  wird  für  die  Curve  Ä^'^  der  Berührungspunkt  auf  jeder  Tan- 
gente gefunden;  ist  nämlich  diese  Tangente  die  Verbindungslinie  der 
conjugirten  Punkte  OP  und  schneidet  sie  die  Curve  zum  ■'>'  "  Male 
in  so  ist  der  zugeordnete  4'"  harmonische  Punkt  T  vn  U  und  OP 
der  gesuchte  Berührungspunkt. 

Dies  vorausgeschickt,  können  wir  nun,  da  jedem  Punkte  der  Curve 

ein  bestininites  Strahlsystem  zugehört,  nach  solchen  l\mktcu  / 
derselben  fragen,  für  welche  das  zugehörige  Strahlsystem  insbesondere 
ein  paraboliselies  wird,  d.  h.  ein  Strahl.systeni,  dessen  beide  Asymptoten 
zusammenfallen;  sei  t  ein  solcher  Punkt  und  die  beiden  Asymptoten 
des  zugehörigen  Strahlsysteras  in  die  eine  (Jerade  t  v  iv  zusammen- 
gefallen, wo  V  und  10  conjugirte  Punkte  der  (  -urve  sein  müssen ;  sei 
l'erner  u  der  conjugirte  Punkt  von  t,  also  uv  und  uw  die  Tangenton 
in  V  und  w,  dann  wird  die  Taugente  in  t  die  zugeordnete  4'^  harmo- 
nische sein  müssen  zu  und  den  beiden  Asymptoten;  da  diese  beiden 
aber  zosammenfatten,  so  muss  auch  die  4*°  harmonische  hineinfallen, 
d.  h.  tvw  muss  Tangente  in  i  aeb;  folglich  moss  o  mit  t  zusammen- 
fallen und  daher  n  mit  w\  anderseits  ist  aber  auch  tvw  eine  Tan- 
gente Ton  St^^  nnd  ihr  BerOhrongspunkt  der  4^*  harmonische  Punkt 
zu  t  zugeordnet;  da  nun  t  nnd  v  zasammenlallen,  so  muss  dieser  4** 
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liarjnoiiische  Paukt  auch  hmeinfollen;  es  kt  also  der  Punkt  t  gldcb- 
zeitig  ein  Punkt  der  beiden  Curven  C^"  und  und  die  Tangente 
in  t  gleichzeitig  eine  Taugente  für  beide  Curven;  da  nun  eine 
Onm  3""^  Classe,  also  allgemein  6^  Grades  ist,  mithin  18  Schnitt- 
ponkte  mit  C^^  haben  mtus,  welche  paarweise  in  den  Punkten  t  %u- 
aammenfallen y  so  haben  wir  dies  £rgebniss: 

JJas  einem  jrclrtt  Tunlik  der  Curve  C^')  et^ehorige  Sfrohlstfsfcm 
Icann  insbrsondae  dnuil  ein  parabolisches  tverden  uml  zwar  iffsrhicht 
dies  in  dnijmiyen  ü  Funkten  t,  in  welchen  die  Curven  C^^^  Ufui  H^**^ 
skli  schneiden  und  gleichzeitiii  hcrühren. 

Ferner  folgt,  da  uu'  schon  von  selbst  eine  Taugente  der  Curve 

in  ir  isi  und  für  d(Mi  lM-s(»nil<'ren  Punkt  /,  desson  .Strahlsysteni 
t-ui  paniluilisLln'S  wird,  nicht  allein  /  mit  r,  sondern  auch  n  mit  iv 
zusaramenlallt,  ilass  dio  Tangente  in  w  '6  /usammenfallende  Punkte 
mit  der  Curve  C'*'  gemein  haben  muss,  also  eine  VVeudetaugeute  und 
IC  ein  Wendepunkt  der  Curve  C('>  ist;  wir  haben  daher  das  Resultat: 

Die  Tangenten  m  üm  besonderen  9  Pmnkten  t  at^eiäen  die  Cnrve 
C'<'>  in  neun  3^  SekniUpunkten  w,  wdches  die  Wendepunkte  der 
Curve  sind. 

Anderseits  folgt  fElr  die  Cunre  3**'  Olasse  St^^,  welche  in  jedem 
Punkte  i  2  zusammenfallende  Tangmiten  besitzt  und  daher  noch  eine 
dritte  durch  diesen  Punkt  gehende  Tangente  haben  muss,  das  polar 
gegenflberstehende  Ergebniss  von  selbst: 

Aus  jedem  der  Hesonderen  9  Punkte  t  lässt  sieh  nocA  eine  3"  Tait- 
gente  an  die  Curve  legen;  diese  9  Tangenten  sind  die  JZüdkfteftr« 
iangnit^m  der  Curve 

Eine  zweite  der  vorigen  nahestehende  Frage  ftndet  ihre  Beant- 
wortung in  dem  ersten  Theilc  A.  unserer  Betrachtungen;  wir  können 
nSnilich  fragen: 

Giebt  es  Punkte  auf  der  Curve  C'^^',  für  welche  das  zugehörige 

Strahlsystem  ein  hyperbolich- gleichseitiges  wird? 

Denken  wir  uns  ein  beliebiges  vollatäiuliges  Vierseit  AJ>,  Alf, 
A"JY'  der  Curve  6'<"  'Mnlieschrieben,  dessen  3  Paar  (Jegenecken  Paare 
coujugirter  Punkte  der  Curve  siiul,  so  erhalten  wir  das  irgend  einem 
Punkte  X  derselben  zugeh(>rige  Stralilsystem,  indem  wir  X  niit  AB, 
A'Jff  A'Ji"  durch  Straiileiijiaare  verbinden.  Nun  ist  (nach  A.)  der 
Ort  eines  Punktes  Y,  für  welchen  die  Htrahlenpaare  YA,  YB\  YA\ 
YB'\  YA  'f  YB"  ein  hyperbolisch -gleichseitiges  ätrablsystem  con- 


*)  Bieidurch  berichtigt  sich  ein  in  Steincr's  Vorlesungen  II.  S.  553  von 

mir  begaiigenor  Irrtlmni,  deu  zu  verbessern  ich  die  (irlf^ciiheit  ergreilo.  Der 
dort  begangene  Fehler  beruht  aut  einer  falschen  Auflassung  des  Uubergiingeü  zur 
Grenzlage,  wie  leicht  m  erimmen  ist. 
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stituireii,  «nne  gewisse  Curvc  3'  "  Ordnung  (IJrenn|uuiktacurvu),  welche 
mit  unserer  C'^'  iius.ser  den  (5  Ecken  des  vuUstiindigen  Vierseits  im 
Allgemeinen  nur  noch  3  Punkte  gemein  haben  kann,  welche  bekiinut- 
lieh  so  liegen  mUsäeu,  dass  sie  mit  je  3  nicht  auf  einer  Seite  des  voll- 
ständigen Vienelis  befindlieben  Ecken  desselben  anf  je  einem  Kegel- 
schnitt gelogen  sind.   Wir  schliessen  also : 

JBs  giebi  im  Aügemeinen  auf  einer  Omve  3  Pmnikle  vo»  der 
Art,  dass  «He  ihfien  eus^s^&rige»  SMUaysteme  hypcrboliaeh'gleidaeUiff 
werden. 

Die  analogen  besonderen  F&lle  fflr  die  Gurre  it^,  welche  ans  der 
polaren  Nebenbetrachtong  sich  ergeben,  brauchen  nur  angedeutet  su 
werdm: 

Es  gieU  9  besondere  Tangenten  T  der  Ourve  $t^^,  ßr  tßdcke  das 
auf  ihnen  hcßndlichey  der  Gurt»  ßugehÖrige  Funktsgstcm  ein  parabolisches 
wird;  dies  sind  die  Tmujrnfm  in  dm  (Aigen  Pmdckn  tf  in  wdchen  die 
beiden  Curvcn  Ä<*>  und  C*-^  sieh  berühren. 

Soll  ein  Punktsystem  ein  liypprl>olisch- gleichseitiges  werden,  so 
miiss  ein  Asymplolenpunkt  im  Uneudliehcu  liegen;  da  nun  die  Ourve 
C^^)  im  Allgenieinen  '.\  uiumdlieh  entfernte  Punkte  hat,  deren  con- 
jugirtt!  3  bestimmte  Punkte  sind,  so  folgt: 

Es  gictd  3  hcstmdcrv  Tangenten  der  Curvt  Ä{<-'>,  für  vfdche  dus  auf 
ihnm  hcpndiirhc  dir  Cnrvr  zugehörige  l'unlisjfsfrm  ein  hfjperhtdisth- 
(f1f'irhsrffi(/(S  wird;  dirsr  sirul  dm  3  Asymptoten  dir  Cnrvc  C''*"  parallrl 
und  (/rhni  dwrrh  die  dm  immdUdi  cntfvrtUt'n  l*unlUvfi  der  ktskren 
cmjnijirtm  Pmiktc. 

19.  Wir  können  nun  aueb  für  die  durch  2  projectivische  Strafal- 
systeme  in  lialb  perspectivischer  Lage  erzeugte  Uurve  3'''  Ordnung 
das  Kegelschnittnetz  herstellen,  dessen  Tripelcurve  sie  ist,  imlem  wir 
die  polare  ( 't)Ustruction  von  derjenigen  au.->füliren ,  ibirch  welciie  wir 
aus  dem  Kegelsclinittgewebe  /in*  Curve  gelangten. 

Verbinden  wir  irgeml  2  LM)njugirte  Punkt»-  OJ'  der  Curve  C^"  zu 
einem  »Strahle  /=  0  J*,  so  giebt  es  einen  bestimmten  zu  /  con  jugirleji 
Strahl  /',  den  mau  entweder  dadurch  linden  kann,  dass  man  den  3'*" 
Schnittpunkt  M  von  OP  mit  aofisucht  und  von  dem  Strahlsystm 
{Ii),  welches  diesem  Punkte  zugehiM  und  dessen  eine  Asymptote  { 
ist,  die  andere  Asymptote  T  ermittelt,  oder  auch  dadurch,  dass  man 
0  und  P  als  die  Mittelpunkte  zweier  die  erzeugenden  Strahl- 
Systeme  auffasst  und  'für  jedes  Paar  von  entsprechenden  Strahleu- 
paaren,  welche  sich  in  2  Paaren  conjugirter  Punkte  AB,  '^iit^  schnei- 
den, die  Verbindungslinien  A  Jl  und  \H'i^  zieht  und  ihren  Schnittpunkt 
{AJi,  ^ilib)  |>  verfolgt,  weldier  die  gerade  Linie  l'  durchläuit. 
JNimmt  man  von  den  uuzüülig  vielen  in  solcher  Weise  ermittelten 
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conjugirtcn  Strahlenpanren  irgedd  2  henoB,  l  und  t,  m  und  m',  und 
bestimmt  die  4  Schnittpunkte: 

(Z,  «•),  (I,  m-),  (r,  m),  (r,  «t'), 

so  gehört  das  KegelächuittbUschel ,  welches  allemal  durch  4  solche 
Punkte  als  Qruudpuukte  gelegt  weiden  kann,  ein  und  demselben 
Kegelschnittnetse  au,  dessen  Tripelcnrre  die  ursprüiigliche  C^^  ist 

Von  einem  solchen  voUstindigen  Viereck,  welches  aus  2  beliebigen 
Paaren  co^jugirter  Strahlen  als  2  Paaren  Ton  Gegenseiten  It,  mm 
bestimmt  wird,  liegen  nicht  nur  die  beiden  Diagonalpunkte: 

{If  t)  und  (m,  m') , 

sondern  auch  der  3*'  Diagonalpunkt: 

{{Im,  r»H'),    {hn,  ml')] 

auf  der  Curve  C'^>-,  denn  diese  2  Paare  coujugirter  Siralden  bestim- 
men nach  17.  ein  3''""  Paar  conjugirter  Strahlen: 

{Im,  l'ni')    und    (/>«',  niT) , 

deren  Schnittpunkt  also  auch  auf  der  <  'urve  3'''  Ordnung  liegen  muss. 
Die  3  Diagonalpunktc  eines  solclien  vollständigen  Vierecks  sind  aber 
f»in  gemeinschaftliches  Tripel  fllr  das  Kegelschnitthiischel  des  Netzes 
und  <i!i    Cum  ist  dnlur  amh  der  Ort  aller  ytmmnscItafUicftm 

TrijH-lpKnLir  für  jr  2  Ki  </<  fsrhnitfc  (trs  Nt  tz(s. 

Bemerken  wir  «'udlich  noch,  dass  irgend  ein  Paar  cunjugirter 
Punkte  oj)  der  ('iirve  ('*-^>  s«»wt»hl  durcii  das  Asyiuptotenpaar  //',  als 
auch  durcli  das  As}  inptotenpaar  mm'  harmonisch  getrennt  werden 
muss,  so  folgt;  dass  op  ein  Paar  conjugirter  Punkte  sein  muss  in 
Bezug  auf  alle  Kegelsehnitte  des  vorigen  Bflschels,  d.  h.  die  Polaren 
von  o  sftmmtUeh  durch  p  laufen  und  umgekehrt;  dies  gilt  aber  für 
alle  Obrigen  Kegelschnitte  des  Netses  in  gleicher  Weise  und  wir  sehen 
daher,  dass  mteere  Chwve  ers^ieint  als  der  OH  aller  solcher  Pmikle 
0,  deren  l^ikure»  m  Bemig  auf  3  nuM  dems^ben  Büadiel  angehörige 
Kty/Isrhuittf^  (welche  daa  Netz  (fnunlt  hesHmvnu)  iJnrth  em  wnd  den- 
srjhrn  FmiH  p  laufen.  Hierdurch  ist  nun  die  Identität  von  mit 
der  Tripelcurve  vollständig  nachgewiesen. 

Von  hesondefer  Art  wird  das  Kegelschnitt  netz,  dessen  Tripelcurve 
die  in  dem  erst^Mi  Theile  A.  von  uns  betrachtete  lirennpunkts(  urve 
ist;  da  nämlich  in  diesem  Falle  die  allen  Pinikten  der  l'urve  zuge- 
liorigen  Straldsysteme  h\ {»erlMiliscli - gii  ic  liseitige  sind,  deren  Asym- 
ptoten auf  eiiiamler  senkrecht  stehen,  sf)  Ixistehen  die  Vierecke,  weU  he 
vorhin  als  (iruudpunkte  von  Kegelschnittbüscheln  des  Netzes  aut traten, 
aas  den  je  4  Punkten,  in  welchen  .sich  2  rechtwinklige  Straldenpaaro 
tfefficn:  ein  solches  vollst&ndiges  Viereck  hat  aber  noch  ein  drittes 
rechtwinkliges  Seitenpaar  und  die  4  Ecken  sind  bekanntlich  die  Grund- 
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punkte  eiues  Kepelschiiittbüachels,  welches  aus  lauter  gleichsoif ij»on 
TTyperbelu  besteht  (Steiuer'b  Vorlesungen  Ii.  Ö.  234).  Wir  haben 
daher  t'olgeiules  Hesuliut: 

Das  Jtcsondvrc  Krt/chchniftmiz ,  (hssrti  Tripdcurve  dir  in  A.  hv- 
trachtdc  BrcnnimnkUicrirvc  ist,  besteht  atu^i  kiutrr  gleichseitigen  llypcrhehi. 

20.  Zwischen  den  Kegelschnitten  des  Gewebes,  dessen  IVipel- 
strahleaenrve  ^t*)  ist  und  den  Kegeladmitten  des  Nutus^  deBseo  Tripel- 
ponktcorve  ist»  moss  wegen  des  ZDaammenhanges  der  Hesse 
sehen  Cnrre  mit  der  Cayley'selien  ^  ebenfalls  ein  gewisser 
Zusammenhang  bestehen,  welcher  gestattet^  die  einen  aas  den  anderen 
herzuleiten. 

In  der  That,  nehmen  wir  3  beliebige  B^^schnitte  des  Gewebes 
^,^2^3,  welche  nicht  derselben  Schaar  angehören,  also  znr  Be»tim- 
mnng  des  Gewebe^^  i^^erade  aasreichen,  heraus,  so  bestimmen  je  2  der- 
selben eine  Kegelschnittsebaar: 

jede  dieser  Schaaren  hat  ein  gemeinschaftliches  Tripeldreiseit: 

«,t>,w,,  «s^sw, 
and  dies  sind  9  Tangenten  der  St^\  welche  dieselbe  gerade  bestimmen. 

Fassen  wir  das  erste  Oreiseit  u^v^w^  auf  und  beseichnen  die 
Ecken  desselben  durch 

so  ist  der  Pol  von  «,  in  Bezug  auf  jeden  der  beiden  Kegelschnitte 
und  i^,;  denken  wir  uns  den  Pol  von  w,  in  Bezug  ai^  den  3'«^ 
K^pelsehniti  ^|  ermittelt  und  mit  p,  verbanden,  so  moss  diese  Ver* 
bindungslinie  U|  der  oonjugirte  Strahl  zu  in  Tk>7,iig  auf  die  Curve 
jl<^i  sein,  d.  h.  n,  und  u,  schneiden  sich  in  einem  Tunkte  Xy  der  Curve 
C^i)  und  and  die  A^^yraptoten  des  Strahlsystems,  welches  dem  Punkte 
X  in  Bezug  auf  die  Curve  C^^'  zugehört.  Dasselbe  machen  wir  nun 
mit  den  beiden  anderen  Geraden  v,  und  ?r, ,  d.  \\.  wir  verbinden  ihre 
Pole  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  ii,  res]»,  mit  uiul  r,  und  er- 
halten dadurch  2  (lerade  und  iVi,  welche  die  conjugirten  Ötruhlen 
/u  r,  und  sind  und  diese  in  f/,  und  £f,  treflFen.  Die  3  »Strahlen 
U|  V\  u>,  uuissen  sich  aber  in  einem  und  demselben  Punkte  .s',  schnei- 
den, denn  es  sind  die  Verbindungslinien  der  Ecken  eines  Dreiecks 
mit  den  Polen  der  gegenüberliegenden  Seiten  in  Besog  aof  emen 
Kegelschnitt  ^,  (Steiner's  Vorlesungen  II.  Seite  160),  folglich  sind 
P\  'Ii '  I  ^'i  ^  Bcken  eines  voUstftndigen  Vierecks,  dessen  3  Paar 
(Gegenseiten  ans  3  Paaren  ooiijugirter  Strahlen  der  Corre  St^  be- 
stehen; das  Diagonaldreieck  dieses  voUst&idigen  Viereoks  ist  «iSft'i- 
Ans  den  froheren  Untersuchungen  geht  aber  hervor,  dass  2  con- 
jogirte  Strahlen  in  Bezug  aof  die  Curve        wie  «,  und  U|,  nichts 
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anderes  sind,  als  ein  specieller  Kegelschnitt  (ein  Linienpaar),  welcher 
dem  Kegelschnittnetze  angehört,  dessen  Tripelcurve  f'''  ist;  wir  haben 
also  hier  3  Kegelschnitte  dieses  Netzes ,  welche  demselben  Büschel 
angehören,  dessen  Tripeldreieck  a,  y^  z^  und  dessen  Grundpunkte 
r|6-,  sind.  Wir  haben  also  folgendes  Ergebniss: 
Zu  den  3  Seiten  irgend  eines  Tr^läreiseUs  in  einem  Kegdadtmü- 
gewebe  giebi  es  3  cmjugirie  Sbrdhlcnf  wMe  siih  in  einem  Punkie  s 
sdmeiäm;  sind  pqr  die  Ed:en  des  DreiseOs,  so  hüden  pqrs  die 
Grmdpunkie  eines  Kegdsdmitfb&sehds,  nfdehes  dem  mU  dem  Qewäte 
Bttsammenhängenden  Kegiiadmittnetge  angdtorL  Das  JHagcnäldnieek 
xyg  dieses  voOständigen  Vieredts  pqrs  ist  nriSun  ein  Tripddreiedt 
des  Netzes. 

Zugleich  folgi  der  polar  gegeHüberstehcnde  Satz: 

Zu  dm  Ecken  xy^  eines  TripeldreiecJcs  des  Kegelschnittnetzcs  yUht 
es  3  conjuyirfe  Punlfe,  welehe  auf  einer  Geraden  Tlinjoi:  sind  XYZ 
die  Seiten  des  Dreierls ,  so  hildm  XYZT  ein  voUstHndiyes  Viermt, 
dem  eine  Keyclsehnittscliaar  flnhcschrieheyi  iverden  kttnn,  icelrhe  dein 
mit  dem  Netze  snsainmenhäny()iden  Keyelsehinttyewchc  anyrliört. 

Die  Tri])eldreiseite  des  Gewebes  u  v  tv  und  die  Tripeldreiceke  dos 
Netzes  xys  lassen  sich  hiernach  in  solche  Verbindung  setzen,  dass 
jedem  Dreiseit  uvuf  ein  bestimmtes  Dreieck  xye  embeschrieben  oder 
aneli  umgekehrt  jedem  Dreiedc  xye  ein  bestimmtes  Dreiseit  uvuf 
umbeschrieben  ist  . 

Die  soeben  ansgef&hrte  Gonstraetion,  welehe  von  dem  ersten 
Tripeldreiseit  ii,  v,  ausging,  ISsst  sieh  in  ganz  gleicher  Weise  auch 
für  die  beiden  anderen  Dreiseiie  u^v^u/^  und  u^v^w^  ansfilhrai  und 
wir  erhalten  demnach  3  Tripeldreiedie 

«1^1*1»    ^2^2^?»  %y3«3» 
welche  die  Curve  C^^)  vollständig  bestimmen,  sowie  3  vollätändige 
Vierecke : 

Ih  Q\  ^1     1   Ih  ^2  »'2  h  »   Ih  fh  r-i  S3 

als  Grund  punkte  von  3  KegelschuittbUschelu,  welche  das  Kegeischnitt- 
netE  bestimmen,  dessen  Tripelcurve  C^''*  ist. 

Zur  Bestimmung  dieses  Kegelschnittnetzes  gelangen  wir  indessen 
noch  einfacher  durch  folgende  Bemerkung: 

Da  je  2  Bllwhel  in  einem  Nefae  einen  Kegelschnitt  gemein- 
schaftlich haben  müssen,  so  liegen  die  8  Punkte  Pi^^r^s^  und  p^q^r^s.^ 
anf  einem  Kegdscfanitte  des  Netaee,  der  schon  melur  als  bestinmit  ist 
durch  die  Etien  der  beiden  Trqwldieiseite  Ptq^r^t  Ps^^Vs,  welche 
bekanntlich  als  2  Tripel  in  Besag  auf  denselben  E^;elschnitt  J^,  selbst 
anf  einem  Kegelschnitte  li^n  mOssen.  Wir  kommen  daher  au  fol* 
gendem  Schloss: 

MallniuttadM  AbomIcb  T,  0 
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Sind  ^,  ^3  ^  KegelschniUe,  welche  nu^  äenäbm  Schaar  an- 
ffdi&rm  und  Bwr  BesÜtmmmg  eines  KegelschniUgewdtes  dienen;  smä 
femer  die  gemetnedtaftUehen  I<r^peidreiseite  je  gweier  dendben  ^^^st 
^9 ^if  Sti  St^  ermiUdi,  so  hegen  die  6  JEdten  je  ßteeier  dieser  Dreiseüe 
auf  3  nemm  KegdsdmiUen  C,  C,  C^,  tedtAe  ein  KegdsdmiUnelg  bestim- 
men; dieses  Kegdsdmttnets  md  jenes  KegdsdimUgewdie  hiäten  m  ihren 
Triiwhurvm  die  Hesse'sdte  C<*>  und  die  mü  ihr  mtsammeidiäi^ende 
Caylep'sdte  »w. 

In  ganz  analoger  Weise  gelangt  man  von  einem  gegebenen  Kegel- 
schnittnetze, dessen  Tripelcnrve  C(^>  ist,  zu  demjenigen  K^pelechnitt- 
gewebe,  dessen  Tripelcurve  die  zogeliörige  ist. 

■ 

Breslan  im  October  1871. 
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üeber  die  Curve  3^'  Ordmmg,  welche  den  geometrischen  Ort 
der  Brennpunkte  einer  Kegelachnittschaar  bildet 

Von  H.  DuK&GS  in  PftAO. 

Herr  Salmou*)  hat  gezeigt,  dass  die  lireuupuukto  der  Kegel- 
achmtte,  welche  vier  feste  Creraden  berühren  (oder  dem  nämlichen  Yier- 
aeit  embeschrieben  nnd),  eiae  Ciure  3^  Ordnimg  erfOUen^  welche 
dorch  die  ima§piiftTen  E^cdspniikte  gebt  Daia  maehte  Herr  Schröter 
die  wichtige  Bemerkoiig^  daes  die  Brennpunkte  jedes  Eegelechnittee 
der  g^benen  Sehasr  ein  Ftor  coigugirter  Pole  auf  jener  Corve  3**' 
Ordnung  bilden.  Man  kann  sieh  hievon  überzeugm,  wenn  man  nach 
Herrn  Salmon's  Vorgänge  aus  deu  imaginären  Kreispuukten  Tan- 
gentenpaare au  die  Kegelschnitte  der  gegebenen  Schaar  sich  gelegt 
^  denkt,  wodurch  man  zwei  projectiTische  Strahleninvolutionen  erh&lt,  und 
erkennt  dann,  daas  die  imaginären  Kreispunkte  selbst  zwei  conjugirte 
i^üle  auf  der  Curve  sind,  was  sich  erwarten  liisst,  da  diese  Punkte 
als  Breunpunkte  jedes  Kegelschnittes  angesehen  werden  können.  Diese 
Eigenschaft  fuhrt  al^er  zu  eiuer  höchst  einfachen  Construction  jener 
Curve,  welclie  auch  erlaubt,  zu  jedem  Brenninuikto  den  dazu  gehörigen 
zweiten  Ureuupunkt  desselben  Kegelschnittes  leicht  zu  tiudeu.  ^ 

l. 

Ordnet  man  die  Kegelschnitte  zweier  Büschel  einander  pro- 
jectivisch  zu,  so  ist  der  geometrische  Ort  der  Durchschnitte  ent- 
sprecheiuler  Kegelschnitte  im  Allgemeinen  eine  Curve  4'"^  Ordnung, 
welche  durdi  die  Basispunkte  beider  Büschel  hindurchgeht.  Man  kann 
aber  ein  System  von  Strahlenpaaren,  die  alle  durch  denselben  Punkt 
gehen,  dann  als  einen  Kegelschnittbäschel  betrachten,  dessen  Basis- 
ponkte  in  einen  Punkt  zusammenfallen,  wenn  die  Strahleupaare  eine 
InTohition  bilden.**)  Ordnet  man  daher  die  Strahleupaare  aweier  In- 
ToHitionen  einander  projectiTiscb  an***),  so  ist  der  geometrische  Ort 

*)  Salmon's  Kegelschnitte,  deutsch  von  Fiedler.  2.  Aufl.  pag.  865 ondSaT. 
•*)  VergL  des  Verfassers  „Curvcu  3^"'  Ordnung"  art.  127.  Amu. 
***)  VergL  Cremoua,  Curve  piaue.  art.  23. 

«• 
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der  Durchschnitte  ontsprechender  Straldeiipaaro  im  All^^onieinen  auch 
eine  (Jurve  4'"  Onhuuig,  welche  in  diesem  Falle,  wie  man  leicht 
sieht,  in  den  iScheiteln  der  Involutionen  Doppeljmnkte  besitzt.  Für 
die  gegenwürtifjje  lietrachtuug  kommt  <,'S  aber  darauf  an,  <lcn  Fall 
näher  ins  Auge  zu  losaeu,  dass  diese  Curve  4'"  Ordnung  in  eine  Ge- 
rade und  eine  Cnrve  3**'  Ordnung  zerfiUlt;  wir  wollen  daher  zunächst 
untersuchen,  wann  dies  eintreten  kann. 

Herr  Siebeck*)  hat  gezeigt,  dass  wenn  man  die  Eegelsdmitte 
zweier  Büschel  auf  alle  möglichen  Arten  einander  projectivisch  zu- 
ordnet, es  drei  Arten  der  Zuordnung  gieht^  bei  welchen  der  geometrische 
Ort  der  Durchschnitte  in  eine  Curve  3"*^'^  Ordnung  und  eine  Gerade 
zerf&llt.  Diese  drei  Geraden  (von  Herrn  Siebeck  das  Ohordaldreieck 
genannt)  sind  die  Diagonalen  eines  vollständigen  Viersmts,  dessen 
g^enUberliegende  Eckeupaare  xx',  yy'f  ee'  die  einzigen  Punkte- 
paare sind,  welche  in  Bezug  auf  alle  Ko£?elschnitto  beider  Büschel 
zugleich  conjugirte  Pole  bilden.  Diese  l'iinktepaare  kann  man  nun, 
■wenn  die  Kegelschuittbäscliel  aus  Strahleninvolutionen ,  die  Kegel- 
schnitte also  aus  Strahlen  paaren  bestehen,  leicht  aufÜnden.  Sind 
nämlich  o  und  o'  die  Scheitel  der  beiden  Involutionen,  so  geht  die 
Polare  jedes  Punktes  m  der  Ebene  in  Bezug  auf  irgend  ein  Struhlen- 
paar  der  Involution  [o]  durch  o  hindurch,  denn  sie  ist  der  in  Bezug 
auf  das  betrachtete  Strahlenpaar  zu  om  hannonisch  zugeordnete  Strahl; 
mithin  ist  o  der  coigugirte  Pol  zu  jedem  Punkte  m  in  Bezug  auf  die 
Strahlenpaare  der  Involution  [o];  und  umgekehrt  kann  in  Bezug  auf 
diese  jeder  Punkt  der  Ebene  als  ooiyugirter  Pol  von  o  betrachtet 
werden.  Ebenso  ist  ffir  jeden  Punkt  m  der  Scheitel  o  der  anderen 
Involution  der  conjugirte  Pol  in  Bezug  auf  die  letztere.  Hieraus  fiolgt, 
dass  jeder  Punkt  m  der  Ebf  ii«-,  der  nicht  mit  o  oder  o  zusammen- 
fällt, in  Bezug  auf  die  beiden  Involutionen  zwei  verschiedene  conjugirte 
Pole  besitzt,  nämlich  o  und  o'.  Es  können  daher  nur  die  Punkte  o 
und  0  die  geforderte  Eigenschaft  besitzen,  conjugirte  Pole  zu  sein  in 
Bezug  auf  beide  Involutionen  zugleich;  und  diese  Punkte  besitzen 
diese  Eigenschaft  auch  wirklich,  denn  o'  ist  einmal  coujugirter  Pol 
zu  0  in  Bezug  auf  [o'],  dann  aber  auch  in  Bezug  auf  [o],  da  als  sol- 
cher jeder  l'unkt  der  Ebene  genommen  werden  kann.  Demnach  füllen 
die  drei  oben  erwähnten  Punktepaare  xxj  yy\  in  dem  vorliegenden 
Falle  in  das  eide  Punktepaar  oo'  zusammen,  und  die  drei  Diagonalen 
des  von  diesen  Punktepaaren  gebildeten  vollständigen  Vierseits  fitUen 
in  die  Gerade  oo\ 

Wenn  daher  die  durch  die  Durchschnitte  zweier  projectivischer 


*)  Siebeok,  De  tnangnk),  cqjuii  latem  contiiient  polos  reepeotu  qnatoor 
soütionam  comcaram  ooigugiitoa  (Ann.  di  matematica.  Ser.  II.  Tomo  8.  pag.  67). 
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StrahleninTolationeii  erzeugte  Garve  4*^  Ordnung  in  eine  Gorve  3^*^ 
Ordnung  nnd  eine  Gerade  zerfallt,  so  ist  die  Gerade  allemal  die  Ver- 
bindungslinie oo'  der  Scheitel  der  Involutionen.  Sobald  also  dieses 
Zerfallen  eintritt,  li^^n  immer  alle  vier  Schnittpunkte  je  zweier  ent- 
sprechender Strahlenpaare  auf  der  Curve  3'"  Ordnung,  welche  auch 
die  Scheitel  o  und  o'  enthalt ,  da  diese  Punkte  dann  in  der  Art  als 
Doppelpunkte  der  Curve  4'"  Ordinmg  auftreten,  dass  durch  sie  sowohl 
die  Cerade  als  auch  die  Curve  Ordnunrj;  liiiMlurchgeht.  Tu  der 
(ieraden  oo'  aber  sind  zwei  Strahlen,  die  entspr<'(  hejidcu  Strahleiipaaren 
angehören,  vereinigt.  Cnigekehrt  ist  klar,  ilass  alleuial,  wenn  die 
letztere  Eigenschaft  stattlindet,  die  Gerade  oo'  einen  Theil  des  geome- 
trischen Ortes  bilden  niuss,  und  doss  die  beiden  Involutionen  dann 
eine  Gnrve  3'*'  Ordnung  erzeugen.  Es  tritt  hier  das  NSmIiche  ein, 
was  bei  der  perspectiTiachen  Lage  zweier  projectivischer  Strahlenbflscliel 
stattfindet,  dass  nSmlich  die  Yerbindongslinie  der  Soheitel  einen  Theil 
der  erEeogten  Oorve  bildet.  Wegen  dieser  Analogie  will  ich  zwei  pro- 
jectivische  Strahleninvolntionen,  bei  wichen  in  der  Verbindungslinie 
der  Sdbeitel  zwei  Strahlen,  die  entsprechenden  Strahlenpaaren  angehören, 
vereinigt  sind,  der  Kürze  wegen  und  in  Ermangelung  eines  besseren 
Ausdrucks  per spccf irisch  licfjeml  nennen,  .wiewohl  diese  Bezeichnung 
nicht  ganz  zutretfeud  ist.  Damit  konneu  wir  dann  sagen:  Zwei  pro- 
jectivische  Strahlen  in  volutionen  erzeugen  durch  die  Durelischnrtte  ihrer 
entsprechenden  Strahlenpaare  dann  und  nur  dann  eine  Curve  3'^"'  Ord- 
nung, wenn  sie  perspectivisch  liegen. 

Theilt  man  nun  bei  zwei  solchen  Involutionen  die  vier  Durchschnitte 
zweier  entsprechender  Strahlenpaare  dergestalt  in  zwei  Paare,  dass  die 
zu  einem  l'aare  zusamniengefassten  Punkte  nicht  auf  demselben  Strahle 
liegen,  so  bilden  diese  beiden  l*aare  und  die  Scheitel  der  Involutionen 
allemal  die  gegenflberliegenden  .Ecken  eines  der  Gurve  einbeschrie- 
benen vollständigen  Vierseits.  Mithin  sind  jene  Dnrchschnittpaare 
und  auch  die  Scheitel  drei  demselben  Systeme  angehörige  coujugirte 
Polepaare  auf  der  Cnnre;  und  da  bei  jedem  solchen  ron  den  entsprechen- 
den Strahlenpaaren  gebildeten  Vierseit  die  Punkte  o,  o'  immer  die- 
selben bleiben,  so  gehören  alle  so  entstehenden  Punktepaare  als  Pole- 
paare demselben  Systeme  an.  Fasst  man  insbesondere  das  Polepaar 
ins  Auge,  welches  ans  dem  dritten  Durchschuittspunkte  von  Oo'  mit 
der  Curve  und  dem  gemeinschaftlichen  Tangentialpunkte  von  o  und  o' 
besteht,  so  folgt,  dass  die  dem  gemeinschaftliehen  Strahle  oo'  in  den 
beiden  Involutioneu  coiyngirteu  Strahlen  die  Tangenten  in  o  und  o' 
an  der  Curve  sind. 

Man  kann  aber  auch  umgekehrt  zeigen,  i(<iss  jnic  Ciin  t  Onl- 
niüKj  (lunh  ziiu  i  projri  tirisrJic  uiul  ju  r.'yprrliciscJi  id  tjcmlr  Sfrohlciiini  olu- 
tionai  crzmyt  werden  kann.   Denn  ist  C  eine  gegebene  Curve  3' "  Ord- 
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nimg,  so  fasse  man  de  auf  eine  der  drei  möglichen  Arien  als  eine 
Hesse 'sehe  Cnrve  auf  nnd  betrachte  das  dieser  Anfifassmig  ent- 
sprechende System  der  conjugirten  Pole  auf  der  Curve.  Dann  bilden 
die  von  irgend  einem  Ciirvoiipunkte  nach  den  Polepaaren  gehenden 
Sirahlenpaare  conjugirte  Paare  einer  Involution.  Sind  nun  oo\  aa'y 
hh'  irgend  drei  Polepaare,  und  nimmt  man  noch  das  vierte  Paar  dazu, 
welches  aus  dem  Tangentialpunkte  /  eines  dieser  l'aare,  z.  B.  o,  o' 
und  dem  Punkte  t  besteht,  in  welchem  oo  die  Curve  trifft,  so  sind 
o(fo',  (Iii,  hh')  und  d  {to,  aa,  hh)  je  drei  Strahleupaare  zweier  Invo- 
lutionen. Diese  kann  mau  der  Reihe  nach  als  einander  projectivisch 
entsprechend  annehmen,  und  dadurch  ist  dann  die  projectivische  Zu- 
ordnung der  Strahlenpaare  von  [o]  und  [o']  bestimmt.  Diese  beiden 
projectivischen  Involutioneu  liegen  auch  perspectiTiech,  denn  die  in 
00  vereinigten  Strahlen  gehSren  den  entsprechenden  Pwaea.  o{to') 
und  o'  (to)  an;  sie  erzeugen  also  nach  dem  Wllheren  eine  Curve  9^ 
Ordnung,  C,  welche  mit  der  gegebenen  Curve  C  die  Punkte  oo\  aa\ 
hh'  und  t  gemein  hat,  und  zwar  sowohl  in  o  als  auch  in  o  zwei  Punkte, 
da  die  Strahlen  ot  und  o't  in  o  und  o  sowohl  C  als  auch  C  berühren. 
Man  kann  aber  noch  andere,  beiden  Curven  gemeinsame  Punkte  an- 
geben. Denn  schneiden  sich  die  Strahlenpaare  o(na)  und  o' {aa) 
aufs  Neue  in  «,  u',  so  liegen  diese  Punkte  zunächst  auf  C,  aber  da 
oo',  au,  ««'  die  gegen überlief^enden  Eckeupaare  eines  vollständigen 
Vierseits  bilden,  so  sind  aa  auch  conjugirte  Pole  auf  C.  Dasselbe 
gilt  von  den  Pinikten  ßß',  in  denen  o  {hh')  und  o' {hh  )  sich  treffen. 
Demnach  haben  die  Curven  C  und  C  nicht  bloss  die  oben  erwähnten 
9  Punkte,  sondern  auch  a,  a,  ß,  ß ,  im  Ganzen  also  13  Punkte,  ge- 
meinschaftlich, und  folglich  ist  die  dnrch  die  Invdatioii  erzeugte  Curve 
C*  mit  der  gegebenen  C  identisch. 

• 

2. 

Man  erhält  nun  projectivische  Strahleninvolutioneu,  wenn  man 

aus  zwei  beliebigen  Punkten  o  und  o'  Tangentenpaare  an  die  Kegel- 
schnitte einer  Schaar  (welche  vier  feste  Geraden  berühren)  legt.  Die 
projectivische  Zuordnung  ist  dann  der  Art,  dass  je  zwei  Tangenten- 
paarc,  welche  denselben  Kegelschnitt  berühren,  einander  entsprechen. 
Solche  zwei  Involutionen  liegen  auch  allemal  perspectivisch;  denn  da  eiji 
Keiü^elschnitt  durch  fünf  Tangenten  l»estininit  ist,  so  giebt  es  unter  den 
Kegelschnitten  der  Schaar  einen,  K,  welchen  die  Gerade  oo  berührt, 
und  an  diesen  geht  dann  sowohl  von  o  als  auch  von  o'  noch  eine 
Tangente,  sodass  bei  den  beiden  au  K  gelegten  Tangentenpaaren 
(welche  entsprechende  Str^enpaare  bilden)  zwei  Tangeuten  mit  oo'  zu- 
sammenfallen. Demnach  ist  der  geometrische  Ort  der  Durchschnitte  der 


^  .d  by  Google 


Ueber  eine  Cnrve  3^'  Ordnung.  87 

vuu  zwei  festeo  Punkten  o,  d  an  die  Kegelschnitte  einer  Schaar  gelegten 
Tangentenpaare  eine  Curve  S''"^  Ordnung,  auf  welcher  sowohl  je  zwei 
Durchsclinittspunkte;  die  nicht  aul'  derselben  Tangente  liegen,  als  auch 
0  und  0  conjugirte  Pole  desselben  Systems  sind. 

Nimmt  man  nun  statt  der  beliebigen  Punkte  o  und  o  die  ima- 
ginären Kreispunkte  a  und  a  als  diejenif^en  an ,  von  welchen  die 
Taugentenpaare  ausgehen,  j^odass  je  zwei  von  w  und  a  an  denselben 
Kegelschnitt  gelegte  Tangenten  (welche  conjugirt  imaginäre  Strahlen 
bilden)  sich  in  den  Brennpunkten  dieses  Kegelschnittes  treli'eu,  so 
folgt,  dass  der  geometrische  Ort  der  Breuupunkte  einer  Kegelschnitt- 
Schaar  dne  dnrdi  die  imaginären  Kreupunkte  gehende  Cnrre  ist,  aof 
welcher  die  Brennpnnktpaare  nnd  die  imaginären  Kreispunkte  oon^ 
jagirte.Pole  in  demselben  Systeme  sind.  Da  nnn  aber  zwei  conjugirte 
Pole  stets  einen  gemeinschaftlichen  Tangentialpunkt  haben,  so  folgt 
wdter,  dass  der  (reelle)  Durchschnitt  der  beiden  imaginären  Asym- 
ptoten (welcher  Punkt  nach  dem  Vorgänge  des  Herrn  Eckardt*) 
das  Centrum  der  Curve  genannt  werden  möge)  auf  der  Curve  liegt. 
Demnodb  ist  der  geomedrische  Ort  42er  Brennpunkte  einer  Keyckchnitt- 
schaar  eine  durch  die  imoffinären  Kreispunkte  gelietuJc  Curve  3' '  Ord- 
nmuj  von  der  s^^edeUm  Naktr,  dass  das  (kntnm  der  Curve  auf  Hir 
selbst  liegt. 

Diese  Eigenschaft  macht  es  möglich|  diese  Curve  auf  eine  höchst 
einfache  Weise  z\x  coustruiren. 

8. 

Schon  die  al^^einen  durch  die  imaginären  Kreispunkte  gehenden 
Curven  S***"  Ordnong  lassen  eine  einfache  Constructiunsweise  zu,**) 
Für  den  speciellen  Fall  aber,  dass  das  Oeutruin  auf  der  Curve  selbst 
liegt,  hat  Herr  Küpper  schon  vor  längerer  Zeit  eine  noch  viel  ein- 
fachere Erzeugungsweise  -  angegeben ,  welche  sich  aus  folgender  Be- 
trachtung ergiebt. 

Seien  AB  od  die  vier  Basispunkte  eines  Kegelschnittbüschels,  und 

p  =  {ABjOo'),      q  =  {Ao,Bd),      r  =  {AdfBo) 

die  Ecken  des  dem  vollstäudigeu  Viereck  AB  od  zugehörigen  Dia- 
gonaldreiecks. Dann  liegen  die  Pole  der  Geraden  od  in  Bezug  auf 
alle  Kegelschnitte  des  Büschels  auf  der  Geraden  rjr-y  denn  auf  dieser 
Geraden  schneiden  sich  die  in  o  und  o'  an  jeden  Kegelschnitt  gelegten 
Tangenten,  und  diese  Tangentendurchschnitte  sind  eben  die  Pole  von 
od.    Da  also  die  z.  B.  in  0  au  die  Kegelschnitte  gelegten  Taugeutun 


*)  Hchlomilch'ö  Zeitschrift  für  Mathematik.  Bd.  10.  p.  821. 
Vgl.  iSchlümilob's  Zeitwhrift  für  Mathematik.  Bd.  11.  p.  368. 
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durch  jene  Pole  hindurchgehen ,  so  liegt  dieser  TangentenbOschel  mit 
der  Ton  den  Polen  gebildetai  Pnnktreihe  penpeetivisch»  und  da  der 

Tangeuteubüschel  mit  dem  Kegelschnittbflschel  projectivisch  ist,  so  ist 
auch  die  Punktreihe  der  Pole  projectivisch  mit  dem  Kegelschuitt- 
bOschel.  Legt  man  also  nuii  aus  einem  beliebigen  Punkte  f  Strahlen 
nach  jenen  Polen,  so  erhält  man  einen  mit  dem  Kegelschnittbüschel 
projectivischen  Rtrahlbiischel ;  diese  beiden  Büschel  erzeugen  dann  eine 
Curve  3'"  Ordnung,  wekhe  durch  ÄBoo  und  /'  gebt.  Dabei  ents})riclit 
einem  Kegelschnitte  K  des  Büschels  derjenige  Strahl  aus  f,  welcher 
durch  den  Pol  von  oo  in  Bezug  auf  Abgeht.  Daraus  folgt  dann  noch, 
dass  die  Strahlen  f  o  'J"*!  1'^  'be  Curve  S''  "^  Ordnung  in  o  und  o  be-  ' 
rühren.  Denn  dem  durch  den  Basispuukt  o  gehenden  Strahle  fo  ent- 
spricht derjenige  Kegelschnitt  Kf  welcher  die  Ourre  in  o  berührt. 
Aber  die  Tangente  an  JT  in  o  geht  durch  den  Pol  von  oo*  in  Bezug 
auf  Kf  und  durch  denselben  Pol  geht  auch  der  dem  K  entsprechende 
Strahl  /o,  also  fallt  fo  mit  der  Tangente  an  in  o  susammen, 
welche  zugleich  in  o  Tangente  an  der  Curve  ist.  Ebenso  beweist 
man,  dass  fo'  die  Curve  in  o'  bertUlrt. 

Nimmt  mau  nun  statt  der  Punkte  o  und  o  die  imaginären  Kreis- 
puukte  G)  und  o',  so  verwandelt  sich  der  Kegelschnittbüschel  in  einen 
Kreisbüsehel  (ein  System  von  Chordalkreisen),  die  Gerade  oo'  wird 
die  unendlich  ferne  Gerade,  und  deren  Pole  sind  die  Mittelpunkte  der 
Kreise.  Die  Tangenten  fo  und  fo  endlich  gehen  in  die  iniaginilren 
Asymptoten  /'w  und  />./  der  Curve  über,  und  dahnr  wird  f  das  Cen- 
trura  der  Curve,  welches  also  auf  der  Curve  selbst  liegt.  Man  erhält 
hieraus  den  Sat/. :  Legt  mau  aus  einem  festen  Punkte  /'Strahlen  durch 
die  Mittelpunkte  der  Kreise,  die  einem  Chordalsysteni  augehören,  so 
ist  der  geometrische  Ort  der  Durchschnitte  jedes  Strahles  mit  dem 
Ereise,  durch  dessen  Mittelpunkt  er  geht,  eine  Curve  3^*^  Oidnung, 
welche  durch  die  imaginären  BLreispunkte,  durch  die  gemeinschaft- 
lichen Punkte  der  Chordalkreise  und  durch  f  geht,  und  auf  welcher/ 
das  Centrum  ist  Ausserdem  sieht  man  leicht,  dass  eine  auf  diese 
Weise  erzeugte  Curve  noch  folgende  Eigenschaften  hat  (vgl.  Fig.  1.): 
Die  reelle  Asymptote  ist  der  Centrailinie  der  Chordalkreise  parallel 
und  liegt  von  dieser  ebenso  weit  entfernt,  wie  das  Centrum  auf  der 
entgegengesetzten  Seite.  Eine  aus  dem  ('entrum  mit  der  reellen  Asym- 
ptote parallel  laufejide  Gerade  trifit  die  Curve  in  demselben  Punkte, 
wie  die  Chordale  des  Kreisbüschels.  Die  Tangente  im  Centrum  geht 
nach  ili'iu  Durchschnitt  der  reellen  Asymptote  mit  der  Curve. 

Man  kann  man  aber  auch  leicht  zeigen,  dass  jede  durch  die  ima- 
ginären Kreispunkte  «.  w'  gehende  Curve  3'"  Ordnung,  deren  Cen- 
truui  /  auf  ihr  selbst  liegt,  auf  die  eben  angegebene  Art  erzeugt  werden 
kann,  und  iät  dann  im  Staude,  das  dazu  erforderliciie  System  von 
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Chordalk  reisen  zu  finden.  Denn  ziulit  mau  bei  einer  gegebenen  Curve 
dieser  Art,  C,  aus  f  eine  Parallele  f&*  zu  der  reellen  Asymptote  (o" 
bedeute  den  reellen  unendlich  förnen  Punkt  der  Curre),  schneidet  mit 
dieeer  die  Curve  in  g,  und  mit  einer  aus  ff  senkrecht  gegen  die  reelle 
Asymptote  gezogenen  Geraden  in  A  und  B,  so  liegt  den  vier  Punkten 
A,  B,  m,  m'  der  Punkt  f  gegenüber,  denn  AB  schneidet  die  Curve  in  g, 
«}«'  in  n\  und  gm"  in  f.  Dieser  Punkt  ist  also  der  Mittelpunkt 
eines  Btehlenbflschels,  welcher  mit  dem  Kreisbüschel  [AB  aa]  die 
Curve  erzeugt,  und  jeder  durch  f  gelegte  Strahl  schneidet  die  Curve 
in  zwei  Punkten,  die  mit  A  und  B  in  einem  Kreise  liegen.  Diese  den 
Kreisen  entsprechenden  Strahlen  können  aber  keine  anderen  sein ,  als 
die  nach  der  obigen  Erzougungsweise  durch  die  Mittelpunkte  der  Kreise 
gehenden;  d.  Ii.  erzeu^'t  man  auf  die  letztere  Art  eine  Curve  C,  so 
muss  die^e  mit  C  identisch  sein.  Denn  die  beiden  Curven  C  und  C 
haben  zunächst  nach  dem  Gingen  füllende  Punkte  gemeinschaftlich: 
in  jedem  der  Punkte  ca  und  ui'  zwei ,  und  au.sserdeui  A,  B,  (jj  w", 
also  im  (lanzen  neun.  Au.sser  diesen  kann  man  noch  einen  zehnten 
gemeiuschaftliclieu  Punkt  finden.  Bezeichnet  nämlich  a  den  Durch- 
schnitt der  reellen  Asymptote  der  Curve  C  mit  dieser  Curve,  so  liegt 
a  den  vier  Punkten  fgmvf  gegenttber,  da  sowohl  fg  als  auch  mm*  die 
C  in  vT  schneiden.  Da  nun  ausserdem  f  den  Punkten  AB  mn  gofgsnr 
fiberfiegti  so  haben  alle  Curven  8**^  Ordnung,  die  durch  die  8  Punkte 
fgnm  undASaa'  gelegt  werden  können,  auch  noch  den  Punkt  mit 
einander  gemein,  in  welchem  af  die  C  trifft,  mithin  geht  auch  C 
durch  diesen  Punkt.  Dieser  flUlt,  weil  nach  dem  Obigen  af  die  C 
in  f  berQbrt,  mit  f  snsammen,  also  haben  C  und  C"  in  f  nicht  bloss 
einen,  sondern  zwei  Punkte  gemein,  und  C  und  C  sind  in  der  That 
identisch. 

Hienach  hat  also  jede  durch  die  imaginären  Kreis]>uukte  flehende 
Curve  3' "  Ordnung,  deren  ("enfrum  /"  auf  der  Curve  selbst  liegt,  die 
Eigeuschaft,  dass,  wenn  man  durch  f  Strahlen  zieht,  welche  die  Curve 
in  xij ,  x'y'f  .  .  .  schneiden,  die  Mittelpunkte  der  Strecken  xy,  x'y\  .  .  . 
auf  eiuer  mit  der  reellen  Asymptote  parallelen  Geraden  liegen.  Diese 
Gerade  möge  die  MUtdUme  der  Curve  heissen.  Schlagt  man  ferner 
Uber  den  Strecken  xy,  x'y,.,.  als  Durchmesser  Kreise,  so  bilden 
diese  ein  System  von  Chordalkreisen;  und  dieses  ist  durch  zwei  solche 
Kreise  vollstftndig  bestimmt. 

4. 

Bfan  sieht  nun  leicht,  dass  diese  Construction  sich  bei  der  Curve 
anwenden  lässt,  welche  den  geometrischen  Ort  der  Brenni)unkte  einer 
Kegelschnittschaar  bildet.  Zunächst  erhellt  sofort,  dass  das  Centrum  f 
dieser  Curve  der  Brennpunkt  der  in  der  Schaar  enthaltenen  Parabel 
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isti  denn  diese  berfihrt  die  unendlich  ferne  Gerade  die  aus  m 
und  m'  au  die  Parabel  gehenden  Tangenten,  welche  sich  in  dem  Brenn- 
punkte der  Parabd  sehneiden,  siiul  daher  in  den  beiden  Involutionen 
[a]  und  fo']  die  zu  aa/  conjngirteu  Strahlen;  diese  aber  berühren 
nach  dem  Früheren  auch  die  Curre  in  to  und  a',  sie  sind  also  die 
imaginären  Asymptoten  der  Curve  und  ihr  Durchschnitt  das  Centrum. 
Die  Mittellinie  ist  ferner  die  Gerade  M,  welche  die  Mittelpunkte  der 
Diagonalen  dos  vollständigen  Vierseits  verbindet.  Denn  diese  Gerade 
enthält  die  Mittelj)unkte  aller  Kegelschnitte  der  Schaar  als  die  Pole 
der  unendlich  fernen  <ieradeu  und  ist  daher  nach  dem  zweiten  unend- 
lich fernen  Brennpunkte  /'  der  Parabel  gerichtet.  Sind  nun  a,  a  ein 
Paar  gegenüberliegender  Ecken  des  gegebenen  vollstaudigeu  Vierseits, 
so  sind  dies  zugleich  die  Brennpunkte  des  m  diesen  Ptankten  be- 
stehenden Kegelschnittes  der  Schaar.  Demnach  hflden  aa*  und  /*/' 
zwei  Paare  conjugirter  Pole  unserer  OvavB,  und  folglich  sind  auch  die 
Durchschnitte 

coujugirte  Pole  und  also  auch  zwei  Cunrenpunkte.  Aber  af  und  af 
laufen  mit  der  (Jeraden  M  parallel,  und  M  halbirt  aa\  also  halbirt 
sie  auch  ah  und  ah',  und  da  diese  Strahlen  durch  f  gehen,  so  ist  M 
die  Mittellinie  der  Curve.  Zugleich  bestimmen  die  über  ah  und  a'K 
als  Durchmesser  construirten  Kreise  das  System  der  Chordalkreise, 
welche  zur  Constructiou  der  Curve  dienen.  Zu  bemerken  ist,  dass  zur 
Bestimmung  der  Chordalkreise  nicht  nothwcndig  zwei  gegenülxjrliegeiide 
Ecken  des  Vierseits  gewühlt  werden  müssen,  denn  ist  h  irgend  eine 
andere  Ecke  des  Vierseits  und  daher  auch  ein  Punkt  der  Curve,  und 
schneidet  man  die  M  mit  fb  in  so  ist  nach  dem  l^rühereu  der  um 
m  jmi  dem  Radius  mh  beschriebene  Kreis  ebenfalls  ein  dem  Systeme 
angohSriger. 

Hienaeh  ist  nun  die  Goostruction  der  Curre  in  Fig.  1.  folgender- 
massen  ausgeführt:  Es  seien  aa\  hh%  e<f  die  gegenflbwliegenden 
Ecken  des  gegebenen  Vierseits.  Man  bestmunt  suerst  die  Gerade  Jif, 
welche  die  BCittelpunkie  der  Diagonalen  aa,  hb\  c€  verbindet;  sodann 
den  Brennpunkt  f  der  dem  Vierseit  einbeschriebenen  Parabel,  welcher,  da 
er  der  gemeinschaftliche  Durchscbnittspunkt  der  vier  Kreise  ist,  welche 
den  vier  in  dem  Vierseit  enthaltenen  Dreiecken  umschrir-ben  sind,  durch 
zwei  dieser  Kreise  gefunden  wird.  Nun  zieht  man  aus  f  Strahlen  nach 
irgend  zwei  Ecken  des  Vierseits,  z.  B.  fc  und  /a',  schneidet  mit  diesen 
die  Mittellinie  M  in  m  und  und  beschreibt  um  m  und  )n  Kreise 
mit  den  Iladien  mc  und  m  a  .  Die  Schnittpunkte  derselben,  .1  und  7>, 
sind  die  gemeinschaftlichen  Schnittpunkte  der  Chordalkreise.  (Schnei- 
den sich  diese  l)eiden  Kreise  nicht,  so  bestimmen  sie  iiumerhiu  das 
System  der  Chordalkreise;  nur  ist  dann  die  Construction  der  Curve 
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etwas  umständlicher).  Jetzt  kann  die  Curve  gezeichnet  werden,  indem 
mau  auf  jedem  durch  f  gehenden  Strahle  die  auf  ihm  liegenden  Curven- 
punkte  bestimmt.  Ist  z.  ß.  fp  ein  solcher  Strahl,  der  die  Mittellinie 
M  in  p  schneidet,  so  macht  man  pA=pIJ  =  px=py,  und  x  und 
//  sind  die  gesuchten  Punkte  der  Curve.    (Sind  die  Punkte  Ä  und  Ji 


Fijf.  I. 


imaginär,  so  hat  man  denjenigen  Kreis  des  Systems  zu  suchen,  dessen 
Mittelpunkt  in  p  liegt,  und  mit  diesem  den  Strahl  fp  in  x  und  ff  zu 
schneiden.) 

Nachdem  auf  diese  Weise  die  Curve  gezeichnet  ist,  ist  nun  jeder 
Punkt  X  derselben  ein  Brennpunkt  für  einen  Kegelschnitt  der  gege- 
benen Schaar,  und  man  findet  dann  den  zweiten  Brennpunkt  x'  des- 
selben Kegelschnittes,  indem  man  die  Curve  mit  einer  aus  x  parallel 
zu  M  gezogenen  Geraden  in  y  schneidet  und  dann  y'f  zieht.  Die 
letztere  Gerade  trifft  die  Curve  in  dem  gesuchten  zweiten  Brenn- 
punkte x'.  Oder  man  schneidet  zuerst  mit  xf  in  y  und  zieht  aus  y 
eine  Parallele  zu  M.  Diese  trifft  die  Curve  ebenfalls  in  x' .  Die 
Punkte  y,  y  sind  dann  auch  die  Brennpunkte  eines  Kegelschnittes  der 
Schaar.  Die  Richtigkeit  hievon  erhellt  unmittelbar,  da  die  mit  M 
parallel  gezogenen  Geraden  nach  dem  unendlich  fernen  Brennpunkte 
f  der  Parabel  gerichtet  sind,  sodass  die  von  x  nach  den  conjugirten 
Polen  fj  f  gehenden  Geraden  die  Curve  in  zwei  conjugirten  Polen 
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(d.  Ii.  zwei  zusammengehörigen  ßrennpunkteii)  y  und  vf  treffen  müssen, 
und  der  Schnit^unkt  x  =  {^f,  ^ f)  der  ZQ  x  conjugirte  Pol,  also 
der  zweite  Brennpunkt  ist 

ö. 

Von  Interesse  ist  noch  ilio  iiiilitMe  IJctraclitun^  des  speciellen 
Falk's,  dass  die  projectivisdie  Zuordnunj^  ilcr  Stralileiijiaari'  zweier 
perspectivisch  liegender  Involutionen  di-r  Art  ist,  dass  die  Doppel- 
strahleu  einander  entsprechen.  In  diesem  Falle  zerfällt  die  erzeugte 
Curve  3'^  Ordnung  in  eine  Gerade  und  einen  Kegelschnitt. 

Dies  lasst  sich  direct  zeigen,  indem  man  leicht  erkennen  kann,  dass 
in  diesem  Falle  jede  der  beiden  InTolutionen  in  zwei  StrahlenbOschel 
zerlegt  werden  kann,  der  Art,,  dass  die  vier  so  entstehenden  Strahlen- 
btlschel  alle  unter  einander  projectinsch  sind.  Zwei  dieser  Strahlen- 
bäschel  (die  nicht  denselben  Mittelpunkt  haben)  aber  liegen  perspec- 
tivisch  und  erzeugen  eine  Gerade,  die  beiden  anderen  einen  Kegel- 
schnitt. Bs  genügt  jedoch,  darauf  hinzuweisen,  dass  die  erzeiigte  Curve 
3»w  Ordnung  in  dem  in  Rede  stehenden  Falle  zwei  Doppelpunkte  haben 
muss.  Im  Allgemeinen  nämlich  entspricht  einem  Doppelstrahle  der 
einen  Involution  [n]  ein  Strahlenpaar  der  anderen  [o'j.  Die  Strahlen 
des  Letzteren  schneiden  den  Doppelstrahl  in  je  zwei  zusanniieiifallenikMi 
Punkten  und  sind  daher  Tangenten  an  der  Curve.  Entspricht  al»er 
einem  Dopjielstralde  in  [o\  ein  Doppelstrahl  in  \o] ,  und  schneiden 
sich  diese  beiden  etwa  in  j>,  so  trilit  nicht  bloss  op,  sondern  auch  o/)  die 
Curve  in  zwei  mit  p  zusammenfallenden  Punkten,  also  ist  p  «iu  Doppel- 
punkt der  Onnre.  Entsprechen  einander  ausserdem  aneh  noch-  die 
beiden  anderen  Doppelstrahlen,  die  sich  in  q  schneiden  mögen,  so  ist 
auch  q  ein  Doppelpunkt  der  Gurre.  Demnach  besteht  die  Letztere  in 
diesem  Falle  aus  der  Geraden  pq  und  «nem  Eegelachnitte,  der  eben- 
falls  durch  p  und  q  geht.  Da  die  Cur?e  femer  in  o  und  o'  die  beiden 
Strahlen  ot  und  ot  berührt,  welche  in  [o]  und  [o']  zu  oo'  conjugirt 
sind,  so  ist  der  Kegelschnitt  dadurch  mehr  als  hinreichend  bestimmt, 
dass  er  in  0  und  o  die  Geraden  ot  und  ot  berOhrt  und  ausserdem 
durch  j)  und  q  geht.  Der  Durchschnitt  t  der  el>en  erwähnten  Tan- 
genten ol  und  o  t  liegt  auf  der  Geraden  )t<i,  denn  da  sowohl  o(j)fjo't) 
als  auch  o'ijxjot)  harnionische  Strahlen  hihlen,  so  muss  pq  von  ot 
und  o't  in  demselben  Punkte  Lresdmitten  werden. 

Wenn  nun  zwei  projectivisdie  und  perspectivisch  liegende  Involutio- 
nen datlurch  entstehen,  dass  aus  zwei  testen  Punkten  o  und  o  Tangenten- 
paare an  die  Kegelschnitte  einer  Schaar  gelegt  werden,  so  giebt  es 
unter  diesen  Kegelschnittm  zwei,  A',  und  JE^,  welche  durch  o  gehen, 
und  die  Tangenten  an  und  Jtj  in  o  sind  die  Doppelstrahlen  der 
Involution  [o].  Dasselbe  findet  bei  o*  statt  Tritt  nun  der  Fall  ein, 
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dass  0  auf  einem  jeucr  beiden  Kegelschnittei  z.  B.  auf  A",  li^,  so 
berührt  ein  Doppelstrahl  aus  und  einer  aus  \o'\  denselben  Kegel- 
schnitt, nämlich  Ä", ,  die  beiden  Doppelstrahleu  entsprechen  also  ein- 
ander. Wenn  man  daher  an  die  Kegelschnitte  einer  Schaar  aus  zwei 
solchen  Punkten  o  und  o',  die  beide  auf  demselben  der  Schaar  ange- 
hijrigen  Kegelsclinitte  Ä',  liegen,  Tangenten  legt,  so  ist  der  ge^juio- 
trische  Ort  ihrer  Durchschnitte  eine  Curve  3''^'^  Ordnung,  welche  in 
dem  Durchschnitte  \)  der  den  Kegelschnitt  /i,  in  o  uml  d  lieriiiirendeu 
Tangenten  einen  Düpptljiunkt  hat.  Tritt  ferner  der  Fall  ein,  dass 
.  die  oben  erwähnten  Kegcläclmitte  und  beide  dardi  gehen, 
d.  h.  dasa  o'  einer  d«r  anderen  DarchselinittBpankte  dieser  beiden 
Kegelschnitte  isty  so  entsprechen  beide  Paare  von  Doppelstrahlen  ein- 
ander.  Ist  also  g  der  Durchschnitt  der  den  JT,  in  o  nnd  o'  berühren- 
den Tangenten,  so  besteht  die  durch  die  Tangentenpaare  erzengte 
Cnrre  8**''  Ordnung  ^uis  der  Oeraden  p  und  einem  Kegelschnitte, 
welcher  durch  gdit  nnd  ausserdem  in  o  und  o'  diejenigen  Geraden 
berührt,  welche  aus  o  und  d  als  Tangenten  an  den  die  Oerade  o6 
berührenden  Kegelschnitt  der  Schaar  gelegt  werden  können. 

Legt  man  jetzt  die  Punkte  o  und  d  in  die  imaginären  Kreis- 
j)unkte  «  und  a ,  so  tritt  der  erste  der  erwähnten  Fälle  ein,  sobald 
das  aus  den  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  Kegelschnittschaar  be- 
stehende Vierseit  der  Art  ist,  dass  sich  ihm  ein  Kreis  einbeschreiben 
lässt.  Die  Curve  3'"  Ordnung  erhält  dann  in  dem  Mittelpunkte  dieses 
Kreises  einen  Doppelpunkt.  Der  zweite  Fall  aber  tritt  ein,  wenn  dem 
Vierseit  noch  ein  zweiter  Kreis  einbeschrieben  werden  kann.  Diese 
beiden  Krebe  sind  dann  awei  der  Sehaar  angehörige  Kegelschnitte  JTi 
und  K^y  welche  beide  durch  a>  und  o'  gehen.  Die  Doppelstrahleu 
der  Involutionen  [cd]  und  \xa\  sind  die  imaginSren  Aeymptoten  der 
Kieise  und  JT^,  ihre  Durchschnitte  p  und  ^  also  die  Mittelpunkte 
dieser  Kraise.  Der  Kegelschnitt  aber,  welcher  mit  der  Oeraden  p^ 
susammen  die  erzeugte  Curve  3**'  Ordnung  bildet,  ist  ebenfalls  ein 
Kreis,  da  er  auch  durch  o  und  (o  geht.  Wenn  daher  ein  Vierseit 
zweien  Kreisen  umschrieben  ist,  so  besteht  der  geometrische  Ort  der 
Brennpunkte  der  diesem  Vierseit  eiubeschriebenen  Kegelschnitte  aus 
einer  Geraden  G  und  einem  Kreise  it  ,  welche  beide  durch  die  Mittel- 
punkte i)  und  q  der  beiden  dem  Vierseit  einbeschriebenen  Kreise  if, 
und  gehen.  Der  Mittelpunkt  von  ii  ist  wieder  der  Brennpunkt  f 
der  dem  Vierseit  einbeschriebenen  Parabel,  da  die  Asymptoten  des  9C 
zugleich  die  aus  w  und  a'  an  die  Parabel  gehenden  Tangenten  sind, 
und  dieser  Punkt  /'  liegt  nach  dem  Früheren  auf  der  Geraden  (r  oder 
weil  mf  und  m'f  die  in  den  Involutionen  [o}]  und  [o)']  zu  iav£ 
conjugirten  Strahlen  sind  (Fig.  2.).  Die  Oerade  G  geht  SAisserdem 
durch  ein  Eckenpaar  aa'  des  Vierseits,  der  Kreis     durch  die  beiden 
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anderen  Eckenpaare  bb'  und  cc.  Zwei  demselben  Kegelschnitte  der 
Schaar  angehörige  Brennpunkte  haben  als  conjugirte  Pole  der  (^urve 
3'""'  Ordnung  denselben  Tangentialpunkt,  daher  liegen  zwei  solche  Breuu- 
puukte  X,  X  auf  stets  so,  dass  die  Tangenten  in  ihnen  sich  auf  G 
schneiden,  d.  h.  sie  liegen  einander  in  Beziehung  auf  6f  symmetrisch 
'  •  nf.s. 


gegenfiber.  Diese  Brampimkie  gehören  eolchen  Eegelechnitten  an, 
deren  Mittelpnnkte  auf  Q  zwisdien  p  nnd  q  liegen.  Für  alle  flbrigen 
Kegelsdinitte  der  Schaar  liegen  die  Brennpunkte  auf  O,  und  da  swei 
solche    /  von  coigugirten  Strahlen  der  Involutionen  [»]  und  ge- 

troffeu  werden,  so  bilden  die  Punktepaare  yy  auf  Gf  eine  Involution, 
(h>ren  Doppolpunkte  |7  und  q  sind.  Mithin  sind  je  zwei  auf  (?  liegende 
Brennpunkte  y  einander  in  Bezug  auf  p  und  q  harmonisch  an- 
geordnet 

Prag,  22.  October  1871. 
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Tn  mehreren  früheren  Abhandlungen  (vergl.  Grelles  Journal 
Bd.  09.  und  Math.  Ann.  Bd.  2.)  habe  ich  gezeigt,  dass  die  sunuUanen 
Invarianten  einer  Anzahl  binärer  Formen  ein  endliches  System  bilden. 
FUr  Formen  von  mehr  als  2  Veränderlichen  ist  mir  ein  entspredienikr 
Beweis  bisher  nidht  gelungen  (vergl.  übrigens  besllglicli  der  temären 
enbischen  Formen  Blatb.  Ann.  Bd.  1.). 

Es  entsteht  aber  nnn  die  Frage,  ob  mau  aas  einem  solchen 
Formensysteme  einen  Theü  absondern  kleine,  der  für  sieh  ein  voll- 
stSnd^^  System  bildet 

Ein  solches  Theilsystem  IHsst  sich  in  der  That  angeben,  wenn  die 
Grundformen  selbst  alle  gleiche  Ordnung  haben.  Es  ist  das  System 
der  Combinanten ,  d.  h.  das  System  derjenigen  simultanen  Invarianten 
(resp.  Covarianten,  zugehörigen  Formen,  Zwischenformen),  welche  sich, 
indem  man  die  Orundformen  durcli  lineare  Combinationen  derselben 
mit  willkürlichen  Coeftieicnten  crscitzt,  nur  um  Factoren  ändern,  welche 
Functionen  dieser  Coeflicienten  allein  sind.  Ich  werde  im  Folgenden 
zeigen,  dass  alle  Combinanten  simultane  Invarianten  (resp.  ('ova- 
riauten  etc.)  der  einfachsten  unter  ihnen  sind  und  daher  ein  voll- 
standiges  System  bilden,  welches  wenigstens  fUr  binäre  Formen  end- 
lieh  ist  Als  Beiapisl  gebe  die  Combinantensysteme  für  quadra- 
tische und  cnbiMshe  binSie.  Formen  an. 

Einer  der  FnndamentalsRtae  der  Invarianten-Theorie  ist  der  von 
Clebsch  im  60.  Bande  des  Crelle'schen  Journals  gegebene  Satz, 
dass  jede  ahuultBne  Invariante  einer  Anaald  linearer  Formen: 

afx,+a^^x,-..i-a'^x,,      ♦-1,2,  ...gr, 

(wo  q  >  j>)  eine  ganze  Function  der  Determinanten  ist,  welche  aus 
ihn  Coefficienten  der  verschiedenen  Formen  in  ihren  Combinationen 
zu  p  gebildet  werden  können.  Dieser  Satz  kann  auch  folgender- 
massen  als  Determiuantensatz  ausgesprochen  werden: 

Jede  homogme  ratkmale  FunäUm  der  prdhigm  Ddermkumim 
des  Öffstems 
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af >  «i"  .  . .  a<'>  (j^,), 

ivelcfte  ane'  game  I^metitm  üwer  EUmmte  ist,  ißt  sugldch  eine  ganee 
FuneHon  dieser  DetemnunUe», 

Dieser  Sats  genflgt,  nm  die  oben  behaoptete  Eigensehaft  der 
Combmanten  hersuleiten.  Um  dies  jedoch  aaf  mögliehst  einfache  Art 
zeigen  zu  kennen ^  ist  es  ndthig,  die  von  Olebsch  gegebenen  Be- 
weismethoden etwas  umzuformen  und  dem  voiliegenden  Thema  an- 
zupassen. Hierzu  brauche  ich  einige  Identitäten,  welche  mit  den 
von  mir  «(Math.  Ann.  Bd.  3.  p.  3G4)  und  von  Clebsch  in  seiner 
Theorie  der  binären  Formen  (§  8.)  gegeboien  Reihen  in  engstem 
Zusammenhange  stehen.  » 

• 

§  1. 

üeher  «ino  daase  gaaaer  Fnnetioneii,  weloho  au  dar  Entwiekaliuig 
des  Ansdnieks  (i?  -F       (y  +  Ai})"*  entstehen. 

Wenn  mau  den  Ausdruck 

nach  dem  binomischen  Satze  nach  Potenzen  Ton  X  entwickelt,  so  er^ 
hält  man  die  ßeihe: 

^-',¥t  \¥c  C")  (D  ^  - ' «'  r  -  V  • 

Den  Coeffideuten  von  X*"  in  dieser  Beihe  wferde  ich  durch 

(•"+").  i),(^.!r) 

bezeichnen,  so  dass  also 

(I)         Dr  ix'^  r)  =  ^»  -  •  r  -  *  1?*. 

~   \    r  ) 

Man  erhalt  dieselbe  Function  bis  auf  einen  numerischen  Coeffi- 
cicnton,  wenn  man  den  Ausdruck  .v"  ?/'"  r  Male  liintoreinandor  nach  x 
und  y  dilioreii/.irt  und  die  Incrumente  jedesmal  durch  l  und  ersetzt. 

Setzt  man  in  der  Identität  (I)  x  =  |  =  i;,  so  findet  man  einen 
Ausdruck,  der  durch  i>r (ic"* ")  bezeichnet  werden  kann,  nümlich:  . 

(*')('") 
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Dieser  Ausdruck,  mit     +  **)  multiplicirt,  ist  der  Goeffieient  von 

»   

iu  der  Entwickcluiig  vou 

uuü  da  in  Folge  der  directen  Entwjckeloog  dieser  Coefficieni  gleich 

+     0:"'  +  ''-'  r 

ist  y  80  hat  man  den  bekannten  Satz  für  die  Binomialcoefficienten: 

1—    H  ^^^^ 

was  man  hier  auch  so  aussprechen  kann : 

Die  Sumnir  der  Coiffkienim  <hr  licUu  (I)  ist  =  1. 
Die  verschiedenen  in  (I)  auftretenden  l'rodukte  a:"  ~  '  |' _;/"'—*  i^ 
erhält  man  aus  //'",  wenn  man  verschiedene  Factorcn  x  darin  durch 
verschiedene  Factoren  y  durcli  ii  ersetzt,  überhaupt  aber  jedesmal 
r  Factoren  ändert.  Insofern  alle  so  entstehenden  (Jlieder  für  .r,  § 
einerseits  und  für  ii  andererseits  stets  von  derselben  Dimension  sin*!, 
folgt  sofort,  dass  die  Diiferenz  irgend  zweier  durcii  die  Determinante^ 

(II) 

theilbar  wird.  Aber  da  die  Snmme  der  Coefficienten  in  (I)  «  1  ist» 
so  folgt,  dass  auch  die;  Differenz  zwischen  der  Summe  Dr{af^tf*)  und 
irgend  einem  ihrer  Glieder 

durch  D  theilbar  ist.   Der  Bruch 

D 

ist  also  ein  Aggregat  von   Produkten  x^^*—^  ^'  y«— *— t  wo 
»  -f-  *     r  —  1,  d.  h.  Ton  Gliedern  (?'  der  Reihe     „  i  (a:- - '  jT" 
Nun  ist  aber  wieder  ebenso 


D 

ein  Aggregat  von  (Gliedern  (r"  der  Reihe  1)^  ->{^~^  V'"  ^-  ^* 

Führt  man  so  fort,  und  ersetzt  man  jedesmal  jedes  Glied  G^*'  durcli 
_  i  (.t"  -  *  y'"    -)  und  das  Produkt  vou  U  mit  Gliedern  6r^*  +  ^>,  so 
gelangt  man  zu  dem  Satze: 

Jedes  Glied  Cr  =  a;«  -  •  I' -  *  12*  lüsst  sich  in  eine  lleihe  von  (/er 
Fonn 

MathMMtlaeh«  Aiiiib1«i.  y       7'  '  '       '  "'^v 
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etUwkkeln,  wo  die  Ck  numerisdie  Corfficicnfen  sind 

Ferner  aber  zeigt  man  nnn  leicht  die  Richtigkeit  des  Satzes: 

Diese  Entwichclung  von  G  ist  nur  auf  eine  Weise  möglich. 
(Jilbe  es  nämlich  für  Cr  zwei  Entwickelungen ,  so  miisste  ihre 
Dillbrenz  identisch  Terschwinden,  also  eiue  identische  Gleichaug  be- 
stehen: 

m  welcher  nicht  alle  Coefficient^n  C  identisch  verschwanden.  Wäre 
aber  f»  die  kleinste  Zahl,  lür  welche  C^^O,  so  wäre  dann 

also,  wenn  man  c  —     I « i}  aetst,  wobei  D  Terschwindet: 

0  —  CJ,  Dr_^       «-«0 , 
d.  h.      =  0,  ym  der  YoraiiBietznng  widerspricbi 

§  2. 

Dantolliuig  von  OS"  if*  mit  Hülfe  der  FimGtioBeii  Dr. 
Die  Coef&sienten  der  speciellen  Reihe 

welche  aus  der  oben  angegebenen  von  Cr  für  t  =  0,  k  =  m  ^tetdit, 
werde  ich  nun  berechnen. 

In  dieser  Beihe  ist  gleich  der  kleineren  der  Zahlen  m,  n  zu 
seilen.  Von  den  Ooefficienten  e  iit  dar  erste  leicht  eu  bestimmen; 
denn  setst  man  tf^x,  17 «  I,  so  erhfilt  man  D     0,  abo 

X-       =  C  "  D,n  (.r"  If")  =  C^' "  I-, 

also  Co'*"  !•    Die  übrigen  Coefficienteu  Ijleibeii  zu  finden. 

Zu  diesem  Zwecke  werde  ich  aus  der  obigen  Gleichung  zunächst 
eine  andere  von  ähnlicher  Gestalt  ableiten,  indem  ich  dieselbe  zuerst 
nach  X  und  i^,  sodann  nach  y  und  |  partiell  differenzire  und  die  Re- 
sultate ?on  einander  abziehe.   Auf  der  linken  Seite  erhält  man  sofort: 

n  .  wi  .  rc"  —  *  iy"  -  *. 

Aus  jedem  Gliede  der  Summe  rechts  aber  entstehen  3  Terme,  welche 
einzeln  zu  untersuchen  sind.   Man  hat: 
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Wendet  man  also  die  gedachte  Operation  zunächst  immer  auf  deu 
Factor  D*  an,  so  erhalt  man: 

Benutzt  man  zweitens,  indem  man  die  fragliche  Operation  an 
einem  GUede  der  Samme  (III)  ausführt,  immer  den  ersten  Factor,  so 
ergiebt  dieser  den  Ansdmck: 

dxcrj  dyd^ 

Dieser  Ansdrock  aber  ist  bis  auf  einen  Factor  ^"IJ^**)  Coeffi- 
dent  von         in  der  Entwickeloug  von 

dx  c  ri  dyd^  ' 

und  verschwindet,  da  diese  ganze  Entwickelung  identisch  Null  wird. 

Es  sind  also  nur  noch  die  Glieder  zu  betrachten,  bei  welchen 
gleichzeitig  beide  Jb'aetoren  eines  Gliedes  der  Summe  (III)  differenzirt 

werden,  also  Terme,  in  welchen  h  .  Z>*-^  multiplicirt  ist  mit  dem  fol- 
genden Ausdrucke,  in  welchem  die  Diii'erentialquotieuten  von  D  bereits 
durch  ihre  Warthe         ersetzt  sind: 

X  f-  «  ä  

'       '  CT] 

+  ^  dTj  +  «  äl  

—  (n  4- t»  —  2Ä) (a;»-* y«-*) . 

Fassen  wir  nunmehr  allee  susammen,  so  ergiebt  sich  aus  (HI) 
die  Formel: 

n .  m       if-*  —  *S*  c?«  •  A  (« + «  —  Ä  + 1)  D«-A  (aJ— »      *)  D*- «. 

A  =  l 

Die  Summe  ist  vou  7*  =  1  au,  statt  von  Ä  =  0  geuommen,  weil 
der  zu  h  =  0  gehörige  Theil  verschwindet.  Setzen  wir  aber  h  -\-  \ 
an  Stelle  von  7i,  so  ergiebt  sich  die  Formel  in  einer  mit  (III)  ganz 
analogen  Gestalt: 

Nach  der  Bezeichnungsweise  der  Formel  (III)  könnte  mau  aber  auch 

schreiben  : 

'-^'^i' («"■"*"  *r*-*-')  -ö*, 

und  durch  Vergleichuug  der  Goefficienten  ergiebt  sich  also  die  Formel: 
(V)  Ca+i-C,  'h+l.n^m^h' 

1* 
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Setst  man  nun  hierin  h  —  1  an  Stelle  ron  h,  sodaou  aber  fdr 
h,  m,  n  der  Beihe  nach 

1,         m —  l,         n  —  1 
h  —  2,        m  —  2,        n  —  2 

Ä  — A-f-1,    »i—  A  +  l,    w  — A  +  1 
und  multiplicirt  die  cuistandeiien  Gleichungen;  so  findet  man: 

«  «.n  — 1...«      Z -f- 1  — 1  •••  w»  —    +  '  m  — i,«  — i 

""/<.;»—  l  V..h  ~  i  -I-  1. )(  -f     —  //  -f  1  .    -f^—  h  ...  »j  H-         //  —  A  +  2  ' 

•  Da  nun  Ii  liöclistous  gleich  der  kleinsten  der  Zahlen  m,  n  werden 
konnte,  so  kann  man  A  =  ä  setzen:  rechts  steht  dann  r,,  '  , 
welches  nach  dem  im  Anfang  Bemerkten  gleich  1  ist,  und  ea  hleibt 
also: 

...  ©(;;) 

wo  wieder         den  Ausdruck 
bedentet. 

Setzt  %nan  diesen  Werth  von  in  (III)  ein,  so  erhalt  man  die 
gesuchte  Reihe: 

(VI)  «.ir-;i^  ^„.+^^i>--.(*'-»i;»-*)i)'. 

Man  verwerfhet  diese  Reihe  für  qrmbolische  Rechnungen,  indem 
man  die  Tariabeln  x,  y,  i}  durch  lineare  Symbole  ersetzt.  Be- 
zeichnet man  durch  r«  einen  linearen  Ausdruck 

und  setst  nun 

so  erhSlt  man  die  Gleichung: 

-J»  1«  (/»)(/«)  /n-A  'V      /       .  M. 

"  »fo  n-Ä  +  1)  V'  )  •  ^"-'^  ~  ' 

in  wdcher 

den  Coefficicnten  von  A"'"*  in  dem  Ausdrucke 

(r,  +  Ar,)—*.(s,  +  A5,)'"-* 

bezeieliuet.    1^'ür  jt>  =  2  ist  dieses  die  im  3.  Bande  dieser  Annalen 
p.  304  von  mir  gegebene  Formel. 
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§3. 

£ütwickelung  der  Functionen  Br  nach  Potenzen  von  xri 

und  I>  «=  icq  — 

In  Ffunnel  (VI)  war  das  Produkt  a;"  rf*  nach  den  Functionen 
I^m^i  fr"-^  f/"*— entwickelt.  Seteeu  wir  nnn  in  dieser  Formel  für 
«y  f»  der  Aeilie  nach  die  Werthepaare 

n — 1,  m— 1;  n  —  2,  f»  —  2;  . . . . 

Ins  fxk  einem  Werihepaare,  für  welche  eine  der  Zahlen  yenehwindet 
(»  —  f»,  m  —  1»),  und  mnltiplidrt  die  Gleichungen  besiehnngsweise  mit 

1,  D, 

so  hat  man  ft  -|-  1  lineare  Gleichungen  Tor  sich,  aus  denen  man  um- 
gekehrt die  Produkte 

berechnen  kann.  Alsdann  ergiebt  sich  für  DmC^^lT)  eine  Beihe  von 
der  Form: 

(1)  D^{x^\r')^^^^  Ol^'af'-^rr-^D^, 

a=o 

Audi  diese  Eniunekdmg  ist  nur  eine  Weise  mogU^  Gäbe 
es  nämlich  für  Dai(iB"y^)  2  Terschiedene  Reihen  dieser  Art,  so  gäbe 
es  eine  Relation  Ton  der  Form: 

in  welcher  nicht  alle  Goeffidenten  yerschwSnden.  Ist  ^  die  kleinste 
Zahl,  für  welche     ^  0,  so  wird  unsere  Relation: 

l  =  Q 

also,  wenn  man  x  =     y  =  ri  setzt,  woduich  D  verschwindet: 

o-c,, 

was  der  Voraussetzung  widerspricht. 

tiiuiz  wie  im  vorigen  §.  ergiebt  die  Annahme  o? » |,  y—^  ^ür 
den  ersten  Coetheienten  der  Reihe  (I)  den  Werth 

Die  fibrigen  Coefficienten  findet  man  mittelst  des  dort  angewandten 
Verfahrras.  Dlfferenzirt  man  die  Gleichung  (I)  erst  nach  x,  ii,  dann 
nach  ff,  I,  und  zi^t  die  Resultate  von  einander  ab,  so  findet  man: 

+  A^m  +  ii  — A  +  l)I>*-»ir-^ij'»-*}.  * 
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Weiiu  mau  iiuii  bemerkt,  dass  im  zweiten  Theile  das  erste,  im 
ersten  Theile  daa  leteie  Glied  der  Samme  Tenchwindety  nnd  man  im 
ersten  Theile  l  —  1  fttr  A  setzt,  so  kann  man  hierfür  schreiben: 

0     ^  i      -  *  IT  -  *     - » { ( w  —  A  +  1 )  (»  —  A  +  1 )  C^i; 

+  A(m-f«-  1)6';;""}. 
Daher  hat  man  die  Kelatiou: 

pm^n  (»  —  1 -I-  1)  (n  —  i  +  1)  „ 

miiliin,  wenn  man  in  dieser  Formel  für  X  der  Reihe  nach  A  —  1, 
A  —  2,  ...  1  setst  und  alle  Gleichungen  multiplicirt: 

n  CO 

/  VA/Vi/ 

Die  Reihe  (I)  nimmt  also  die  Form  ao: 

(II)      2).   r)  -  ,f  „    +  „a-        r  - '  -D* . 


ZwlMhnibTmMi  [6],  wdck*  dvek  AmrtMhmg  de«  Pnhhm 

d  =  £i  a— ^—  identisch  verschwinden. 

Ich  gehe  nun  dazu  Uber,  einige  viel  allgemdneie  Formeln  abzu- 
leiten, welche  die  YOiigeii  als  specielle  Fälle  umfassen  und  welche 
xahlreiche  geometrische  Anwendungen  gestatten. 

Beseidmen  wir  durch 

>        ...  SBp 

«, ,   «2   .  .  .  Up 

zwei  amtragrcdiodv  Reihen  von  Veränderliclien ,  d.  h.  solche,  auf  die 
]inr  lineare  iSubstitutioueu  angewandt  werden  sollen,  für  weiche  der 
Ausdruck 

ungeilntlL-rt  bh-iljt.  Eine  Form,  welche  beide  Reihen  von  Variabein 
enthält,  wird  nach  Aronliold  Zivi^choifurm  j^enannt.  Ist  eine  solche 
Form  0  vom  Grade  u  in  den  x,  vuui  Grade  m  in  den  tt,  so  kann 
man  sie  symbolisch  durch  den  Ausdruck 

0  =         +  gpjac,  1-  q>,ie,y  (1*^  ^^'i  -f   h  «»^i»)'"  =- 
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darstellen,  wo  die  9»,  ^  die  symbolischen  Coefficieuteu  von  6  genannt 

werden. 

Eine  sulelie  Z\vi,stlH'iif(»riii  hcsitat  unter  auUerem  die  folgende 
-  Reiiie  covarianter  Zwisclifiifuinieii : 

wo  fft  wieder  die  kleinere  der  Zahlen  m,  n  bedeutel^  und  9^  den  Ans- 
druck  darstelli: 

9^  "    ^1  +  f»»1^»  •  •  •  +  • 
Man  kann  jede  dieser  ZwischenibrmeD  ans  der  vorherg^nden  dadurch 
ableiten,  dass  man  die  Summe  ihrer  zweiten  nach  Xt,  iif  genommeneif 
Differentialqnotienten  addirt  nnd  durch  die  Ordnungen  in  den  x  und  u 
dlTidirt.  Ich  will  nun  durch  dP  das  Resultat  der  Operation: 


angewaudt  auf  irgend  eine  Form  F,  beseichnen.  Die  obige  Reihe 
Ton  Zwischenformen  ist  dann: 


Q  ^      de,      ^  a»e 

•"™n— l.f»  —  1      fi.n  —  l.w.t»  —  1 

•        — 2. «  —  a     « — 1 — 1  .m  — 8 


n-^ti  — 1  .»—8. m.m—l.m  —  a 


Der  Prozess  d  soll  nun  angewandt  werden  auf  das  Produkt  6 .  u^. 
Mau  hat  dann: 

Von  den  Qliedem  der  rechten  Seite  ist  das  erste  111116t  't^-  ^ 
ferner 

80  wird  das  zweite  Glied  Ä(i>  +  Ä  —  ]).0.u*~'.  Das  dritte  end- 
licli  wird: 

Man  hat  {ilso,  indem  man  alles  znsammenfasst: 

(IV)    d  (0  .  tt*)  =  w«0,  .     4.  ;»(m  +  n  +  2)  +  /*  —  1) .  0  .  tti~  \- 

Diese  Formel  fühlt  zu  einigen  bemerkenswerthen  Consequeuzcu. 
In  Folge  derselben  kann  mm  nämUeh  eine  Consfantenreike 

" . . .  e^' "  so  hesiimmen  (und  »war  nur  auf  eine  eintiefe  Weise), 
dasi  die  Anwendung  des  Protesses  d  auf  die  Comibmaiion 
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identisch  NuU  gidd. 

Wendet  ni;ui  den  Prozess  d  auf  diesen  Ausdruck  au  und  setzt 
das  Resultat  gleich  Null,  80  findet  man  mit  Anwendung  der  For-  * 
mel  (IV): 

0  —  e»)    (C*  —  1) 

*FC  "  U«»-  Ä)  (»  -  Ä)eA+iU*  -f-  Ä(m  H-  n  H-j»  -  Ä~  1)0*  tti"^}, 

oder,  wenn  «man  im  ersten  Theile  der  Summe,  deren  sn  ^ «  ^  ge- 
höriges Glied  verschwindet,  h  —  1  fUr  %  setzt: 

F»i-'e*{(i«-Ä-f  i)(«_Ä  +  i)c;;'i';+A(m+n+jp-A— i)«^;""}. 

Diese  Gleichung  kauu  uur  bestehen,  wenn,  die  eingeklammerten 
Gritesm  vorsehwinden.  Denn  bezeichnen  wir  diese  etwa  durch  y^,  sodass 

A  =  1 

und  wäre  y^,  der  erste  dieser  Coefticienten,  welcher  iiielit  verschwiiude, 
SO  könnte  man  durch  Division  mit     ~  ^  die  Gleichung  herstellen : 

Setst  man  hierin  fflr  die  «  und  x  ein  solches  Werthsystem,  fttr  welches 
tf«,  nicht  aber  9^  verschwindet,  so  bleibi  =  0,  was  der  Voraus- 
setzung widmprichi. 

Man  hat  also  die  Gleichungen: 

m,  «       _  (m  —  7t  +  1)  (n  —    +  1)  m,  «  . 
kim-^n  +  p  —  h—l) 

und  hieraus  folgt»  indem  man  fOr  A  der  Reihe  nach  h  —  1,  h  —  2  . . . 
setzt,  und  alle  Gleichungen  multipUcirt: 

Der  so  gelnldet«  Ausdruck,  für  welchen  die  Anwendung  des  Pro- 
zesses d  identisch  Null  giebt,  soll  fortan  durch 

(V)     [6] «  0  -f.  er  -»«.o,  +      0, . . .  +  c;- 0^ 

bezeichnet  werden.    Durch  Eintragung  der  ol^igen  Werthe  der  e  er- 
giebt  sich: 
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EntwlolMlitDg  iMlieliiger  ZwiaeliwÜnrmeii  naoli  Förmen  [6]. 

Weun  im  Vorigeu  der  Ausdruck  [0],  welcher  dem  Prozess  ö  unter- 
worfen ,  Null  gab,  aus  den  l'oteuzeu  von  Ux  und  den  Ausdrücken  0/. 
zusannuengesetzt  wurde,  welche  vermittelet  des  Prozesses  8  aus  0 
hervorgehen,  so  werde  ich  jetzt  zeigen,  wie  umgekehrt  0  (und  ebenso 
sämmtliche  0/,)  sich  aus  Puteozeu  vou  Ux  und  aus  den  ähnlich  wie  6 
gebildeten  Ausdrücken 

_  le],  le,],  [ej, ... 

Ans  der  Foimel  (VI)  des  vorigen  §.  eriiilt  man,  indem  man  sie 
der  Beihe  nach  auf  die  Zinschenformen  6,  6,,  ...  anwende!^ 
fi  -|-  1  Gleichungen  von  der  Form: 

/m  —  X\  /n  —  l\ 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  vi ,  so  stellt  sie  ein  System 
von  Gleichungen  l''"  Grades  dar,  aus  welchem  mau  die  Grössen 

durch  « 

[0],    [0,]«,,    [0,]<  [0^1< 

linear  ausdrücken  kann.  Es  ist  nur  nuthig,  die  Buiwickeiung  Ton  6 
aufzustellen  i  für  diese  hat  man  die  Form: 

(I)  0-*2rcf'V[e.iV. 

*=sO 

Man  beweist,  wie  oben,  dass  die  Reihe  eindeutig  ist.  Ferner 
erhält  man  sofort,  wenn  man  ein  Werthsystem  einfuhrt,  für  welches 
t»,  verschwindet:  ^  . 

.e  =  cr''ie|. 

Aber  aus  (YI)  ist  dann  zugleich  [0]  =  0,  also 

C«.  «•  -=  1 . 

Um  die  fibrigeu  Ck>efßcienten  zu  finden,  wendet  man  auf  (1)  den 
Frozess  Ö  an.  Da  die  Anwendung  desselben  auf  [6*]  identisch  Null 
giebt,  so  bleibt 
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Die  Rumme  kann  auch  von  Ä; «  1  an  genommen  werden ,  da  ihr 
erstes  Glied  verschwiudet. 

Wendet  man  hingegen  die  Formel  (1)  auf  Q^  an^  so  erhält  man: 

oder,  indem  man  k  —  1  ffkr  h  setst: 

Vergleicht  man  diese  Iteihe  mit  der  vorigen,  so  erhält  mau  zur 
Bestimmung  der  C  die  Recursiousformel: 

Setat  man  hierin  für  m,  n,  k  der  Reihe  nach  die  Systeme 

m  —  1 ,  n  —  1 ,  Je  —  1 , 
m  — 2,   n  —  2,  k  —  2,' 

«       •  • 

m  —  jtt,    71  —  fif   k  —  n, 
und  bemerkt,  dass  nach  dem  Yorigeu 

CT"'"""''-!, 
80  erhält  man  durch  Hultiplioation  aller  Gleiehuiigen: 

pm,  n   (k)  Q 

^*  +  n  +  j?  —  *  —  1 J 

Die  Reihe  (I)  wird  demnach: 

•(*)(*) 


(II)  e  = 


In  dem  besonderen  Falle,  wo  6  den  Factor  «jj^  enthält,  redncirt 
sich  die  Reihe  rechts  auf  ihr  letztes  Glied,  und  es  ist  dann 

C)  C) 

Dieser  Fall  tritt  bei  einer  Reihe  geometrischer  Probleme  ein, 
z.  B.  bei  dem  Probleme  der  Doppeltaiigeuteu ;  und  die  in  (III)  ge- 
gebene Darstellung  ist  dann  von  Wliätigkeit,  indem  es  darauf  an> 
kommt,  fiherflfissige  Factoren  9M  den  qrmbolischen  Produkten 
aasausdieiden;  was  hier,  wie  man  sieht,  mittelst  des  Prosesses  &  ge- 
leistet  wird. 
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§  6. 

Ueber  Formen  mit  p  Reihen  von  p  Veränderlichen,  welche  dnroli  eile 
mSgliolist  bebe  Potens  Uuer  Determuuuite  theilbar  Bind. 


(0  ^'^  (^\{^-^^\(^-^^  ... 


Für  das  Folgende  isi  ein  Satz  fundamental,  dessen  Beweis  ich  hier 
geben  werde,  and  welcher  folgendennaeeen  ausgcsprodien  weiden  kann: 
Es  sei  F  eine  Form,  welche  p  Beiken  von  VerändeirUt^ 
enihäU 

a^«,  a{«  . . .  a{:> 

1  »      a    •  •  • 

•    •  • 

J.P)     Jp)         Jp) . 
,    ji^    .  .  .  ji^  ^ 

uml  es  sei  symbolisch 

J^ptOoIf  (faim  F  ob  tmribücfteM  F<wft»r  die  ^  Flikn»  <fer  I>e- 
IsrnNMofife  der  X,  so  der  sjfwholisdte  AMsdrudt  des  atideren 
Faehrs  von  F  tke  v**  Polefw  der  Detemmumie  der  r,  so  dass, 
wenn  X  die  DeterminaiUe  der  x,  B  die  der  r  bedeutä: 

JJoweis.  Für  J)  ==  1  ist  der  Satz  selbstvcrstiindlich.  Ich  nehme 
also  au,  er  sei  für  1,  2  , . ,  p — 1  bewieseni  und  will  ihn  für  die 
Zahl  })  erweisen. 

Es  werden  zwei  Vuraussetzungen  gemacht: 

1.  Die  Form 

^       TarO»  •  V  •  •  •  '^»Wj 

hat  den  Factor  X*f  und  man  kann  ako  eetsen: 

^—  X*Q, 
wo  Q  die  «  nicht  mehr  entlüUt 

2.  Der  Sata  gilt  für  ji  —  1.  Enthält  alao  eine  Fonn  Ton  p  ~  1 
Reihen  mit  je  p  —  1  Variabein ,  deren  aymbolischer  Anadmcfc 

ist,  die  if  nur  in  der  Coiubinatiou  ihrer  Determinante  Y,  enthält  also 
0  den  Factor  Y*,  so  ist 

wo  iS>  die  Determinante  der  symbolischen  Goefficieuten  s  bedeutet. 
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Zu  beweiaen  ist,  das»  dauu  auch  die  Formel  (1)  besteht. 

Nun  föhre  ich  statt  der  ersten  p  —  1  Reilien  der  x  p{p —  1) 
iiene  Veränderliche  y  ein,  welche  mit  jenen  durch  die  folgenden  p  Sy- 
stenie  von  je  j>  -r  1  linearen  Gleichuügen  mit  {p  —  1)^  willkürlichen 
iSubätitutiunscoei'ficienten  verbunden  sein  sollen: 

(U)  +>^^  + 

(i  =  1 ,  2  .  . .  l>)  . 

Die  symbolischen  Factoren        von  F  gehen  liierdurch,  bis  auf 

den  letrten,  welcher  ungtiudert  bleibt,  in  lineare  Fonetionen  der  l 
Uber,  deren  Coefficaenten  lineare  Functionen  der  y  sind,  und  zwar  wird 

(III)  *       \%  -  A'«  r»?„  +  i«i       ...  +       .  .j;,-.,, 
WO        den  Ausdruck  bedeutet; 

Die  Determinante  X  der  je  verwandelt  sich  nach  Einffthrong  der 
obigen  Werthe  der  ersten  p{p  —  1)  Giesen  x  in  das  Plrodokt  der 
Determinante  A  der  il  mit  der  ans  den  Reihen  y  und  der  letaten  Reihe 
der  s  aosammengesefatten  Determinante.  Da  nun  nach  Yoranssetaung 
1.  F  den  Factor  enthalten  soll»  so  enthält  es  auch  den  Factor  A*. 
Aber  man  kann  F  jetzt  als  Function  der  (p  —  1)^  Grdssen  X  ansehen, 
welche  jede  der  p  —  1  Reihen  dieser  Grössen  homogen  und  in  der 
yt«o  Ordnung  enthält*  Indem  man  also  die  Voraussetzung  2.  auf  F 
anwendet,  sieht  man,  dass  F  die  Form  haben  muss: 

Dabei  ist  T  die  Determinante,  welche  aus  den  (N)effieienten  der  Sym- 
bolist lien  Darstellung  von  F  zusammengesetzt  wird,  wenn  man  bei 
dieser  die  A  als  die  Veränderiii  lieii  ansieht.    Als  solche  symbolische 

Cucflicienteu  kann  man  die  Ausdrücke  r'*',-)  ansehen,  welche  in  der 

That  in  den  p  —  1  ersten  Factoren  r^J^y  die  Ooefficienten  der  l  sind; 

nur  ist  dann  noch  der  in  Bezog  auf  die  X  oonstante  symbdiscfae  Factor 
Resultate  hinznzufllgen.  Es  ist  also  zu  setzen: 

wo  ijy  die  ans  den  Coefficienten  r^o  der  |>  —  1  Ausdrucke  (III)  ge- 


Digitized  by  Google 


Ueber  Combinanteu.  IQQ 

bildete  Detenninaiite  bedeotet.  Mnltipliciren  wir  aber  mit  so 
ergiebi  rieh  die  Determinante  Bg  der  AoBdrOcke: 

^g^)  ^  *-i  ^yLt)  -r     »^(«j  h    - 1     - 1) 

(Jb— 1,  2  . . .  j>  — 1;  A— 1,  2  . . .  p— 1). 
Und  es  ist  also: 


Dieser  Ausdmek  enthSU  die  X  and  welche  der  Untenachang  fremd 
sind,  bereits  nicht  mehr. 

Die  Elemente  der  {p  —  1)  reihigen  Determinante  Ri  sind  die  ans 
p  Summanden  bestehenden  Amdrficke: 

Daher  lost  sich  Iii  ^he  Summe  von  p  Produkten  entsprechender 
Determinanten  aof,  welche  aus  den  unvollständigen  Systemen 

r^  . .  .  .  •  •  • 


i 

•       •       •  ^  •       •  • 

JP-I)  ,11' -l)  i  I    -(P-l)   JP-i)  Jif-ii 

M  '^Ä         •  •  •  I  I   *|  *l  •  •  •  *p 

sa  bilden  rind.   Nennt  man  diese  Reihen  von  Determinanten 

^2  •  •  • 

I*,,    M,  .  .  .  «p. 


und 

so  ist: 

also: 


Betrachten  wir  diesen  Aasdmck  als  Function  der  und  der  11. 
Mach  yoraussetanng  1.  ist  ^  durch 

thoilbar.  Daher  können  wir  die  Formel  (Iii)  des  §  5.  anwenden  und 
erhalten  sofort: 

was  die  zu  erweisende  Formel  ist. 
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§7. 

Invarianten  linearer  Formen. 

Betrachten  wir  ein  System  linearer  Formen,  deren  Zahl  der  Zahl 
der  Variabein  wenigstens  gleich  kommt: 

(I)  +  +      ^;.  =  aS' 

(/i  =  1,  2  ...  5;   q^  p)' 

Fohren  wir  statt  der  x  neue  Variable  ß  ein  durch  die  Gleichungen : 

(»-l,2...j)). 

Eine  ganze  Function  /  der  Coeffidenten  jener  Formen ,  welche 
sich|  wenn  man  statt  der  Yariabeln  x  die  m  einführt,  nur  nm  eine 
Potcm  der  Transformatioiisdeterminaaie  X  Snderl^  ist  eine  Invariante 
der  Formen» 

In  Folge  der  Snbstitntion  geht  die  lineare  Form  (I)  in 

«a-d)  *i  H-  ^gJd)   1-  ^gfj-lh 

über;  an  Stelle  eines  Goei&cienten  aj^^  von  Xt  tritt  also  jetst  ein 
Üoefficient  a^%)  von  it. 

Betrachten  wir  nun  die  ans  den  aj^  und  aus  irgend  welchen 
Grössen  tfi,  yi  ■ .  •  y>j  gebildeten  linearen  Functionen: 

ßildeii  wir  solche  Functioneu  entsprechend  aus  den  transformirten 
Coefücieiiten ,  so  erhalten  wir  die  Ausdrücke: 

«3« yi  +  a^i, . . .  +  ajlrtsf,  -       (y)  +  •  •  •  +  . 

Setsen  wir 

(y)  =    /;  (!/)  +    t\  (!/)•••  +    U  (y) , 

so  gehen  also  durch  diu  lineare  Transformation  die  Ausdrücke  fiijy) 
in  die  Ausdrücke  fx^^^iy)  üher. 

Der  Ausdruck  J\  welcher  aus  der  Invariante  J  durch  die  Sub- 
stitution hervorgeht,  hat  der  Definition  nach  den  Werth 

(II)  J'^J.X% 

wo  V  irgend  eine  ganze  positive  Zahl  ist.  Es  ist  also  J'  eine  ganae 
homogene  Function  v^'^"  Grades  von  jeder  der  Grossenreihen 

af'.  ...4*'. 
Aber  bei  der  Bildung  von  J'  tritt  eine  solehe  GrOssenreihe  nur 
in  den  Coeffidenien  aJ^V)     »  1 ,  2 . . .  9)  der  transfonnirten  Formen 
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linear  auf;  daher  ist  auch  J'  in  dieeen,  was  dasselbe  ist,  in  den  Coefii- 
cienten  jeder  der  Fonnen  /y*)(y)  liomogen  Tom  v'*"  €hrade;  mithin 

aach  J  selbst  homogen  vom  v**"  Grade  in  den  Coeffidenten 

jeder  der  Functionen  /i  O/). 

Man  kunu  daher  symbolische  Coefjficienten  \  einitüireu,  ao  dads 
J  den  symbolischen  Ausdruck 

annimmt,  wo 

nnd  wo  die  Zeichen 

^  ü» . . .  {» 

•      •  • 

»1  •  •  •  bj 

Symbole  bedeuten,  deren  Produkte  zu  jp .  v  Factoren  die  in  J  befind- 
lichen, von  den  aj*'  nnabhfingjgen  Coeffidenten  darstellen. 

§8. 

Zosammensetziing  der  Invarianten  linearer  Formen  aus  ihren 

Determinanten. 

Invarianten,  wie  de  im  Vorigen  betrachtet  worden  sind^  anter 
anderem  die  Determinanten,  welche  ans  den  Coeffidentm  von  irgend 

p  der  linearen  Formen  (i^  znsammengesetst  werden.  Ich  werde  nun 

umgekehrt  beweisen,  üa»  jede  JnvariaiiUe  J  eine  ffcmte  Fmäkn  äkaer 
Ddermnaiiim  isk 

Nunmt  man  J*  in  der  symbolischen  Fonn  des.  vorigen  §.: 

und  bildet  sodann  J  für  die  durch  die  Substitution 

transformirten  Formen,  so  erhSlt  man  nadi  dem  Vorigen: 

j'-  [4(1)  (i<^)) .    (|(«>) . . .  r^iP)  {i^p^)Y  -  XV 

Die  Function  J'  hat  also  in  Bezug  auf  die  x^^^  die  Eigenschaften 
der  Function  F  des  §  6.  Wenden  wir  also  die  Formel  (I)  jenes  §. 
auf  die  Function  J'^^  ,J  an  nnd  beseitigen  bddersdts  den  Factor 

80  erhalten  wir: 
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wo  Ii  tlic  Dcteriniii.iiito  der  symljolischen  Cut't'licieuteu  von  J' ^  also 
die  Üeteiiiiiiiiinte  der  Tirössen  /i  (5**^)  ist  ,  mit  denen  in  den  symbo- 
lischen Factorcu  /^(a)  (|(*>)  sich  die  x^^^  multiplicirt  tinden.   Da  nuu  aber 

fi  m  -  aS"  Jf  +  «?» > . . .  +  «••'  I« , 

Bo  geht  R  in  eine  Sunune  von  Produkten  aber,  deren  Faetoren  die 
entsprechend  gebildeten  Determinanten  der  beiden  unTollstiindigen 
Systeme 


.(!> 


a 


(9) 


^1" 


t(I) 
»2 


sind.  Die  Determinanteti  des  ersten  Systems  aber  sind  die  im  Ein- 
gänge bezeichneten  Determinanten,  und  die  Darstellong  von  J  als 
ganze  Function  von  diesen  ist  also  geleistet. 

Mau  kann  nmi  iu  der  folgenden  Weise  eine  Hegel  ableiten,  welche 
zweckmässiger  angewandt  wird,  um  gegebene  Invarianten  linearer 
Form  durcli  die  aus  ihren  ( 'oefficienten  zusammengesetzten  Deter- 
minanten uuszudriicken.  Bezeichnen  wir  eine  aus  den  Goet'ticienten 
derjenigen  liueareu  Formen^  deren  obere  ludices 


^2  •  •  • 


sind,  gebildete  Determinante  symbolisch  durch  das  Produkt 

Ein  solches  symbdisches  Produkt  bedeutet  immer  dieselbe  Deter- 
minante, sobald  die  Oesammtheit  der  oberen  Indices  dieselbe  ist,  und 
zwar  positiv  oder  negativ,  je  nach  der  Permutatiohsciasse,  welcher 
die  Jteihenfolge  der-  Indicee  «i ,  . . .  angehdri  Bän  symbolisches 
Produkt,  in  welchem  zwei  gleiche  obore  Indices  vorkommen,  bedeutet 
jederzeit  Null.  ^ 

Alsdann  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  die  durch  R  bezeichnete 
Determinante  der  GrCsseu  fiiji^)  ersetzt  werden  kann  durch  das  sym- 
bolische Produkt 

i2«)-9i(l«).9>«(i<*»)  . 
in  welchem  ^tiS^)  den  Ausdruck 

<p,(|(*))  =  «»|W_^„(0|(»). 

bedeutet.   Denn  indem  man  aus  diesen  Ausdrücken  das  Produkt  Ii 
bildet,  erhält  mau  Produkte  der  Form: 


(4  m 

1 
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multipHcirt  mit  den  entsprechenden  Ptodnkten  der  a,  also  mit  der 
entsprecbenden  DeterminantOi  positiv  oder  negativ  genonuneni  je  nach 
Anordnung  der  oberen  Indices,  und  diese  Determinante  wird  also 
schliesslich  in  die  entsprechende  Determinante  der  |  multiplidrt,  wie 
dies  bei  der  Entwickelung  von  R  der  Fall  ist.  ^ 

Um  mm  die  in  J  auftretende  Poteoz  JJ*  au  bilden,  müssen  wir 
V  Symbolischl.'  Produkte  der  <p  multii)liciren ,  und  die  Symbole  dabei 
durch  obere  Indices  unterscheiden.    Indem  also  jedem  Factor  Ii  ein 
oberer  Index  der  Formen  g>  in  dem  Produkte  der  H  (4)  zugeordnet . 
wird,  ergiebt  sich: 

Fahren  wir  dies  in  J  ein,  sa  ergiebt  sich: 

Vergleichen  wir  diese  Darstellung,  in  welcher  die  Produkte  der 
tt  symbolisch  die  Determinanten  der  Cöef&cienten  der  linearen  For- 
men, die  S  die  von  diesen  Coeffidenten  freien  Coefficienten  der  gege- 
benen Invariante  J  bedeuten,  mit  der  Darstellung  von  in  welcher 
nur  diese  letzteren  Symbole  auftreten: 

so  kSnnen  wir  leicht  eine  Ebägetl  abldten,  vwmöge  deren  J  als  Func- 
tion der  Determinanten  sich  darstellen  ISsst.  Denn  wenn  wir  J  in 
der  aweiten  Form  wiederholt  (im  Ganzen  vmal)  nach  dm  CoefEdenten 

ö"',  a''\  .  .  . 

joder  der  Coefficientenreihon  der  f  ditt'erenziren,  und  die  liu  n  incnte 
immer  durcli  Coeflicienten  der  Formen  tp',  tp" ,  .  .  ersetzen,  so  erhalten 
wir  endlich; 

{yXf.  n  n  ^pfi^^"^). 

Abgesehen  von  dem  Factor  {v\y,  ist  dies  <^enau  der  Zähler  der  an- 
deren Darstellung  von  «T,  und  wir  können  folgenden  Satz  aussprechen: 

Um  die  Invariante  J  durch  die  Determinanten  D  der  Cocfßeicnte» 

der  linearen  Fnrwm  nuszudrürlm,  differen»ire  man  tT  vmal  hinter 

eimnder  nadi  jeder  der  Corf/icientenreihen 

-<i)  Jit) 
»  »i  »  •  •  •  »I  f 

und  ersetge  die  Ineremente  durch  die  Coefficienten  immer  anderer  linca- 
rer  Functionen 

MalOmuMvilf  Aira«l«n.  V.  8 
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ErsM  man  sodann  die  Produli^  der  Cocfßdenicti  von  Formen  (p 
mit  gleu^em  oberen  Index  ^ureh  die  entspredtenden  Dekrmüianten  D, 
so  erhäU  man  eine  ganee  Function  der  D,  wde^e  gleich 

(;)c:')---('+r')-c")'-j 

§0. 

Die  partidlAii  DifferentiAlgkiehaiigwii  für  die  InTariaaten. 

Aqb  der  soeben  geleisteten  Darstellung  von  J  folgt  sofort,  dass 
diese  InToriante  gewissen  bekannten  partieUen  Differentialgleichungen 
genügt  Jede  der  Determinante,  als  deren  ganze  Function  J  dar- 
gestellt wurde,  verschwindet,  wenn  man  dieselbe  nach  einer  Reibe 

a''\   a''\  .  .  . 

differenzirt  und  die  Differentialquotienteu  mit  den  Gliedern  einer  an- 
doren  Reibe 

mnltiplicirt  addirt.  Ist  also  D  eine  jener  Determinanten,  so  genttgt 
J)  den  p{p —  1)  partielfen  Differentialgleichungen: 

Da  nnn  J  eine  ganze  Function  der  D  ist,  so  genügt  J  demselben 
System  von  Gleichungen,  so  dass  ancb 

Da  ianet  J  in  den  Ooeffidenten  jeder  der  Formen  also  in  den 
Termen  jeder  dieser  Reihen,  vom  Grade  v  ist,  so  genügt  es  noch  den 
p  Gleichnngen 

welche  mit  ersteren  zusammen  das  bekannte  System  bilden. 

Genügt  umgckcJirt  eine  gange  Function  der  «|.**  den  p-  Diffcrential- 
Sß^hungcn 

so  ist  J  eine  Invariante  der  q  linearen  Formen 
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Man  beweist  dies  folgendermaflsen.  Nach  §  7.  gehen  in  Folge 
der  linearen  Substitution 

x,^x?      +  'f      • .  •  +  ^I'» 

die  Coefficieuten  a^^  in  Coefücienten  aj^)  über.  Zugleich  muge  J  in 
J'  übergehen.   Dann  hat  man  auch 

dJ'       iu  _j_    cJ'      m  f   0  für  i>k 

da  |4>     *         d-a  Jh)     *  XvJ*  für  t«Jt. 

Da  nun  J'  die  Grössen  a;^*'  nur  in  don  Verbindnnf'cn  o^^j  ent- 
hält, so  sind  diese  Gleichungen  identisch  mit  den  folgenden: 

Diese  Gleichungen  sind  linear  für  die  Differentialquotienten  von 
J'\  löst  man  sie  auf,  so  erhält  man 

y  «f  T  -^2^ 

wo  X  die  Substitutiousilctfniiiinante;  und  also,  wenn  man  das  Diffe- 
rential von  J'  in  Bezug  auf  die  x!'^  bildet:* 

wo  Q  Ton  den  x^^^  unabhängig  ist. 

Betrachtet  man  nun  die  specicUe  Substitution,  in  welcher  ilie  x 
mit  gleichen  Indices  1,  die  übrigen  0  sind,  so  wird 

also :  _ 
mithin: 

also  J  ein«  Invariante,  wie  zu  beweisen. 

§  10. 

Gombinanten. 

Die  Eigenschaften  der  Combinanten,  welche  den  (legenstand  dieses 
Aufsatzes  bilden,  ergeben  sich  nunmehr  aus  dem  Vorhergehenden  ohne 

Weiteres. 

Es  seien  f^,  f.,  .  .  .  /),  irgend  ]>  lioiiiof^eno  Functiuneii  "  (irad»'s 
der  Variabein  a^j,  x.^  ...  av.  Eine  solche  Function  /i  besitzt  im  All- 
gemeinen 

8» 
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Glieder;  die  Coefficienien  derselben  ¥riU  ich  durch 


bezeichnen. 

Unter  den  simnltanoi  Invarianten  (Oorarianien,  Zwkdiaifonnen 
etc.)  der  Formen  fi  werden  diejenigen  als  ConiMnafilten  bezeichnet, 
welche,  wenn  man  statt  der  fi  die  linearen  CJombinationen  derselben 

•      •  • 

als  (i rundformen  einführt,  sich  nur  um  eiueu  Factor  ändert,  der  eine 
Potenz  der  Determinante  X  clor  x  ist. 

Es  siml  aho  die  Comhinantm  der  Foi'nun  f^f  •  •  •  fp  euglcich 
Invarianten  der  linearen  Formen 

«S*>Z,+af'2:,...  +  <>Ji^  (Ä-l,2...g); 

und  nmyclu'hrt,  ist  eine  si/nnKnnc  Invariante  {Covariaiitc  it<:.)  der  For- 
men f  yhichzeiUy  eine  aimuUane  Invariante  dieser  g  linearen  Formen^ 
so  ist  sie  eine  ConibinatUe. 

Differefowi  man  äernrntih  eine  Combkumte  J  parHeR  nach  den 
Coeffidenten  irgend  einer  der  Formen  /},  vnd  addirt  die  DifferenHal- 
gueiienien,  muU^oUeirt  mU  den  entsprechenden  Coefßdenkn  einer  aih 
deren  der  Formen,  ft,  so  erhäU  man  den  Wer^h  0. 

Bai  wngMiirt  eine  simultane  Invarianie  {(kvarkmte  de,)  der  f 
die  Eigenschaft,  dass  dieser  Froeess  immer  auf  NuU  führt,  so  ist  J 
eine  Comhinante  der  Formen  f. 

Ich  werde  nun  zeigen,  dass  jede  Comhinante  J  der  Formen 
fi>  ft  '  "  fp  d^  Inea/riante  {Covariante  etc,)  der  Form 


ft  CS^»>)    f^  (y'^O  '"f^ 


ist,  in  welciier  die  Grössen 

die  Function  fi  bedeuten,  hceicJiuwjswcise  geschrieben  mit  einer  der  /bJ- 
genden  p  Seihen  von  Variabdn: 
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•      •  « 

Vi    i    Vi   i   •  '  •   Vr  ' 

Denken  wir  uns  uilmlich  in  den  Functionen  /  staH  dt-r  Produkte 
nnd  l'ütenzeii  der  einschliesslich  der  mit  ihnen  verljund(MUMi  i'oly- 
iioniiulcoctllcicijieii ,  je  q  Yarüible  4  gesetzt,  vou  deueu  die  f  daim 
linear  abhänge ii ,  su  dass 

Die  Form  12  (y)  gebt  dann  genau  in  die  in  §  7.  durch  12  (|)  be- 
zeichnete Form  Aber.  Dort  aber  war  bewiesen ,  dass  eine  Invariante 
J  der  linearen  Formen 

erhalten  wird  (bis  auf  einen  Zahlen luctor),  indem  man  ihren  Ausdruck 
nach  deu  Coefficieutenreihen 

a.  ,  a.  j  .  .  .  a.  , 

also  nach  den  (.'oeriicientenreiheu  der  f  dißereuzirt  und  statt  der  In- 
cremeuto  die  Coefticieuteu  der  symbolischen  Darstellung  Ton 

eiuf&hrt.  Das  Endresultat  enthält  also  nur  Coef&cieutcu  vou  12(1), 
oder,  was  dasselbe  ist,  vou  11  {y),  da  der  in  ansust  eilen  de  Uel)cr- 
gaug  von  den  //  zu  den  §  und  zurück  ein  vollkommen  eindeutiger  ist, 
nnd  ist  somit  eine  Invanaute  (Covariante  etc.)  von  M{y),  was  zu  be- 
weisen war. 

§  11.  * 

Combinaiiteü  binärer  Formen. 

ich  werde  diese  Betrachtungen  nnn  auf  die  einfachsten  Fälle  der 
bitUiren  Formen  anwenden. 

Es  ist  bewiesen,  dass  die  Invarianten  und  Covarianten  einer  bina- 
ren Form  mit  beliebig  vielen  Hciheii  von  Variabelii  iniiuer  auf  die 
eines  simultanen  Systems  zurückget'ülirt  werden  kitnnen,  welches  nur 
(itic  Reihe  von  Variabein  enthält;  sodann  dass  ein  solches  »System 
innner  ein  endliches  v«)ll8tändiges  Hystcm  von  Invarianten  und  Co- 
varianten besitzt  (vergl.  diese  Annaleu  ßd.  i).  Ö.  365).  Wenn  also 
nach  dem  Yorigeu  die  Combinauten  eines  Systems  binärer  Formen 
immer  die  Invarianten  und  Ck>varianten  einer  Form  R  mit  mehreren 
Reihen  von  Yariabeln  sind,  so  folgt  sofort  der  im  Eingänge  erwähnte 
Satz: 
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Die  Comhinantcn  eines  Systems  himircr  Formen  sind  gante  Fun^ 
Honen  eines  cndllehcn  vollständigen  Si/stems  von  ConihitMnten. 

Dieses  System  will  ich  nun  f  iir  einige  Fälle  angeben. 

Die  Coinhiiiiuiteii  zweier  hiuären  FonncH  f  uud  qp  siüd  die  iu- 
variauten  uuU  Covananten  der  Form 

Ii  =  fU)  (p  (y)  —  fij/j  (f  I  ,/;), 
also  (vergl.  diese  Anualen  Bd.  8.  8.  365)  ihrer  Elemeutarcovariauten 

Sind  f  und  q>  queidraiisch,  so  sind  ihre  Conibinanien  die  (üorarian- 
ten  und  lii?anaiiten  ihrer  Fonctionaldeterminante 

also  ganae  Fanctionen  der  Formen: 

.  9  ond 

Sind  f  und  9  cvUriack,  so  sind  ihre  Oombinanten  die  Oovarianten 
und  Invarianten  der  beiden  Formen 

also  ganze  Functionen  der  Formen: 

(/,  (jp)'';  ^;  A  =       ^-f;        ^Y;  ( A,  f>);  (A,  ^)«. 

Die  Conibinaiiteii  von  drei  binären  Formen  /,  ^  sind  die  lu- 
variauteu  imd  Covariauteu  der  Form 

f{x)    fdf)  f{z) 

E=     <p{x)     q  (//)     (f  U)  . 

^  {x)    i>  (y)    v  i  z) 
Bexeichueu  wir  uuu  f,*p,i>  symbolisch  durch 

so  wird  ß  die  Sunmie  der  Produkte  entsprechender  Determinanten 
aus  den  beiilen  uuvollstäudigeu  Systemen: 


uud 


■  < 

<  ( 

2/            •*»    •  • 

( 

;■).":-!',  ( 

«\     n  —  2  2 

Vi     Vt  • 

1  *1 
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Es  sind  aber  die  aus  dem  letzten  Systeme  entstehenden  Deter- 
minanten durch  (xy)  iyz)  (ex)  theilbar.    Man  hat  daher 

■R  =  (xy)  iyss)  {z^)  -  IC, 

und  die  gesuchten  Combiuanten  sind  also  Invarianten  etc.  von  K. 

Die  Form  K  enthält  nur  3  Reihen  von  Yariabclu,  aber  ihre  Bil- 
dung ist  nicht  so  einfach,  wie  die  einer  anderen  Form,  -welche  man 
au  Stelle  derselben  benutzen  kann  und  welche  ich  jetzt  bilden  werde. 
Diese  enthält  eine  grössere  Anzahl  Keihen  von  Variabein;  aber  ihr 
symbolischer  Ausdruck  ist  aussorordeutlich  einfach  und  übersichtlich. 

Ich  denke  mir  ausser  den  3  l'onneu  f,  (p,  il'  noch  ii  —  2  andere 
Kennen  ö^'*  n'^"  Grades,  welche  mit  den  Variabein  t  geschrieben,  aus 
den  Produkten  der  linearen  l'actoreu  (xt)  (tfi)  {zi)  mit  den  (/*  —  S)'"" 
Potenzen  linearer  Formen 

bestehen  m()gen;  und  bezeichne  diese  Formen  Grades  symbolisch 
durch  («r)"  ^^'i  so  da§s 

0^^^{BfY  -  {xt)    i,t) . 

Ich  betrachte  nim  eine  Determinante  8,  gebildet  aus  deo  (tt  4- 1)' 
Werthen,  welche  die  Functionen 

f,  9,  tf»,  . . . 

annehmen,  wenn  man  in  ihnen  die  Vei&iderlicheiL  der  Reihe  nach 
durch  die  Yerftnderlichen 

y»       t^^, ...  '  • 

ersetzt,  von  denen  die  letzteren  ganz  beliebig  sind.  Diese  Deter- 
minante S  kann  man  nun  auf  zwei  verschiedene  Arten  in  Factoren 
zerlegen.  Erstens  kann  man  T<m  dem  Umstände  Gebrauch  machen, 
dass  die  Functionen  6  fdr  die  Werthsysteme  x,  y,  s  yeischwinden. 
Da  hierdurch  in  3  Reihen  der  Determinante  S  alle  Elemente  Ter^ 
schwinden,  bis  auf  diejenigen,  welche  in  J2  vorkommen,  so  zerfallt 
8  in  B  und  die  Determinante  der  Werthe,  welche  die  Functionen  c^*^ 
fUr  die  Variabein  ^>  annehmen.  In  letzterer  enthalt  aber  jede  Reihe 
ein  Produkt 

{xm)  Oy««*»)  (r^W), 
und  indem  man  diese.  Produkte  absondert^  bleibt  die  Determinante  der 
(m  —  3)*  Ausdrucke 

übrig,  d.  h.  abgesehen  von  einem  Zahlentactor  das  Produkt  der 
Grossen  p^^ p^^  — Pt^J?i\  multiplicirt  mit  dem  Produkte  der  Grossen 
(j*)^^)  —  t^^^^^K  Bezeichnet  man  eisteres  durch  P,  lettteres  durch  T, 
und  bezeichnet  man  ferner  durch  X,  T,  Z  die  Ausdrücke 
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X-»(.r^<»>)  Gr/«')  .  .  .  (u /<"-•»>) 

so  ist:  V        N      ^  X 

(I)  S^uRPT.  XY2. 

Für     findet  mau  luicUt  den  Werth 

»'-("T^)("7'')--(:=D- 

Die  Formel  (1)  giebt  die  erste  Danstelhuig  von  *S'.  Mau  kaiiu 
aber  zweitens  die  ursprüngliche  Forui  vuii  .S'  direct  zerU'.geu,  uud  zwar 
in  ähnlicher  Weise  wie  die  Deieminante  der  {pt)"'^.  Es  wird  dann 
t>  gleich  der  Determinante  der  Grössen 

a^  rtj  .  «2  .  .  .  öj, 
6j    6j  ~  *.  ftj  ...  6j 

n        n  —  1      ^  n 
C  j       ^1       •         •  •  • 

•  •  • 

multiplicirt  mit  der  Determinante  der  Grossen 

n  n  —  1  Ii 

•  ■  • 

nnd  mit  dem  Produkte  der  Binomialcoeffioienten: 

•  •  "=(;')(:)•■•(;;)• 

Die  erste  Deterininiiute  ist  das  Produkt  {ab)  {bc)  (ca),  multiplicirt 
mit  deu  i'rodukteu  der  Ausdrücke 

(«.s-'O),    (6s«'),  (cä^O), 
wcicbes  durch  M  bezeichnet  werden  möge,  und  mit  dem  Produkte 
2^  der  Ausdrücke  («t'^^));  die  zweite  ist 

Man  hat  also  zweitens: 

(U)      S^v.  (xp)  (yjr)  (ex)  .  X YZT ME .  {ab)  (6c)  (ca) . 

Vergleicht  man  beide  AusdrQcke  von  so  sieht  man,  dass 
X ,  T ,  Z .  T  sich  forthebt,  und  ebenso  das  Produkt  {xy)  (tfg)  {ßx), 
wenn  man  nur  JB  durch  Jf  ausdrttcki  Es  bleibt  also  die  Gleichung: 
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ir.  P  =  ^  .  2;  •  (06)  {bc)  {ca)  •  M. 

Um  nun  noch  das  FM)dukt  P  am  beseitigen,  muss  man  in  M  und 
£  für  die  Symbole  8  ihre  wirklichen  WerÜie  einführen.  Ffir  den 
Zweck  der  Unierauchung  aber  genügt  die  Bemerkung^  dass  in  R 
hiernach  die  Ooefficieuten  der  f,  nnr  insofern  vorkommen  kön- 
neu,  als  sie  aus  dem  symbolischen  Produkte 

{ab)  ipc)  {ca)  .  M  =  {ab)  (6c)  (ca) '  ~jT '  («i^ ')  (6b«")  {ca^'^) 

litTvorgeheii ,  il.  h.  soweit  sie  in  «1er  Form 

(III)  ^  -  («6)  (he)  (ca)  ' '  a^,.,  6^(o 

Vorkoniraeu.  Alle  Couibinanten  von  (p,  i/-  isind  aucli  Invariaiitoii  etc. 
der  Form  <',>•,  wiUirend  es  uragt?kehrt  evident  ist,  dass  Q  selbst,  also 
auch  alle  aus  ab^cleitei«'ii  Formen,  Coinbinanteji  sind.  Denn  es 
isi  Q  tiidits  auUeres,  als  die  Determiiiaute ,  welche  mau  aus  deu  9 
Elemeuteu 

^  KK^^^)^^  •  •  •  > 

bildet,  80  dass 

/Ii    f\%  fn 

Q^—     9>it    9l2  972 

*11  .^'l? 

wo  es  «leiiii  evident  ist,  dass  dieser  Ausdruck,  weun  /,  rp,  i/-  durch 
lineare  Kombinationen  derselben  ersetzt  werden,  sich  um-  um  die  De- 
terminante der  Conil)inatiousi(U'l'tieieiiten  ändert. 

Man  kann  also  mit  Nutzen  an  j^telle  von  K  die  einfachere  liil- 
düng  Q  zu  (irunde  legen,  o])\vold  diescllx'  )i  —  2  Reihen  von  Ver- 
äuderlicheu  statt  nur  dreier  enthält,  und  den  ^^atz  aussprechen: 

Alh:  Combi  Hauten  dreier  binärer  Formen     tp,     sind  Inn 
variatUcn  etc.  vott  Q.  • 

Wenden  wir  dies  auf  die  einfachsten  Fälle  au.  Sind  ff  9,  ^ 
quadratisck,  so  ist  Q  die  Invariante 

=  (ab)  (bc)  (ea) , 

uud  damit  die  einzige  existirendc  Combinunte. 
»Sind  /",  q>f  ilf  cubischf  so  wird 

^— (a6)(6c)(ca)a,6,c. 
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eine  cubische  Form.  Die  Combinanten  Bind  also  simmtlicb  ganze 
Funotionen  der  Fomen 

Qy   («0*-»,   (Ö,  T),    (r,  r)». 

Vier  quadratische  Formen  besitzen  keine  Combiuaute  mehr,  ebenso 
wenig  mehr  als  4  quadratische  Formen. 

Die  dnzige  Gombinaiitei  welche  met  eulnidie  Formm  besitzen, 
ist  die  Determinante  ihrer  GoefBcienten;  mehr  als  4  cubische  Formen 
besitsen  keine  Combinante  mehr. 

Giessen,  October  1871. 
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üeber  die  Ausdehnung  eines  Satzes  aus  der  Theorie 
der  tngouometrisüheu  Eeiheu. 

Ton  G.  Cantob  in  Hallb  a.  8. 


Iip  Folgenden  werde  ich  eine  gewisse  Ausdehnung  des  Satzes^ 
dass  die  trigonometrischen  Heihendarstellungen  eindeutig  sind^  mii- 

theilen. 

Dass  zwei  trigonometrische  Reihen: 

^  6u  +  27  (a«  sin  7ix  -j-  lu  cos  nx\  und  ^6©'  +  2? sin  nz  +     cos  nx), 

welche  für  jeden  Werth  von  x  conTergiren  und  dieselbe  Summe  haben, 
in  ihren  Coefficienten  übereinstimmen,  habe  ich  im  „Journal  für  die 
reine  und  ans^ewanilte  Mathematik,  Bd.  72.  8.  139"  nachzuweisen 
versucht-,  in  einer  auf  diese  Arbeit  sich  beziehenden  Notiz  halw)  ich 
a.  a.  0.  ferner  ^Qv.v'v^i,  dass  dieser  SSatz  auch  erhalten  bleibt,  wenn 
man  für  eine  endliche  Anzahl  von  Werthen  des  x  entweder  die  Con- 
vergenz  oder  die  UelKjreinstimmung  der  Reiliensumuien  aufgiebt. 

Die  hier  beabsichtigte  Ausdehnung  bestellt  darin,  dass  für  eine 
unendliche  Anzahl  yon  Werthen  des  x  im  Intervalle  (0 . . .  (2  jr))  auf 

die  Convergenz  oder  auf  die  Uebereinstimmuug  der  Reihensummen 
▼erzichtet  wird,  ohne  dass  die  Gültigkeit  des  Satzes  aufhört. 

Zu  dem  Ende  bin  ieh  aber  genöthigt,  wenn  auch  zum  growten 
Thflile  nur  andeutungsweise,  Bidriernngen  Toranf zuschicken,  weldie 
dazu  dienen  mögen,  Verhältnisse  in  ein  Licht  zn  stellen,  die  stets  auf- 
treten, sobald  Zahleogrössen  in  endlicher  oder  nnemdlidier  Anzahl 
gegeben  sind;  dabei  werde  ich  zu  gewissen  Definitionen  hingeleitet, 
welche  hier  nur  zum  Behufe  einer  möglichst  gedrängten  Darstellung 
des  beabsichtigten  Satzes,  dessen  Beweis  im  §  3.  gegeben  wird,  auf- 
gestellt werden. 

§  1. 

Die  rationalen  Zalden  bilden  die  Grundlage  für  Hie  Feststellung 
des  weiteren  IJegriltes  einer  Zahleogrössei  ich  will  sie  das  Gebiet  A 
nennen  (mit  Einschluss  der  Null). 

Wenn  ich  von  einer  Zahlengrösse  im  weiteren  Siinie  rede,  so 
geschieht  es  zunächst  in  dem  Falle,  dass  eine  durch  ein  Gesetz  ge-  * 
gebene  unendliche  Reiht«  von  rationalen  Zahlen; 

(1)  nr.,,  .  .  .  a„,  

vorliegt,  welclie  die  Beschaö'enheit  hat,  dass  die  Dilierenz  0.4.«,  —  <(• 
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mit  wachsendem  n  tmeiidlich  klein  wird,  was  auch  die  positive  ganze 
Zahl  m  sei,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  bei  beliebig  angenom- 
menem  (positiven,  rationalen)  <  eine  ganze  Zahl  t»|  vorhamieii  ist,  so 
dass  (flu+m  —  (i»)  <  wenn  n^N|  und  wenn  m  eine  beliebige  po- 
sitive  ganze  Zahl  ist. 

Diese  Beschatreiilieit  der  Reihe  (1 )  drücke  ich  in  den  Worten  aus: 
f,iyi('  Reihe  (l)        i  'i)ti-  hrstinimte  Gnnzi  h.^ 

Es  liabeii  also  «licsc  \\ Orte  zimiulist  keiueii  anderen  Sinn,  als 
deu  eines  Ausdrmkes  lür  jene  ßesehalf'enlieit  der  Reihe,  und  aus  dem 
Unistande,  dass  \vir  mit  der  Reihe  (1)  ein  besuiideres  Zeichen  J)  ver- 
binden, folgt,  dass  bei  verschiedenen  derartigen  Iteiheu  auch  ver- 
schiedene Zeichen  6,      h"j  ...  zu  bilden  sind. 

Ist  eine  sw^te  Reihe: 

(O  «i'»  «/» •  •  •  

g^eben,  welciie  eine  hestinimtc  (Jrenze  />  liat,  so  lindet  man,  dass 
die  beiden  Reihen  (Ij  und  (1)  eine  vuu  den  folgenden  i)  Reziehuugen 
stets  .haben,  die  sich  gegenseitig  ausschliessen:  Entweder  1.  wird 
o»  —  Om'  unendlich  klein  mit  wachsendem  n  oder  2.  o»  —  o.'  bleibt 
▼on  einem  gewissen  n  an  stets  grosser,  ab  eine  pontive  (rationale)  • 
GroHse  s  oder  3.  o«  —  flu'  bleibt  von  einem  gewissen  n  an  stets  klei- 
ner, als  eine  negative  (rationale)  Grösse  —  «. 

Wenn  die  erste  Boriehung  stattfindet ,  setze  ich: 

5  —  5', 

bei  der  zweiten  5  >  5',  bei  der  dritten  5  <  h\ 

Ebenso  findet  man,  dass  eine  Reihe  (1),  welche  eine  Grenze  5 
hat,  zu  einer  rationalen  Zahl  a  nur  eine  von  den  folgenden  3  Be- 
ziehungen hat.  Entwedw: 

1.  wird  o«  —  a  un^dlich  klein  mit  wachsendem  n,  oder  2.  —  a 
bleibt  von  einem  gewissen  n  an  immer  grösser,  als  eine  positive 
(rationale)  Cirüsse  c  oder  3.  o»  —  a  bleibt  von  einem  gewissen  m  an 
immer  kleiner,  als  eine  negative  (rationale)  Grösse  —  s. 

Um  das  Bestehen  dieser  Beziehungen  auszudrücken,  setzen  wir  resp. : 

5  =  a,    b  >  a,    h  <a. 

Aus  diesen  und  den  gleich  folgenden  Definitionen  crgiebt  sich  als 
Fni^,  dass,  wäin  5  die  Grenze  der  Reihe  (1)  ist,  alsdann  h  d»  mit 
wachsendem  n  unendlich  klein  wird,  womit  luhnihci  die  Bezeichnung 
„Grenze  der  Reihe  (1)*'  für  h  eine  gewisse  Rechtfertigung  tinth  t. 

Die  Gesummtheit  der  Zahieugrössen  h  möge  durch  B  bezeichnet 
werden. 

Mittelst  (d)iger  Fest.set/.ungen  lassen  sicli  die  Elementaroperatio 
nen,  welche  mit  rationalen  Zahlen  vorgenonnneu  werden,  uusdehuou 
auf  die  beiden  Gebiete  A  und  ß  zusummengeuummen. 
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Sind  nämlich  h,  h\  h"  drei  Zahlengrössen  tm  B,  so  dienen  die 
Formeln: 

als  Ausdruck  diitiir,  dass  zwi^ichen  den  den  Zahlen  />,  h' ^  h"  ent- 
sprechenden Ueihen : 


rt,, 

«21 

«2  » 

resp.  die  Beziclumgou  bestehen:  . 

lim  (o«  Hh  o»'  —  o«")  —  0,      lim  (o.  o,'—  a» ")  =  ü, 

wo  ich  auf  die  Bedeutung  des  Lini-Zeichens  nach  dem  Vorhergellenden 
nicht  näher  einzugohcu  brauche.  Aehnliche  Definitionen  werden  fUr 
die  Fülle  aufgestellt,  dass  Ton  den  drei  Zahlen  eine  oder  zwei  dem 

Gebiete  Ä  angehören. 

Alli^'einein  wird  sieh  «laraus  jfMlc  mittelst  einer  endlichen  Anzahl 
von  Elementaroperatiuiieii  <j;el.ildete  (Jlcichuug: 

I:\h,  h',  .  .  .  JM^)  =  0 
als   der  Ausdruck  für  eine    bestimmte  Beziehung  ergeben,  welche 
unter  den  Reihen  stritt liudet,   durch  welche  die  Zahlengrösoen  b, 
b'f  h",  .  .  .         gegeben  sind.*) 

Das  (Tel)iet  B  ergab  sich  aus  dem  Gebiete  A]  es  erzeugt  nun  in 
analoger  Weise  in  Gemeinschaft  juit  dem  Gebiete  Ä  ein  neues  Ge.- 
biet  a. 

Liegt  nämlich  eine  unendliche  Reihe: 
(ß)  hf        "  •  Kf  

▼on  Zahlengrössen  aus  den  Gebieten  A  und  11  vor,  welche  niclit  sämmt- 
lich  dem  Gebiete  A  angehören ,  und  hat  diese  Reihe  di(>  Beschaffen- 
heit, dass  h^j^,„  —  hn  mit  wachsendem  n  unendlich  klein  wird,  was 
auch  m  sei,  eine  BeschalFeiihoit,  <lie  nach  den  vorangegangenen  Defini- 
tionen Itegrilflich  etwas  ganz  Bestimmtes  ist,  so  sage  ich  von  dieser 
Reihe  aus,  dass  sie  eine  bestimmte  Grenze  c  hat. 


*)  Wenu  'i,.  n.  eine  Gleicluing  a'™  Gratles  mit  ganzxahligon  Coefficientcn: 
f(^x)*»Ot  eiuo  reelle  Wurzel  m  besitzt,  so  keit»i»t  dies  im  Aiigemcineii  nidits  an- 
türmt  ah  dam  eine  Reihe: 

«„  «t,  . 

von  (Irr  HcsrliaHcuhcit  der  Reihe  (1)  vorliegt,  i'ür  deren  QronM  das  Zeichen  n 
gewäblt  ist,  welche  ausscrUeiu  die  ICigen^chalt  hat: 
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Die  ZaUengrSssen  e  oonatitoireii  das  Gebiet  C, 

Die  Definitionen  des  Gleich-,  Grdsser*  nnd  Kleineneins,  aoivie  der , 
Elemeniaroperationen  sowolil  unter  den  Grössen     wie  anch  zwischen 
ihnen  und  den  Glessen  der  Gebiete  B  and  A  werden  dem  Früheren 
analog  gegeben. 

Während  sich  unn  die  Gebiete  B  und  A  so  zu  einander  verhal- 
ten, dass  zwar  jedes  a  einem  h,  nicht  al»er  umgekehrt  jedes  h  einem  a 
gleichgesetzt  werden  können,  stellt  es  sich  hier  heraus,  dass  sowohl 
jedes  h  einem  wie  auch  umgekehrt  jedes  c  einem  h  gleich  gesetzt 
werden  können. 

Obgleich  liierdurch  die  Gebiete  B  und  C  sich  gewissermassen 
gegenseitig  decken,  ist- es  beider  hier  dargelegten  Theorie  (in  welcher 
die  Zahlengrösse,  zuuüchät  au  sich  im  AUgemeineu  gegenätandlos, 
nar  als  Bestandtheil  von  Sätzen  erscheint^  welchen  Gegenständlichkeit  . 
zokommt,  des  Satzes  z.  B.,  dass  die  entsprechende  Reihe  die  Zahlen- 
grSsse  zur  Grenze  hat)  wesentlich ,  an  dem  begrifflichen  Unterschiede 
der  beiden  Gebiete  B  und  C  festzohalten,  indem  ja  schon  die  Gleich- 
setzaug zweier  Zahlengi6esen  V  aus  B  ihre  Identität  nicht  ein- 
schliessty  sondern  nur  eine  bestimmte  lUlation  ausdrückt,  welche 
zwischen  den  Reihen  stattfindet,  auf  welche  sie  sich  beziehen. 

Aus  dem  Gebiete  C  und  den  vorhergehenden  geht  analog  ein  Ge- 
biet Df  aus  diesen  ein  E  hervor  u.  s.  f.-,  durch  X  solcher  Ueberglinge 
(wenn  ich  den  Uebergang  von  A  zu  B  als  den  ersten  an.sehe)  gelangt 
man  zu  einem  Gehiete  L  von  Zahlengiössen.  Dasselbe  verhält  sich, 
wenn  man  die  Kette  der  Deliniiionen  für  Gleich-,  Grösser-  und  Kleiner- 
sein und  für  die  Elementaroperationcn  von  Gebiet  zu  Gebiet  vollzogen 
denkt,  zu  den  vorhergehenden,  mit  Ausschluss  von  A,  so,  dass  eine 
Zahlengrösse  l  stets  gleich  gesetzt  werden  kann  einer  Zahlengrösse 
hf  if  ,  .  Cf  h,  und  umgekehrt. 

Auf  die  Form  solcher  Gleichsetzungen  lassen  sich  die  Resultate  der 
Analysis  (abgesehen  von  wenigen  bekannten  Fällen)  zurflldEfOhren,  ob- 
gleich (was  hier  nur  mit  Bücksicht  auf  jene  Ausnahmen  berfihrt  sein 
mag)  der  Zahlenbegriff,  soweit  er  hier  entwickelt  ist,  den  Keim  zu  einer 
in  sich  nothwendigen  und  absolut  unendlichen  Erweiterung  in  sich  trägt. 

Es  scheint  sachgemäss,  wenn  eine  Zahlengrösse  im  Gebiete  L 
g^ben  ist,  sich  des  Ausdruckes  zu  bedienen:  sie  ist  als  Znlihm- 
grösSSf  Wcrih  nd  r  Grn\zi  A'  "  Art  grgvhm ,  woraus  ersichtlich  ist, 
dass  ich  mich  der  Wurte  Zaldmgrösse,  Werth  und  Qreme  im  Allge- 
meinen in  gleicher  Bedeutung  bediene. 

Eine  mittelst  einer  endlichen  Anzahl  von  Elementaroperationen 
aus  Zahlen  /,  /',...  M  gebildete  (ileichung  7''i7.  Pe^  =  0 

ei"scheint  bei  der  hier  anj^edenteten  Thforie  «.renau  genonwneu  als  der 
Ausdruck  i'ür  eine  bestimmte  Beziehung  zwischen  p-f-  ^>  Aüye' 
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memm  Xfad^  wm^dim  Bmhm  raHonaier  Zahlen;  es  sind  dies  die 
Reihen,  welche  aus  den  einfach  anendliefaen,  anf  die  sich  dieOvQasen 

{,  r,  zunächst  beziehen,  hervoi^ehen^  indem  man  in  ihnen 

die  Elemente  durch  ihre  entsprechenden  Reihen  ersetzt,  die  entstehenden 
im  Allgemeiuen  sweifach  unendlichen  Reihen  ebenso  behandelt  und 
diesen  Prosess  so  lange  fortführt,  bis  man  nnr  rationale  Zahlen  Tor 
sich  sieht. 

Es  sei  mir  vorbehalten  auf  alle  diese  Verhiiltiiisse  bei  einer  andern 
(lolegenlieit  .lusführlicher  /Airiickznkoiiiineii.  W'/r  die  in  diesem  §  auf- 
trelendcn  Festsetzunircn  und  Operationen  mit  Nutzen  der  Julinitesinial- 
analysis  dienen  kijniieii,  darauf  einzugehen  ist  hier  gleiclifalls  nicht 
der  Ort.  Auch  daa  Folgende,  wo  der  Zusammenhang  der  Zahlen- 
gr&ssen  mit  der  Geometrie  der  geraden  Linie  dargelegt  wird ,  beschränkt 
sich  fast  nnr  auf  die  nothwendigen  Satze,  ans  welchen,  wenn  ich  nicht 
irre,  das  Uebrige  mittels  rein  logischer  fieweisftthrung  abgeleitet  werden 
kann.  Zum  Vergleiche  mit  §  1.  und  §  2.  sei  das  10.  Buch  der  „Ele- 
mente des  EukUdes"  erwähnt,  welches  für  den  darin  behandelten 
Gegenstand  massgebend  bleibt. 

§2. 

Die  Punkte  einer  ;^era<len  Linie  werden  dadurch  begrifriieh  be- 
stimmt, dass  man,  unter  Zugrundelegung  einer  Masseinlieit,  ihre  Ku\- 
fernnngen,  Aliscisseu,  von  einem  fe.st^^'n  Funkt<i  o  der  geraden  Linie 
mit  dem  -\-  oder  —  Zeichen  angicbt,  jenachdem  der  betreffende  Punkt 
in-  dem  (vorher  fixirten)  positiven  oder  negativen  Theile  der  Linie  von 
0  aus  liegt. 

Hat  diese  Entfernung  snr  Masseinheit  ein  rationales  Verhältniss, 
so  wird  sie  durch  eine -ZahlengiSsse  des  Gebietes  A  ausgedrückt;  im 
andern  Falle  ist  es,  wenn  der  I*unkt  etwa  durch  eine  Constrnction 
h^cmnt  ist,  immer  möglich,  eine  Reihe: 

(1)  Oj,  o,, .  .o«, . . 

anzugeben,  welche  die  in  §  1.  ausgedruckte  9eschaffenheit  und  zur 
fraglichen  Entfernung  eine  solche  Beziehung  hat,  dass  die  Punkte  der 
Geraden,  denen  die  Entfernungen  Oj,  o^, . . .  o«, . .  zukommen,  dem 
zii  bestimmenden  Punkte  mit  wachsendem  n  unendlich  nahe  rOeken. 

Dies  drücken  wir  so  aus,  dass  wir  sagen:  Dir  Entfernung  des 
:h  hestimnwnden  Funktcs  vm  (h  m  Funkte  o  iai  gleich  b,  wo  b  die  der 
Reihe  (1)  entsprechende  Zablengrösse  ist. 

Hierauf  wird  nachgewiesen,  dass  das  Grösser-,  Kleiner-  und  Oleich- 
sein von  bekannten  Entfernungen  in  Uebereinstimmung  ist  mit  dem 
in  §  1.  dehnirten  Grösser-,  Kleiner- und  CJleiclisein  der  entsprechenden 
Zableugrüsseu,  welche  die  Entleruungen  angeben. 
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Das8  nun  ebenso  aach  die  Zahlengrossen  der  Gebiete  C,   

befähigt  sind,  bekannte  Entfernungen  za  bestimmen,  ergiebt  sich  ohne 
Sehwiefif^t.  Um  aber,  den  in  diesem  %  dargelegten  Zosammenhtog 
der  Gebiete  der  in  §  1.  definirten  Zahlengrdssen  mit  der  Geometrie 
der  geraden  Linie  vollBtändig  zu  macheu ,  ist  nur  noch  ein  Axiom  hin- 
zuzufügen, welches  einfach  darin  besteht,  dass  auch  umgekelirt  sa 
jeder  Zahlcngrosse  ein  bestimmter  Punkt  der  Geraden  gehört,  dessen 
C'oordinate  gleich  ist  jener  Zahleugrüsse  und  zwar  in  dem  Sinne  gleich, 
wie  solches  in  diesem  §  erklärt  wird.*) 

Ich  nenne  diesen  Satz  ein  Axiom,  weil  es  in  seiner  Natur  liegt, 
nicht  allgemein  beweisljar  zu  sein. 

Durch  ihn  wird  denn  auch  nachträglich  für  die  Zahlengrossen 
eine  gewisse  Gegenständlichkeit  gewonnen,  von  welcher  sie  jedoch 
ganz  unabhängig  sind. 

Dem  Obigen  gemäss  hetro/t^  tcl  ekien  FimM  der  Qeradeii  als  he- 
stknmt,  wenn  seine  Entfemmg  von  o  m/U  dem  gehörigen  Zekhen  ver- 
seht als  Zahkngr&sse,  Werfh  oder  Orense      Art  gegfUfen  ist. 


Wir  wollen  nun,  nnserm  eigentlichen  Gegenstande  näher  tretend, 
Beziehungen  betrachten,  welche  auftreten,  sobald  Zahlengrossen  in  " 
endlicher  oder  unendlicher  Anzahl  gegeben  sind. 

Nach  dem  Vorhergehenden  können  die  Zahlengrössen  den  Punkten 
einer  Geraden  zugeordnet  gedacht  werden.  Der  Anschaulichkeit  wegen, 
(nicht  dass  es  wesentlich  zur  Sache  gehörte)  bedienen  wir  uns  dieser 
Vorstellung  im  Folgendeji  und  haben,  wenn  wir  von  Punkten  sprechen, 
stets  Werthe  im  Auge,  durcli  welche  sie  gegeben  sind. 

Eine  gegebfuc  endlielit!  utler  unendliche  Anzahl  von  Zahleiigrijsseii 
nenne  ich  der  Kürze  halber  eine  Werthnungc  und  dem  entsprechend 
eine  gegebene  endliche  oder  unendliche  Anzahl  von  Punkten  einer 
Geraden  eine  Fwdttmmge.  Was  im  Folgenden  von  Punktmengen  ans- 
gesprochen  wird,  lasst  sidi  dem  Gesagten  gemäss  unmittdbar  anf 
Werthmengen  übertragen. 

Wenn  in  einem  endlichen  Intervalle  eine  Panktmeage  gegeben 
ist,  so  ist  mit  ihr  im  Allgemeinen  eine  zweite  Pnnktmen^^,  mit  dieser 
im  Allgemeinen  eine  dritte  etc.  gegeben,  welche  für  die  Auffassung 
der  Nator  der  ersten  Pnnktmenge  wesentlich  sind. 


•)  Ek  gohiirt  also  zu  jeder  ZahleugrösBe  ein  heBtimmtor  Punkt,  einem  Punkto 
kommen  aber  unzählig  viele  gleiche  Zobleugrüsseu  als  CoorUluatcu  im  obigou 
Smne  in;  denn  es  folgt,  wie  Bch<m  oben  angedeatet  wurde,  am  rein  logischen 
Gründen,  diuH  gleichen  ZahlengrSuen  Muft<  TerBchiedene  PunkCiB  entsprechen  kön- 
nen« und  diitis  ungleichen  ZahlengrOflsen  als  Coordinaten  mdht  ein  und  denelbo 
Ponkt  zukommen  kann. 
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Um  diese  abgeleiteten  Punktmengen  zu  definiren,  haben  wir  den 
Begriff  Grentpunkt  einer  Punkhuenge  voianazoschicken. 

Unter  einem  Grenzpnnkt  einer  Ptmktmenge  P  verstehe  ich  einen 
Pnnkt  der  Gerade  von  solcher  Lage,  dass  in  jeder  Umgebung  desselben 
unendlich  viele  Punkte  aus  P  sich  befinden,  wobei  es  vorkommen 
kann,  dass  er  ausserdem  selbst  zu  der  Menge  gehört  Unter  Umge- 
bung eines  Punktes  sei  aber  hier  ein  jedes  Intervall  verstanden,  weiches 
den  Punkt  i«  seinem  Jniinm  hat.  Diu*nach  ist  es  Icielit  /.n  liowoisfii, 
dass  eine  aus  einer  unendlichen  Än/.ihl  von  Punkten  bestehende  Puukt- 
menge  stets  zum  Wenigsten  finm  Urenzpnnkt  hat. 

Es  iist  nun  ein  bostinimtos  Verhalten  eines  jeden  Punktes  der 
Oeraden  zu  einer  gcLjebenen  Menge  J\  »'iitweder  ein  (Irenzj)nnkt  der- 
selben odrr  kein  sulclier  zu  sein,  und  »s  ist  daher  mit  <lcr  l'unkt- 
nienge  di«'  Menge  ihrer  (irejizjivudvte  begrifflich  mit  gegeben,  welciiu 
ich  mit  F'  bezeichnen  und  die  erste  uhyvkitcic  Funktmcnyc  von  P 
nennen  will. 

Besteht  die  Punkinienge  P'  nicht  aus  einer  blüs  endlichen  Anzahl 
von  Punkten,  so  hat  sie  gleichfalls  eine  abgeleitete  Punktmenge  V", 
ich  nenne  sie  die  eweite  abgdcUete  von  P.  Man  findet  dureh  v  solcher 
Uebergange  den  B^priff  der       al^eleiteten  Punktmenge  P^***  von  P. 

Besteht  beispielsweise  die  Menge  P  aus  allen  Punkten  der  Ge- 
raden, denen  rationale  Absdssen  zwischen  0  und  1,  die  Grenzen  ein- 
oder  ausgeschlossen,  zukommen,  so  bestdit  die  abgeleitete  Menge  P' 
aus  dUen  Punkten  des  Intervalles  (0 ...  1),  dre  Grenzen  0  und  1  mit 
eingeschlossen.  Die  folgenden  Mengen  P  ',  P'",  .  .  .  stimmen  hier  mit 
P'  aberein.   Oder,  besteht  die  Menge  P  aus  den  Punkten,  welchen 

die  Abscissen  1 ;  y ,  .i  >  *  *  ^  '  *  *  *  *  ^ooii»^^»  ^  besteht  die  Menge 
P'  aus  dem  einen  Punkte  0  und  hat  selbst  keine  Abgeleitete. 

Bs  kann  emtreffiBn,  und  dieser  Fall  ist  es,  welcher  uns  hier  aus- 
schliesslich interessirt,  dass  nach  v  Uebergäugen  die  Menge  P<''  ans 
einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  besteht,  mithin  selbst  keine  ab' 
geleitete  Menge  hat;  in  diesem  Falle  wollen  wir  die  ursprOngliche 
Pnnktmenge  P  von  der  t^*^  Art  nennen,  woraus  folgt,  dass  alsdann 

P',  P",  von  der  inTTt««,  v~^^2^  Art  sind. 

Es  wird  also  bei  dieser  Anfliunnngsweiae  das  Gebiet  aller  Punkt- 
mengen bestimmter  Art  als  ein  besonderes  Genus  innerhalb  des  Ge> 
bietes  aller  denkbaren  Punktmengen  betrachtet,  von  welchem  Genns 

die  sogenannten  Punktmengen  v'*'  Art  eine  besondere  Art  ausmachen. 

Ein  Beispiel  einer  Punktnienge  v^'^'  Art  bietet  schon  ein  einzelner 
Punkt  dar,  wenn  seine  Abscisse  als  Zahlengiösse  v^''  Art,  welche 
gewissen,  leicht  festzustellenden  Bedingungen  genügt,  gegeben  ist. 
Löst  man  nämlich  alsdann  diese  Zahlcngrosse  in  die  Glieder  (i/  —  V''' 
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Art)  der  ihr  entsprechenden  Beihe  auf,  diese  Glieder  wieder  in  die 
sie  constituireuden  Glieder  {v  —  2*"^  Art)  u.  s.  f.,  so  erhält  mau  zuletzt 
eine  unendliche  Anzahl  rationaler  Zahlen;  denkt  man  sich  die  diesen 
Zahlen  entsprechende  Ponktmenge,  so  ist  dieselbe  von  der  v**"  Art*). 

Nach  diesen  Yorbereitangen  sind  wir  Ann  im  Stande,  den  beab- 
sichtigten Sats  im  folgenden  §  knrz  anzugeben  und  zu  beweisen. 

§  3. 

Theoram.  Wem  eine  Oleiekung  besteht  von  der  Form: 

(I)  0«Co  +  0,  +  ---  +  C'«  +  

wo  Co  =  l  (In ;  C«  -=  c„  sin  nx  -j-  dn  cos  nx,  für  aUe  Warthe  von  x  mit 

Ansnahutv  (/trjouf/m,  irchhr.  den  I'iniKm  riuer  im  Intervalle  ^0....(27r)) 
gegebenen  rnvli »>(')/>/>  r  der  r'^"  Art  entsprechen ^  wobei  v  eine  hdiebig 
grosse  game  Zahl  bedeutet,  so  ist: 

d^  =  0,  r„  =  rf.  =  0  . 

Beweis:  In  diesem  Beweise  hat  man ,  wie  durch  den  Fortgang 
ersichtlich  wird,  wenn  von  P  die  Rede  ist,  niclit  blos  die  gegebene 
Menge  v^""'  Art  der  Ausnahmepunkte  im  Intervalle  ^0  .  .  .  (2  ;r)) ,  son- 
dern diejenige  Menge  im  Aujj^e,  welche  auf  der  j^unzen,  unendlichen 
Linie  aus  der  periodisclicn  Wiederhulung  jener  hervorgeht. 

Betrachten  wir  nun  die  Function: 

F(s)  =  C„''-^-C,-^  -  

Aus  der  Natur  einer  Puuktmenge  r'''  Art  ergiebt  sich  leicht,  dass 
ein  Intervall  («  .  .  .  ß)  vorhanden  sein  muss,  in  welchem  kein  Punkt 
der  Menge  P  liegt;  für  alle  Werthe  von  x  in  diesem  Intervalle  wird 
also  wegen  der  vorausgesetzten  Convergenz  unserer  Reihe  (I)  sein: 

lim  {e„  sin  nx  +  d»  cos  nx)  ==  0 , 
mithin  ist  ^inem  bekannten  Satze  gemäss  (S.  diese  Anualeu  Bd.  lY. 
Seite  139): 

lim  e„  =  0    ,    lim  dt«  =  0 . 

Die  Function  F(x}  hat  also  (siehe:  Riem  an  n,  Ucher  die  Darstell- 
barkeit einer  Function  durch  eine  trigonometrische  Reihe  §  8.)  folgende 
Eigenschaften : 

1)  sie  ist  stetig  in  der  Nähe  eines  jeden  Werthes  von  x. 

2)  es  ist  lim  ^Ifct«)  +  F{J^-«)-^^Fix}  _     ^^^^^  Um  a  =  U 

)  Daß»  dies  uicbt  stets  der  Fall  ist,  möchte  vielleicht  uüch  ausdrückliqjti  her- 
vorgehoben sa  werden  verdienen.  Im  Allgemeinen  kann  die  auf  jene  Weise  ai» 
einer  ZahlragrOBse  v^"  Art  hervorgehende  Punktmengo  howoIiI  von  niederer,  wie 
Q/adh  von  höherer  als  der  y**"  Art  oder  selbst  gar  nicht  von  bestimmter  Art  sein. 
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für  alle  Werthe  von  mit  Ammahine  der  den  Punkten  der 
Menge  P  entsprechenden  Werthe. 

3)  es  ist:  hm  ~   '  J —  =  0,  wenn  Inn  «  =  ü, 

für  jeden  Werth  von  x,  ohne  Ausnahme. 

Ich  will  nun  zeigen,  dass  ^{.'1  =  ex  ~\-  r  ist. 

Dazu  betrachte  ich  zuerst  irgend  ein  Intervall  ( p  .  .  q  \,  in  welclioiii 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  Punkttn  der  Menge  F  liegt;  diese 
Punkte  seien  ./„,  ./•,,.... r^,  ihrer  Aufeinanderfolge  nach  geschrieben. 

Ich  behaupte,  dass  F{x)  im  Intervalle  (p  .  .  ff\  linear  ist;  denn 
T\x)  ist  wegen  der  Eigenschaften  l  )  und  1^)  eine  lineare  Function  in 
jedem  der  Intervalle,  in  welche  (j> .  .  (/)  durch  die  Punkte  Xq,  x^^  . . .  Xt 
getheilt  wird;  da  nämlich  in  keines  dieser  Intervalle  Ansnahmepunkte 
fallen ,  so  gelten  hier  die  im  Aufsatze  (siehe  Jonmal  f.  r.  n.  a.  Mathe- 
matik Bd.  72,  S.  159)  angewandten  Schlösse;  es  bleibt  daher  nur 
übrige  die  Identität  dieser  linearen  Functionen  nachzuweisen. 

Ich  will  dies  für  je  zwei  benachbarte  thnn  nnd  wähle  dazu  die  in 
den  beiden  Intervallen  {x^Xi)  und  (x,  . .  x^. 

In       .  .  .  a»,)  sei  F{x)  ^-  1:  x  -\-  l. 

In  (xj  . . .  ar,)  sei  F{x)  -=»  h'x  +  l  »  • 

Wegen  1)  ist  F{x^  hx^  -f- 1\  ferner  ist  fOr  hinzmchend  klone 
Werthe  von  a: 

F{x^  4- «)  —      +    +         —  «)    Hx^  -  «)  -f 

Wegen  3)  hat  man  also: 

lim  (i:rila+Jl-^l±.«_(^' -Ji  =  0,  für  lim  «  -  0, 
was  nicht  anders  möglich  ist,  als  wenn: 

h^v  ,  i  =  r. 

Wir  wollen  der  Uebersicht  wegen  ^las  Kesultat  besonders  hervorheben: 
(A)    „Ist  {p  .  .  .  .  q)  iryeml  ein  Intervall,  in  icclchem  nur  eine 

cndlicJie  Amald  von  Punkten  der  Menge  P  liegt  j  so  ist  F{x)  in  diesem 

IntertfäOe  Unear," 

Weiter  betrachte  ich  irgend  ein  Intervall  (p' .  > .  9)»  welches  nur 

eine  endliche  Anzahl  von  Punkten  •I'Q  J  X^  f  •  .  .  •  Xf  der  ersten  abira- 

leiteten  M«^  P'  enthalt;  —  und  behaupte  zunächst ,  dass  in  jedem 

der  Theilintövalle,  in  welche  CP . . .  9)  durch  die  Punkte  x^\  x^, .... 

zerfällt,  die  Function  F{x)  linear  ist,  z.  B.  in  {x^* , .  x^). . 

«  t 

o      p       .r„  .r,  q 

Denn  jedes  dieser  'riieilintervallo  enthält  zwar  im  \1Ig<>meinen 
unendlich  viele  Punkte  aus  P,  so  dass  das  Kesultat  (A)  nicht  unmittcl- 

9* 


Digitized  by  Google 


132  0.  Camtob. 

bor  auf  dasselbe  Anwoiduug  findet;  dagegen  enthält  jedes  Intervall 
{8 , .  welches  ganz  innerhalb  (x,'. . .  x^')  fUUt,  nur  eine  endliche 
Anzahl  von  Punkten  aus  P  (weil  sonst  zwischen  und  noch 
andere  Punkte  der  Menge  P'  fallen  würden),  und  die  Function  ist 
also  in  (« . . .  Q  wegen  (A)  linear.  Indem  man  aber  die  Endpunkte  8 
und  t  den  Punkten  und  ir/  beliebig  nahe  bringen  kann,  wird  ohne 
Weiteres  geschlossen,  dass  die  stetige  J«\üiction  F(x)  auch  linear  ist 
in  (a:^'.  .  .r,'). 

Nachdem  dies  für  jedes  der  Tlieilintervalle  von  (|/.  .  q')  nachge- 
wiesen ist;  erhält  man  durch  dieselben  ächlüäse,  wie  diejenigen,  welche 
das« Resultat  (A)  erzielten,  Folgendes: 

(A')  ,,  {})' .  .  q )  irgend  ei)i  Intn-vdU,  in  wclthem  rinr  vinc  nnJ- 
lidu  A)i:<üd  von  Funkten  der  Menge  P'  Hegt,  so  ist  F{x)  in  diesem 
Intervalle  linear.'^ 

Der  Beweis  geht  in  diesem  ISinne  lort.  Steht  uHmlieh  eiuvifd  fest, 
dass  F{x)  eine  lineare  Function  ist  in  irgend  einem  Intervalle  . . . 
welches  nur  eim  endUche  AhmoM  von  ^mkten  au8  der  abgeleUetm 
T'wfiktmmge  von  P  enÜiäU,  so  folgert  man  (^)en80  wie  hei  dem 
Udtergange  von  (A)  fu  (A')  weiierf  dass  F{x)  auch  eine  lineare  Fune- 
Uon  ist  in  irgend  einem  Intervalle  Cp<*+'>.  . .  ^^'*'^^),  wdekes  nur  eine 
endHehe  Änsakil  von  Punkten  der  {k  ])"*■  äbgäateten  Fwaktmenge 
P«*+o  in  sieh  fasst. 

Wir  scliliessen  so  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Ucbergsingen, 
dass  F{x)  in  jedem  Intervalle,  welches  nur  eine  endli  ln  Anzahl  von 
Punkten  der  Menge  P<'>  enthalt,  linear  ist.  Nun  ist  alx  r  die  Menge 
P  von  der  v''"  Art,  wie  vorausgesetzt  wurde,  es  enthält  mithin  über- 
haupt «'in  belieliig  in  der  Cicradon  anirciioniinrMies  Intervall  («,...  h) 
nur  eine  endliehe  An/uhl  i'unkte  aus  Es  ist  also  F{x)  linear 

in  jedem  willkürlich  angenonmicncn  Intervalle  {a  .  .  .  .  h)  und  daraus 
folgt,  wie  leicht  zu  sehen,  für  i'X-i')  ^^^^  f  orm:  F(:r)  ==  ex  e  für 
alle  W'erthe  des  r.  Nachdem  dies  dargethan  ist,  geht  der  Beweis  in 
der  nämlichen  Weise  \veit«'r,  wie  in  der  schon  zweimal  citirten  Ab- 
handlung von  dem  Momente  an,  wo  darin  ebenfalls  für  F{af)  die 
lineare  Form  nachgewiesen  ist. 

Dem  hier  bewiesenen  Satze  kann  auch  die  folgende  Fassung  ge- 
geben werden: 

„Eine  unstetige  Ikmetion  f(x),  wMe  ßr  äUe  Werffte  von  x,  wMe 
den  Funkten  einer  im  InkrvaUe  (O . . .  (2»))  gegdfenen  Punktmenge  P 
der  Art  entspre^en,  von  Null  versckhden,  oder  unbestimmt,  ßr 
äXk  iSbrigen  Werffie  des  x  lütet  gleU^  NuU  ist,  kann  durch  eine  trigo- 
nomeirisaiie  Reihe  nidU  dargestetU  werden,'' 

Halle,  den  8.  Nov.  1871. 
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Algebraische  Notiz. 
Von  -G.  Caktor  in  Halle  a.  d.  8. 

In  der  Algebra  wird  häutig  von  dem  Satze  Gebraiicli  gemacht: 
„Wewi  iVj,  w.,,  ....  u\,  von  einander  rcrsrhirdene  gcgchütic  Grössen 
sindf  so  lassen  sich  in  unn  linrartu  Ausdrucke: 

die  vnhestimmtcti  Grössen  x  als  ganze  Znlden  sfcfs  so  anyichmen,  dnss 
derselbe  fuT  alle  «!  =  -A'  verschiedenen  Fcrnmiidioncn ,  die  wem  mit 

vomehnwn  kann,  von  einander  verscJiiedene  WerÜw 

annimmt." ' 

Da  von  diesem  Satze  in  den  Lehrbüchern  kein  Beweis  zu  be- 
merken ist,  so  möge  der  folgende  hier  eine  Stelle  finden. 

Man  bezeichne  die  DiflPereuzen  von  je  zwei  der  N  linearen  Aus- 
drücke, welche  aus  dem  gegebenen  miltelBl  der  N  Pemniiationen  der 
Grössen  w^i  w^f  ...  Wn  berrorgehen,  mit: 

a  =      «,  +  X.^  (C,  -\-  -f-  X„  Un 

/AX  h  =X^ßi-\-X^ß^-i-  -f  Xnßn 


wo  die  «,  ß,  y,  zum  Theil  gleich  JSull  sind,  zum  Xheil  die 

Werthe  ici  —  haben. 

Dies  sind        —  =  p  neue  lineare  Ausdrücke,  vou  weldien 

keiner,  wie  aus  ihrer  fintstehnngsweise  hervorgeht,  identi.'^eh  gleich 
NuU  ist  und  von  welchen  zu  zeigen  wäre,  dass  sie  durch  bestimmte 
ganraahlige  Werthe  der  x  sämmtlich  von  Null  verschieden  gemacht 
werden  können;  ist  dies  nämlich  nachgewiesen,  so  ist  damit  auch  ge- 
zeigt, dass  die  linearen  Ausdnkke,  von  welchen  wir  ausgingen, 
von  einander  verschiedene  Werthe  bei  ganzzahligen  x  anneimieu 
können. 

Man  iheile  die  ^  Auädrücke  a^  b,  c,  folgenderweise  in 

Gruppen. 

Sei  irgend  eine  der  unbestimmten  .r;  dann  bringe  man  in  die 
erste  Gruppe  äbnmtliche  AnsdrÜcke  (A)  (und  es  ist  einleuchtend,  dass 
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es  soUiicr  giebt),  iu  welchen  X  eiueu  vuu  Null  verscbiedeueii  (Joef- 

ücieiiteu  hat. 

Sei  eine  der  übrigen  Unbestiiniuten ,  welche  /um  ^liiuksteii 
in  einem  der  übrig  gebliebeneu  Ausdrücke  (A)  mit  einem  von  Null 
verschiedenen  Coefficieuteu  behaftet  ist;  die  zweite  Gruppe  soll  nun 
dBe  die  übrig  gebliebenen  AnsdrUcke  (A)  aufnehmen,  iu  welchen  af' 
in  dieser  Weise  Torkommt. 

Sei  af'*  ein  drittes  x,  welches  in  einem  der  nun  übrig  gebliebenen 
Aasdrüdce  wirklich  vorkommt;  die  dritte  Oruppe  enthalte  aUe  diese 
Ausdrücke  y  in  welchen  aiT  einen  von  Null  verschiedaien  Co^fidenten 
besitzt. 

In  dieser  Weise  faln«  man  fort;  dann  gelangt  mau,  w&m  ein- 
mal auf  diesem  Wege  die  Ausdrücke  (A)  alle  erschöpft  sind^  txx  einer 
l)estimmten  Vertheilung  dersell)eu  in  eine  Anzahl  Gruppen,  welche 
Anzahl  mit  v  bezeidmet  werde.  Das  Gruppirungf^setz  ist  allgemein 

dieses : 

Die  Ausdriific  der  ti"'"  Gruppr  cntlialtoi  .r(*"  mit  Cocffificnfcii ,  die 
von  Null  versehieilen  ainä;  il(ujr<j<n  ruf  hallen  i>ic  dii'  fiiilKnii  Uidni- 
stimmkn  x,  x",  ...  .r^"— "  <jay  meld  oder  was  daanelbe  ist  vut  Coej- 
ficieul(  u  die  f/lcirlt  Null  sind. 

enn  die  v  Unbestimmten  Xf  x  ,  ....  x^*^  uieht  sänimtliche  x^f 

•  '  Xn  erschöpfen,  so  gebe  mau  den  übrigen  irgend  welche  ganz- 
zahl  ige  Weiihe. 

Nun  kann  man  a^*^  ganzzahlig  so  bestimmen,  dass  die  Ausdrücke 
der  Gruppe,  welche  ja  sf,  ...  af-*-*^  nicht  enthalten,  sammt- 
lich  von  Null  verschieden  auidEallen;  mau  hat  zu  dem  Ende  aK*>  ganz- 
zahlig so  gross  zu  nehmen,  dass  in  allen  Ausdrücken  dieser  Gruppe 
das  jc^*^)  enthaltende  Glied  die  bekannte  Summe  der  übrigen  numerisch 
.überwiegt. 

Alsdann  kann  man  ebeiUK)  ganzzahlig  so  nehmen,  dass  die 

Ausdrücke  der  v —  1"""  Gruppe  von  Null  verschieden  ausfallen;  u.  s.  f. 
Zuletzt  wird  x  ganzzahlig  so  gewählt,  dass  die  Ausdrücke  der  ersten 
Grujipe  alle  von  Null  verschieden  werden. 

Damit  sijid  nun  für  ./;, ,  ./■, ,  .  .  ./„  ganzzahlige  Worthe  gewonnen, 
lür  ^vclelic  die  Ausdrücke  (A)  sümmtlich  von  Null  verschieden  und  die 
Ausdrücke,  welche  aus: 

.f, «'I  +        -h  •  ■  •  -f 
durch  die  N  Permutatioueu  der  Grössen  w  hervorgehen,  von  einaftder 
verschieden  ausfallen. 

Halley  den  1.  Dec.  1871. 
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Uebcr  die  Darstellung  einer  willkürlichen  Function  zweier 
Variablen  durch  Gjlinderfunctionen. 

Von  F.  G.  Meuleu  in  Elbino. 


Durch  seine  Ujitersucliuiigen  über  das  Gleichgewicht  der  AVürme 
in  einem  von  zwei  sich  l)eriihreuden  Kugeln  begrenzten  Körper  wurde 
Herr  C.  Neamanu  auf  den  Satz"^)  geführt,  dass  eine  von  r°=»0  bis 
r  SS  OD  und  ^•»01n89«»2;r  gegebene  Function  /\r,  qi)  fOr  beliebige 
Werthe  r, ,  9),  der  Variablen  durch  das  folgende  drdfaehe  Integral 
dargestellt  werden  könne: 

(A)  A**!!  Vi)  — J JJ f(r,Vf)J(n/r^'fri^—2rr^{iP'--g>i))  diprdrndn, 

worin  die  Integration  zuerst  nach  9  und  r  zwischen  den  Grenzen  0 
und  2x,  0  und  00  und  darauf  nach  n  zwischen  den  Grenzen  0  und 
00  auszuf&hren  ist  und  J(x)  die  Fourier- Bessersche  oder  Qjrlinder- 
fun^tion  erster  Art,  d.  h.  die  durch  die  Gleichung: 

« 

0 

(lefinirte  Transcendeute  bedeutet.  Herr  C  Neu  mann  hebt  ausdrück- 
lich hervor,  dass  die  von  ihm  gegebene  Ableitung  des  Satzes  keine 
vollständig  strenge  sei  und  zeigt  darauf  an  einem  mathematisch- physi- 
kalischen Problem,  dass  jenes  droifaclie  Integral  zu  einem  Fourier- 
scheu Doppelintcufialo  in  tleniselbeii  Verhältniss  steht,  wie  die  T/a- 
place'sclie  Entwicklung  nach  Kugeifuuctioueu  zu  der  Fourier 'scheu 
nach  Krei.sfunctionen. 

Es  findet  aber  noch  eine  andere  lieziehung  statt,  die  mir  nicht 
minder  bemerkeuswerth  und  wichtig  genug  erscheint,  um  sie  besonders 
hervorzuheben.  Es  steht  nämlich  jenes  dreifache  Integral  mit  der 
nach  KugeUimctionen  fortschreitenden  Entwicklung: 

(cos  y  =  cua  ^  cos  4>,  -f-  siii  ^  sin     cos(9  —  9p,)) , 


*)  Allgemeine  Lösung  des  Problemea  über  den  statioiiilrcu  Tt  iuparaturzustand 
eines  homogcneu  Körpers,  weicher  von  zwei  uicbtconceutrischeu  Kugelflücheu  be- 
grenzt  wird.  Halle,  bei  H.  W.  Schmidt.  1863. 
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in  einem  ebenso  directen  Zusammenliang  wie  die  Fourier  sehen  Doppel- 
integrale  zu  den  Fourier'achen  Reihen.   Denn  wie  die  ersteren  als 

Grenzfiille  der  letzteren  angesehen  werden  können,  so  ist  es  auch 

möglich,  durch  einen  j^eeigiietcn  ( Jrpnzübergan«^^  die  Kui^olfunctionen- 
reihc  (B)  gcrade/n  in  das  dreifadie  liitof^nal  (A)  überzuführen. 

Um  sich  hiervon  zu  überzeugen,  it/,e  mau,  indem  man  sich 
unter  k  eiue  unendlich  grosse  Zahl  vurstellt: 

danu  erhält  man  unter  Veruachlässigung  der  unendlich  kleinen  Glieder 
hShorer  Ordnung  und  ^  wenn  zur  Abkürzung 

+  »1^  —  (9>  —  9,)  =  Ii 

gesetzt  wird: 

P'(co8y)  =  P'(l  -       ^  l'ico.  '^). 
Es  ergiebt  sich  aber  aus  dem  Laplace'schen  Integrale*): 

P'(coay)  mm  L  J ^(^y       giay  coaxy  dl, 

wenn  f^-^  genommen  und  TorsusgesetEt  wird,  dass  einen  end- 
liehen  Werth  besitzt,  bis  auf  unendlich  kleine  Grössen: 

d.  h.  es  ist,  wenn  c  eine  bei  unendlich  wachsendem  x  unendlich  ab« 
nehmende  GrOsse  bezeichnet: 

P.(oo.^-J(iü)  +  .. 

Aber  auch  wenn  die  eben  gemachte  Voranssetzung  nicht  erfüllt  ist^ 
sondern  ^  einen  unendlich  grosse  Werth  hat,  kann  e  nur  unendlich 

klein  sein,  weil  in  diesem  Falle  jede  der  beiden  Functionen  P'^oos  ^) 
und  j({  B)  einen  verschwindend  kleinen  Wer^  besitzt.  Wenn  man 
nun  unter  Vernachlässigung  dieser  Grösse  £  in  (B)  Ii)  au  Stelle 
▼on  F*{coBy)  schreibt,  so  ergiebt  sich: 


Xft  L'rr 


*)  Mau  ver^:!.  in  dieser  Be/.ichnn^  auch:  Heinet  <lic  Fourier-Boasor«cbe 
FuDctioD.   Jjorcbariit'ä  Jouruiü,  Bd.  OU. 
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und  hierans,  weil  ftir  ein  unendlich  grosses      indem  man  = 
s=      setzt,  die  Summe  sich  iu  ein  bestimmtes  lut^al  verwandelt^ 

gegen  —  zu  yernachlfissigen,  «ain—  durch  r  und  endlich  »n 

(lurcii  oo  zu  ersetzen  ist: 

5c  ,'05  2« 

rt**!,  Vi)  «  ^  Jdn.  nj dr  .  r  jf{r,  9)  J{u]i)  dtp, 

was  mit  der  Gleichung  (A)  flbereinstimmt. 

Es  ist  wohl  kaum  iiöthig  hinzuzufügoji ,  dass  durch  diese  Aldoi- 
tung  kein  wirkh'clier  Beweis  der  Formel  geliefert  ist.  Ein  solehur  ist 
neuerdings  von  Hemi  P.  du  Ho  i s-Rey niond  in  der  Abhandlung: 
„Die  Tlicoric  der  Fourlo  't^rhi  n  hüojrcdr  uml  Formdn'^  (Bd.  IV, 
p.  362  —  3ü<)  dieser  Anualeu)  gegeben  worden.  Schon  früher,  nämlich 
in  der  zu  Ostern  1870  erscbieueueu  Arbeit:  „  Ueber  cim  mit  den  KugeJr 
«fkl  Ojßktdeiimäianm  verwandte  Ikmethn  und  ihre  Anwendung  in  der 
Th€orie  der  EUiklrieüätaveriheibing''  (Elbing,  bei  Neumann-Harbnann) 
hatte  ich  (p.  13)  die  Bemerkung  gemacht|  dass  ein  dort  von  mir  f&r 
J{x)  gelegentlich  abgeleitetes  Intögral*)  besonders  geeignet  sei,  um 
iBr  die  Neumaun'sehe  Formel  den  strengen  Beweis  zn  liefern.  £s 
leistet  Damlich  dieses  Integral  in  dem  vorliegenden  Falle  genau  die- 
selben Dienste,  wie  die  bekannten  Di richlet  sehen  Integrale  für 
P*(cosO^)  bei  der  Summatiou  der  Kugel fuuctiouenreihen.  (S.  .Cr eile's 
Journal,  Bd.  17.)  Die  wirkliche  Durcbiührung  ist  jedoch  wegen  der 
unendlich  grossen  Integratioiisgrenzeu  in  (A)  und  in  der  filr«7(a:)  an- 
zuwendenden Integralforni  mit  nicht  ganz  unerheblichen  Weitläufig- 
keiten verknüpft.  Andererseits  verfolgen  die  Untersuchungeii  des  Herrn 
P.  du  Bois-Keymond  ein  viel  allgemeineres  Ziel;  die  Gl.  (A)  er- 
scheint hier  als  ein  besonderer  Fall  eines  viel  umfassenderen  Resultates. 
Wenn  es  sich  dagegen  mir  um  den  Beweis  der  Ne um ann  sehen 
Formel  handelt,  so  dürfte  das  folgende  Verfahren  nicht  zu  missbilligeii 
sein,  bei  welchem  zunächst  ein  specieller  Fall  des  Sataes  durch  An- 
wendung, eines  Theorems**)  des  Herrn  P.  du  Bois-Reymond  er- 
ledigt, und  darauf  seine  AUgemeingQltigkeit  mit  Hfllfe  der  von  Di  ri  ch  let 
in  dem  analogen  Falle  der  Kugelfnnetionen  angewandten  geometrischen 
Betrachtungsweise  geschlossen  wird. 


♦)  Vcr^l.  die  diesem  Aufsatz  folgondo  Notis. 

**)  Siehe  liorchardt'd  Jounialt  Bd.  69,  p.  78  und  die  beroiis  erwiUmto  Arbeit 
in  dieseu  Annalen  (p.  365). 
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Nach  jenem  TLeoreui  ist  für  0  <  a  <  oo: 
(f)         J'dyJ'dxfix)  (pi^x,  ij)=^fiO) j  dy J  dx  ip{x,  y) , 

weun  die  leehte  Seite  ciueu  von  a  anabhäiigigen  endlichm  Werth 
besitzt,  mid  weun  die  Function  /"(.r)  von  0  bis  »  a  nirgends 
zunimmt  oder  nirgends  abnimmt  oder  doch  nur  an  einer  endlichen 

Anzahl  von  Stellen  ans  dem  einen  Zustande  in  den  andern  iibergeht. 
Insbesondere  erfordert  die  Ableitung  des  Satzes,  dass  fix)  in  der  Nilhe 
von  X  =  0  iiiL-lit  unendlich  viele  in  unendlich  kleinen  lutervallon  iiut- 
einanderfolgende  Maxinia  und  Minima  hal)e,  während  seine  Gültigkeit 
durch  ähnliche  Irreguluritäten  au  anderen  Punkten,  sofern  sie  auf 
unendlich  kleine  Intervalle  beschränkt  bleiben,  nicht  lieointrächtigt 
werden  könnte.  Der  Einlacliheit  wegen  will  ich  die  nicht  unbedingt 
nothwendige  Amialime  machen,  dass  f{x)  nirgends  unendlich  gross  sei. 
Setzt  man: 

so  nimmt,  weil: 


y  dx  \r  dx 


ist,  das  Doppelintegral: 

dy Jdx  xy  J{xy) 

den  in  iler  Thiit  von  a  unabhängigen  Werth  t/ (0)  —  t7(oc)  =  1  an, 
und  daher  ergieljt  sicli  ,  wenn  in  noch  //  in  // ,  .r  in  r  und  f\.r) 
in  /■(/•,  q})  verwandelt  und  dab  Uesultat  uacii  <p  zwischen  den  Greui^en 
0  und  2;r  iutegrirt  wird: 

Stellt  man  .>it:h  unter  r  und  tp  die  Polarcoordinaten  eines  Punktes  in 
der  Ebene  vor,  so  muss  man,  um  (C)  für  jeden  Werth  voji  an- 
wenden zu  dürfen,  annehmen,  dass  die  oben  fOr  f{x)  aufgestellten 
Bedingungen  auch  auf  jedem  vom  Anfang>  punkte  0  ausgehenden 
Kadiusrector  erftUlt  seien.  Wir  wollen  femer  annehmen,  dass  die 
Function  fif^  9)  ausserhalb  eines  ganz  im  Endlichen  gelegenen  Fliehen- 
Stückes  B  fiberall  den  Werth  Null  habe,  und  a  so  gross  wählen,  dass 
E  ganz  innerhalb  des  um  0  mit  a  beschriebenen  Kreises  K  ftlllt. 
Dann  ist  die  rechte  Seite  von  (D)  gleich  Null,  weun  A  ausserhalb  E 
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liejj^t  ,  und  auf  der  liuken  Seite  kann  die  Intcfjration  statt  über  K  auch 
nur  über  erstrockt  werden.  Die  Gl.  (Ü)  kann  alsdann  folgender- 
massen  interjtretirt  werden:  ^Venn  man  jedes  Flächenelement  von  E 
mit  dem  zugehörigen  Werthe  der  Function  f  und  mit  der  Function 
J\nr),  worin  n  einen  positiven  Factor  und  r  die  Entfernun^^  des 
Elementes  von  0  bedeutet,  multiplicirt  und  das  Froduct  über  diu 
Flache  von  E  nnd  darauf,  nachdem  es  mit  ndn  multiplicirt  ist, 
swischen  den  Ghrenzen  0  und  oo  integrirt,  so  entsteht  als  Besnltat  das 
arithmetische  llittel  von  firf  cp)  anf  einem  0  umgebenden  unendlich 
kleinen  Kreise,  falls  0  innerhalb  E,  nnd  der  Werth  Null,  falls  0 
ausserhalb  E  li^gt. 

Jetzt  hindert  nichts,  irgend  einem  beliebigen  Punkte  r,,  9|  der 
Ebene  die  Rolle  des  Anfangspunktes  0  zu  ertheilen,  und  demgemlss 
r  in  J{nr)  durch: 

R  =  }/r^  4-  r,*  —  2r#',  cos  {(p  —  9  j 

zu  eirsetzeuj  dann  ergiebt  sich  die  Formel: 

oe 

21^ y«''*» Jß^'^  ^)  *^(»^)       ^V'-M  {/K,  9,)}. 

Ant  der  linken  Seite  erstreckt  sich  dits  Doppelintei^ral  wie  vorhin  ülM  r 
die  Fläche  von  nnd  die  reclite  Seite  bedcntel  das  arithinetij;clie 
Mittel  von  /\r,  <p)  auf  einem  um  /•, ,  qp,  als  Mittelpunkt  beschriebenen 
unendlich  kleinen  Kreise,  also  wenn  ,  9p,  innerhalb  E  liegt  und 
fVif  Ti)  nicht  vieldeutig  ist,  den  Werth  f{r^,  tpi),  wenn  dagegen 
/'(r, ,  (p^)  ausserhalb  E  Ue^,  den  Werth  Null,  auf  dem  Bande  von 
E  endlich  das  Mittel  auf  dem  innerhalb  E  fallenden  Bogen  des  un- 
endlich kleinen  Kreises. 

Die  einsige  Voraussetzung,  an  welche  diese  Uebertragong,  weil 
man  sich  bei  derselben  die  Integration  urspranglich  in  der  Bichtung 
der  von  r|,  9,  (st^tt  von  0)  ausgehenden  Uadienvectoren  ausgeführt 
denken  muss,  geknüpft  ist,  besteht  darin,  dass  die  oben  in  Bezug 
uuf  O  geforderten  Bedingungen  auch  in  Bezug  auf  r,,  97,  erfüllt 
sind.  Wenn  also  z.  B,  angenommen  wird,  dass  auf  jeder  beliebigen 
innerhalb  E  fallenden  (Jeraden  die  Function  /'(r,  (jr)  endlich  ist  und 
nur  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Funkten  der  (»eraden  je  ein  Maxi- 
jiiuni  oder  ein  Minimum  oder  ein  plötzlicher  Febergang  von  einem 
endlichen  Werthe  zu  einem  anderen  stattfindet,  so  wird  ( D)  für  alle 
Punkte  von  E  gelten,  auch  die  singuliiren  nicht  ausgenommen. 

Man  kann  nun,  indem  man  sich  die  Function  f  für  alle  Funkte 
der  Ebene  gegeben  denkt,  die  Gl.  (D  )  im  Innern  eines  "um  0  hc- 
schriebenoi  Kreises  von  beliebig  grossem  Radius  h  in  Anwendung 
bringen.   Damit  man  aber  h  geradezu      00  setzen  dürfe,  wodurch 
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der  Uebergang  zu  der  Formel  (A)  hergestellt  Bein  würde,  ist  es  nöthigi 
dass  ersteiiB  das  Doppeliutegral: ' 

<D(6,  »)  —  f^^^''ß^^»  9)  Jinü)  dq) 

b  u 

bei  hinreichend  grossem  h  wenigstens  im  Allgemeinen  kleiner  als  jede 
gegebene  Grosse  wird ,  weil  die  nach  n  zu  intcgrircndo  Function 
höchstens  an  sinzeinen  Stellen  miendlich  oder  unbestimmt  werden 
darf,  und  dass  zweitens  auch  das  Integral: 

Y(6)= J^<p{b,  n)  ndn 


bei  unendlich  wachsendem  h  verschwindend  klein  wird.  Es  lässt  sich 
zeigen,  dass  beide  Bedingungen  sicher  dann  erfüllt  sind,  ivrrm  das 

Vrodud  f(r,  (p)  .  j/ r  h^i  jrdnn  Wcrfhc  von  (p  für  r  =  oo  geffm  Null 
convergirt  und  bei  tvachsnidcm  r  von  In/cnd  cin/r  hestimmtcn  Stelle  an 
eiUtvcdcr  nuy  zunimmt  oder  nur  abnimmt  {in  beiden  Fällen  also  tiumerisch 
immer  kleiner  und  kleiner  unrd).   Bemerkt  man  nämlich,  dass: 


J{nl{)  }'r  dr 


sEwar  einen  imbestinimien,  aber  doch,  ausgenommen  den  Fall  n  «->  0, 
keinen  unendlich  grossen  Werth  hat,  so  erkennt  man  durch  Anwen- 
dung des  von  Herrn  P.  du  Bois-Reymond  bewiesenen  „zweiten 
Mittelwerthsatses"  leicht,  dass  f&r  »  >  0  das  Integral: 


und  folglich  auch  n)  bei  wachsendem  h  sich  der  Null  i^hert. 
Was  aber  die  Function  ^(5)  anbetrifft,  so  kann  dieselbe  als  der  Grenz- 
werth des  Ausdruckes: 

für  =  -|-  0  und  m  =  -|-  oo  angesfla-n  werden  un<l  convergirt  für 
ein  zunehmendes  b  ebenfalls  gegen  ^>ull,  wie  nach  deniiieiheu  Mitiel- 
werthsatze,  und  ohne  dass  eine  neue  Beschränkung  hinzutritt,  ge- 
schlossen werden  kann. 

Elbing,  den  1.  [>eeember  1871. 
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Notiz  lilxT  (lio  Dirichlet'schen  Intecjralausdrikke  tiir  dio 
Kugel t'iiuction  i^"  (cos  \y)  und  über  eine  aniiloge  Integrai- 
form  für  die  Cylinderfanction  J  (x). 

Von  F.  Ii.  Mkulbr  in  Elbinu. 


Bekanntlich  sind  von  Dirichlet  fttr  P*  (cos  d)  die  folgenden 
beiden  Integralformen*)  aufgesieUt  worden: 

»  n 
^  *J  ^^2  (COB  ^  —  cos  f 2  Ci»<r^^öä  jJ) 

F^iom^'i  —  —  ~  if*'^^   I  A  <^^os 

^  » J  K-2  {t^Oö  |J  -  cos  « J  ^2  (C08  4^  --  COh  ' 

0  * 

beide  gflliig  fSr  »^1^  die  erste  auoh  noch  fSr  »»0,  wenn  von 
der  rechten  Seite  der  Gleichung  die  Hälfte  genommen  wird.  Aus 
diesen  Äasdrficlcen  können  zwei  iUmliche  in  <1<t  Form  etwas  t^infachere 
gewonnen  werden,  auf  welclie  ich  zuerst  durch  die  Untersuchung  der- 
jenigen Fiuictionon,  durch  wclclie  die  Lösung  des  elektrostatischen 
l'rohlcni.s  tür  den  Kegel  vcrinittolt  wird,  zuflilli«^  i^eführt  wurde,**) 
Ad(Mrt  mau  die  obigen  Ix  idcu  Gieichuugen,  so  erhält  mau  die  auch 
noch  fUr  n  —  0  gültige  Formel 

P"  ii^^'i  «     /l£2^0*  +  iLMP    ,    1  r^\n{n-\-{)ßdß  ^ 

^  *  » J  ^2(008         00«^)  ~  ;^2  (cos  »  —  000(3) 

0  9 

Subtrabirt  man  dagegen  dieselben  Gleichungen,  nathdem  man  vorher 
«  t»  n  -f-  1  veruxmdeU  hat,  so  ergiebt  sich 

0      JL  /cos  {n-\-\)ßdß        J,   Ain  (n  +  ^)  (jr/fi 
*t/  /^2Xco8  ^  —  cos  ¥)      »-/      (cos  *  —  cos  ß)  ' 

und  wenn  man  diese  Gleichung,  welche  f&r  n»0  ebenfalls  keine 

•)  Crelle's  Journal,  Bd.  17.  p.  41. 

**)  Vergl.  p.  IS  meinor  Arbeit:  U<'l>('r  (m'iic  mit  don  Ki|f»el-  und  Cvlindor- 
lunctionen  vt-rwandto  Function  und^ihre  Auwenduug  in  ücr  Theorie  der  Eloktri- 
citiltevertheiluug.   (Elbing  187ü.) 
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Ausnahme  erleidet  ,  mit  der  vorhergeheudeu  durch  Addition  und  Sub- 
tr&ction  Terbiudet^  ao  entstehen  die  Formen: 


0 

IT 


^2)  (cos      =  A  / '  «m(>+J)£dp  . 

(0  <  a  <  a-) . 

Es  kiinii  bemerkt  werden,  dass  das  letzte  Inte<^ral  /'iir  s/r/i  nllrlu 
sehr  wulil  geeignet  ist,  bei  der  Untersuchung  der  iia(  h  Kugolfuuct iu- 
non  fortschreitenden  Keilie  die  SteUe  der  Uridm  von  DiricJilet  an- 
gewandten Ausdrücke  zu  vertreten,  indem  die  »Summation  der  m  ersten 
Glieder  der  Reibe  bei  Anwendung  der  Gl.  (2)  mit  Hülfe  der  einfBcheu 
Fonnel 


^1  « 


r  (,, +«!..(«-*)—'  /•;'  (a  ri)  ^^^^ 


<  :=  (I 


«  /       Vsm  iß^  }/>  (CO»  »  —  cos ß) 

bewerksteUigt  werden  kann. 

Setzt  man  die  beiden  Formen  (1)  und  (2)  einander  gleich  und 

▼erwandelt  ^  in     und  ß  ir  ~,  ao  entsteht  ttir  0  <    <      nnd  ein 

ganzsohliges  poritires  n  die  Gleichung 

(a  +  ^du  ^    I'     ,in(«  +  ^)d« 

") 

und  diese  geht  für  n  «  oo  und  jeden  positiven  Werth  von  «  über  in: 

0 

Die  linke  Seite  erweist  sich  durch  die  Substitution  «  =  :v  cos  A  als 
identisch  mit  der  am  meisten  bekannten  Integralibrm  der  Cylinder- 
function  J  {x)f  nämlich  mit 


,/    j/'-2  n^(coa  ^  —  cos  «/    J^2n^(cos  "^^ 


—  CO» 

M 


J  (^a;)  =  ^  J  cos  ^o;  cos  kj  <l 


wälireud  die  icclite  Seite  (  ine  davon  wi'scntlich  verscliiedene  Form  liat. 
Die  strenge  negriindung  des  gemachifU  ( i'renziil>erganges  ist  aber 
gerade  l)ei  dem  zweiten  Integrale  umständlieh,  und  aueh  die  direetc 
Ableitung  desselben  aus  dem  ersten,  welche  ich  in  der  erwähnten 
Arbeit  (p.  23)  gegeben  habe,  ist  insofern  nicht  ganz  streng,  als  sie 
durch  Umkehnmg  der  Int^grationsfolge  in  einem  Doppelint^^grale  ge- 
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wouneii  ist,  dessen  Grejizen  unendlich  siud  und  welches  seine  Redeu- 
tm\(i;  nur  dem  ahwechschiden  Zciclien  seiner  Elemente  verdankt. 
Daher  wird  es  nicht  überflüssig  sein,  auf  andere  Art  zu  coustatiren, 
dass  die  Function 

m 

für  ponti7e  x  mit  J(d;)  übereinstimmt.  Man  sieht  zimScbst,  dass 
H{0)^\,  also  -B  J (0)  ist;  aber  es  ist  nicht  ebenso  einleuchtend,  dass 

H(x)  auch  für  ein  unendlich  kleines  X  die  Einheit  zur  Grttize  hat, 
nnd  da  dieses  für  die  Folge  zu  wissen  nöthig  ist,  so  soll  es  zunächst 
gezeigt  werden.   Man  hat: 

Ä(.)_if(0)  — l/^+l  j(^-iy.aäa. 

0  X 

Das  erste  Integral  nähert  sich  mit  z  zugleicli  der  Null.  Das  zweite 
möge  in  zwei  andere  mit  den  (irenzen  0  und  s  und  oo  zerlegt 
werden.  Sein  Werth  kann  dann,  weil  der  erste  Factor  des  zu  inte- 
grircnden  Produktes  sein  Zeichen  nicht  ändert,  dargestellt  werden 
unter  der  Form 


2  Bin 


n 

wenn  £j  einen  gewissen  zwischen  0  und  f,  dagegen  (.^  einen  zwischen 
f  und  cx>  gelegenen  Werth  bezeichnet,  Ertheiit  man  nun  t  einen 
zwar  beliebig  kleineu  aber  festen  Werth,  während  x  unbegrenzt  ab- 
nimmt, 80  wird  das  erste  Glied  der  vorstehenden  Summe  beliebig  klein 
wegen  des  Factors  sinsi,  das  zweite  wegen  des  in  sin  s,  mnltipli- 
cirten  Logarithmus.  Es  .ist  also  in  der  That  lim         —  S(0))  =  0, 

d.  h.  lim  H{x)  ^  £[{0)  =  1,  Verwandelt  man  nun  in  (4)  a  in  (i  ./  , 
SD  ergiebt  sieh 

(»)       Mix)  —  —  cos  a:  / ,  ■  -{  sm  r  /        *^  . 

0  0 

Die  hier  in  cos  ./-  und  sin  x  niultiplicirten  Integrale  sind,  wie  sich 
leicht  nachweisen  lässt^  für  x  >  0  stetige  Functionen  von  x,  und  ihre 
DifFerentialquotienten,  welche  durch  Differentiation  unter  dem  Integral- 
zeichen abgeleitet  werden  können,  sind  ebenfalls  stetig.  Dureli  wirk- 
liche Auäfi'dirung  der  Differentiationen  bildet  mau  aber  leicht  die 
(ileichung 

deren  rechte  Seite  sich  fOr  «  >  0  stets  auf  Null  reducirt.  Es  genfigt 
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als(»  für  positive  uml  v«,ii  Null  verscbiedeue  die  Function  Ii{x)  der- 
selben Ditfereutialgleicliiuig 

■^'!f"+  ?/'+  a:!/  =  0, 
von  welcher  aucli  J (,/ )  <  iii  particuliiroH  Integral  ist,  und  liier.ins  or- 
^nebi  sich,  wie  bekannt^  dass  zwischen  H{x)  und  J{a:)  die  Bezielinng 
stattfindet: 

H'ia;)  -  H  (./)  J'{j))  =  r, 

worin  c  eine  Constante,  und  zwar  überall  difsolhi'  (!unstanie,  weil 
eine  sprungweise  Aentl(!rung  bei  II  i.r)  und  W  {.i')  (für  /  >  0)  ebenso 
wniii^wii!  bf'i  J  (./ )  und  »/'(j)  staUlimhit.  Durc  h  I  iitci^ralion  xwiscLeu 
zwei  beliebigen  positiven  (jirenzeu  z  und  x  ergiebt  sich  nun 

^(?>_  äi^     /.  /L.  '^^  

und  liLsst  man  hit-riii  .r  und  ,:  unalthängig  vun  eijiandf-r  g<'gen  Null 
hin  aljuelinien.  so  iiüticrt  siclij  weil  //  f-f-  0)  =  J  (  -\-  0)  —  1,  die  linke 
Seite  der  Null.  Du  aber  das  Inteirral  aut  der  rechten  Seite,  indem 
es  sich  für  sehr  kleine  x.  und  e  wie  log  x  —  log  s  verhält,  einen  völlig 
unliestimmteii  Wertli  hat,  so  muss  die  Constante  r  «  0  sein,  und  folg- 
lich gilt  fOr  positive  x  and  e  die  Gleichung: 

mithin  in  der  That  H{x)  s=J(x). 
Elbing,  den  2.  Üecember  1871. 
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üeber  Complexe,  insbesondere  Linien-  und  Engel -Complexe» 
mit  Anwendung  auf  die  Theorie  partieller  Diiferential- 

Gleichuugeu. 

Von  S0PHO8  LiB  in  Gbristiaria. 


I. 

Die  raaelie  Eutwickelung  der  Geometrie  in  unserem  Jahrhundert 
ist  bekanntlich  innig  mit  pliilouophiflchen  Betrachtungen  Qber  das* 
Wesen  der  Cartesischen  Geometrie  YerknOpft,  Betrachtungen,  die 
in  ihrer  allgemeinsten  Form  von  Plflcker  in  seinen  ersteü  Arbeiten 
auseinandergesetst  worden  sind.  Fflr  dei^enigen,  der  in  den  Geist 
der  Plflcker 'sehen  Werke  eingedrangen  ist,  wird  der  Gedanke,  dass 
man  eine  jede  Oar?e,  die  ?on  drei  Parametern  abhängt,  als  Raum- 
olcmeni  anwenden  kann,  nichts  wesentlich  Neues  enthalten,  und  wenn 
doch  Niemand  ,  soviel  ich  weiss,  diese  Idee  aufführt  hat,  so  gUube 
ich  die  Ursache  darin  suchen  zu  niilssrn,  dass  man  derselben  keinen 
praktischen  Werth  beigelegt  liat.  Ich  bin  zu  einem  iStudiuni  (\cr  ge- 
nannten Theorie  dadurch  gi^Tiilirt  worden,  dasn  icli  eine  ni»'ik\vi'n<li<^<» 
Transroruiati(»n  entdeckte,  die  einen  Lrenaucn  Ziis.ininit'nliaii;!^  /Avischni 
Krihninuiigslinien  und  lIaupltangentcn-( 'urv«'n  darlegt,  und  es  ist  meine 
Al)sicht,  in  d<'r  folgenden  Abhanduug  die  iiesultate,  die  ich  in  dieser 
Weise  erhalten  habe^  auseinander  zu  setzen. 

Im  ersten  Abschnitte  beschäftige  ich  mich  mit  Curven-Complexen, 
das  heisst  mit  Mannigfaltigkeiten,  die  von  dreifach  unendlich  vielen 
Curreu  gebildet  werden.  Alle  FiSchen,  die  ^on  einfach  unendlich  vie- 
len" Cnrven  eines  gegebenen  Complexes  gebildet  werden,  genOgen  einer 
partiellen  Differential- Gleichung  sweiter  Ordnung,  die  als  singuläres 
erstes  Integral  eine  partielle  Differential -Gleichung  erster  Ordnung 
Bulasst.  FOr  paHaelle  DiffiBrential-Gleichungen  erster  Ordnung  erhalte 
ich  in  dieser  Weise  eine  neue  geometrische  Intwpretation,  die  ins* 
besondere,  wenn  der  besprochene  Complex  ein  PI  ück  er 'scher  Linien- 
Oomplex  ist,  Interesse  darbietet.  —  Ebenso  wie  die  allgemeine  Glei- 
chung F{x}/z  XYZ)  ^0  als  aequatio  directriz  eine  Beciprocitftt  im 

ItotlMnaUMlM  AiiB»leii.  V.  10 
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Kaume  bestimmti  zeige  ich,  dass  auch  das  simiütaiie  Gleichimgs- 
System: 

JPi  {xijg  X  YZ)  —  0,    F^{xyBXYZ)  —  0 

ein  Entsprechen  zwischen  den  FlSehen-Elementen  zweier  Ranme  fest- 
stelli.  Diese  beiden  Arten  von  Ttansformationeny  zusammen  mit  allen 

Punkt-Transformationen ,  sind  die  einzigen  räumlichen  Umformung^, 
bei  denen  Berührung  eine  invariante  Beziehung  ist,  und  also  beruhen 
alle  solch 0  Trausformationen  entweder  auf  einem  Wechsel  des  Raum- 
elements oder  auf  der  Einführung  eines  neuen  Coordinateu  -  Systems. 
Endlich  1>ctrachtc  ich  die  Anwendung  solcher  Transformationen  auf 
partielle  Diftereiitial -Uleichinij^'oii. 

Im  zweiten  Abschnitte  setze  ich  voraus,  dass  die  (.ilcichimgen 
Jb\  ==  0,  2*2  =  0  hinsichtlich  beider  Systeme  von  Veränderlichen  linear 
sind,  und  zwar  untersuche  ich  insbesondere  das  »System: 

und  die  dadurch  bestimmte  räomliche  Abbildaug.  Es  transformiren 
l&ich  dabei  die  Geraden  des  Raumes  {xy z)  in  die  Kugeln  des  zweiten. 
Raumes,  d.  h.  alle  Flächen -Elemente,  die  zwei  comsecutive  Punkte 
einer  Geraden  enthalten,  gehen  in  die  Elemente  einer  Kugel  über. 
Gerade,  die  sich  schneiden,  bilden  sich  hierbei  als  Kugeln  ab,  die 
sich  berühren.  Hierauf  hir/nindr  ich  einen  genauen  und  nach  meiner 
Auffassuuff  fitndauirtitdlr)/  Ziisuninn  n)iü)i<j  zwisehen  Li)iii  )i  -  (riomefric 
und  Ku(jd-Geo>ni  ini  lotd  drniz/i/'<>hjr  zwisclien  mehrt  rm  projcetivi.svJicn 
und  metrischen  Theorien^  einen  Zusinnnu  nhamj.  der  sein  llaupt-Intercsse 
darin  erhält j  dass  die  Hauiillannenien-Carccn  tjewisser müssen  dieselbe 
btdk  in  der  ersten  Geometrie,  wie  die  Krämmunyslinicu  in  der  swei- 
tm  eimukmen.  Diese  Theorie  giebt  die  Bestimmung  dw  Hauptfcan- 
genten -Gurren  fOr  viele  particnlSre  Flächen ^  insbesondere  fOx  die 
Kummer'sche  F^che  Werter  Ordnung  mi^  sechszehn  Knotenpunkten. 
Sudlj^ch  beweise  ich,  dass  die  allgemeinste  Transformation  des  Bau- 
mes {XTZ),  bei  welcher  einerseits  BerOhrung  eine  invariante  Be- 
ziehung ist,  andererseite  KrQmmungslinieu  covariante  Curven  sind, 
durch  meine  Abbildung  der  allgemeinen  linearen  oder  dualistischen 
Transformation  des  Raumes  {x  y  z)  eotepricht.  *  Alle  diese  Trans- 
formationen können  aus  Transformationen  durch  reciproke  Radien  und 
aus  Parallel-Transformationen  T Dilatationen)  zusammengesetzt  werden. 

Im  dritten  A1>sf  liuitte  bcstiiimic  ich  mit  Anwendung  der  Begriffe: 
Linien-  und  Kugel-Cuuiplex ,  Linien-  und  Kugel  -  (,'onf(rtienz,  alle  par- 
tiellen niH'erential  <  Jleichungcü  er.ster  und  zweiter  OrdnunLr,  deren  C'ha- 
raktcri.stiken  Ilaupttangeiiten  -  Curven  oder  Krümmungslinieii  auf  den 
Integrallllichen  sind.  Unter  den  besprochenen  Gleichungen  zweiter 
Ordnung  gelingt  es  mir,  alle,  welche  ein  allgemeines  erstes  Integral, 
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bezflglich  zwei  aUgemeine  'erste  Integrale  besitzen,  anzugeben,  nnd 
dabei  zeigt  es  sich,  dass,  wenn  ein  allgemeines  erstes  Integral  existir^ 
dasselbe,  wie  auch  das  zugehörige  smgnlare  erste  Integral ,  immer 
anfgestellt  werden  kann.  Ich  komme  hier  auf  die  bekannten  Unter- 
snchnngen  über  Flächen^  deren  Krummungslinien  eben  oder  sphä- 
risch sind,  über  Flächen,  die  eine  gegebene  sphärische  Abbildung  be- 
sitzen «.  s.  w. 

Im  vierten  Abschnitte  gebe  ich  endlich  einige  Theorie.u,  die  sich 
au  das  Voraageheude  anschliesseii. 


Während  ich  mich  mit  diesen  Entwickelungen  beschäftigte,  bin 
ich  im  lebhaften  Verkehr  gewesen  mit  Hrn.  F,  Klein,  dem  icb  viele 
der  hier  verarbeiteten  Ideen  verdanke,  mehr,  als  es  mir  durch  Citate 
anzugeben  möglich  gewesen  ist. 

Ich  bemerke  auch,  dass  die  hier  dargestellten  Theorien  einige  Be- 
rührungspunkte mit  meinen  früheren  Untersnchuugeu  über  die  Reprä- 
sentation des  Imaginären  haben;  wenn  ich  in  meiner  jetzigen  Dar- 
Stellung  diesen  Zusammenhang  nicht  herrortreten  lasse,  so  geschieht 
es  einerseits,  weil  ich  denselben  für  einigermassen  zuiällig  halte,  an- 
dererseits, weil  ich  nicht  Yon  der  gewöhnlichen  Sprache  iet  Mathe- 
matik abzuweichen  wünschte.*) 


Erster  Abschnitt. 
Heber  eine  neue  Beelproeltftt  im  Baimi. 

In  den  beiden  ersten  Paragrajihen  dieses  Abschnitts  gebe  ich  eine 
kurze  Uebersicht  über  einige  bekannte  Theorien,  um  dadurch  das  Ver- 
s1»indni8s  des  Paragraphen  4.  zu  erleichtem.  Dieser  letzte  Paragraph 
giebt  alle  Voranasetzungen,  die  nothwendig  sind,  um  den  zweiten 
Abschnitt  Terstehen  zu  kennen;  für  den  dritten  und  vierten  Abschnitt 
benutze  ich  ausserdem  noch  die  folgenden  Paragraphen. 


*)  Die  weientliebBteii  Oenehtapniikte  and  Ueinltate  dieser  Abhaudlimg  finden 
■ich  in  einer  kurzen  Kote  (October  1870)  und  in  zwei  grösseren  Arbeiten  (1871), 
die  in  die  Verhandlungen  der  Akademie  zu  Cliriatiania  aufgouomnien  sind.  Den 
ZoBammeubang  zwischen  iiaupttangenten-Curven  und  Krünimungslinicn,  wie  über- 
haupt xwisehen  Linien^Oeometrie  nnd  Kogel-Geometrie  fheitte  ich  derselbeii  €(e- 
sellschafl  im  Juli  1870  mit.  Vergl.  auch  die  Comptea  Rendas  vom  October  1870, 
■owie  eine  von  Hrn.  Klein  und  mir  veröffentlichte  Note  in  den  Monateberichten 
der  Berliner  Akademie,  15.  Decbr.  1870. 


Digitized  by  Google 


Sorans  Ln. 


§  1. 

Reciprocität  zwlBclien  zwei  £beiien  oder  zwei  Räumen. 

1.  Die  Poncelet'Gergonne'sche  RedprocitSts-Theorie  der  Ebene 
kann  bekanntlich  aus  der  Gleiehong: 

(1)  X(a,«  +  J,jf  +  fl,)+r(aj«H-6,sf+<g-f(a,«  +  63y  +  r^)— 0, 
oder,  was  draselbe  ist: 

X  (fl,  X  +  r  +  n^)  +  f/  (/>,  X-\-\Y-\-  h^)  -f  (r,  X  +  r,  Y  +  r.)  =  0 
entwickelt  werden,  vorausgesetzt,  dass  man  x,  y  und  X,  Y  als  Car- 
tesiache  Punkt -Coordinaieu  zweier  Ebenen  interpretirt. 

.  Bezeichnet  man  nimlich  als  conjugirt  zwei  Paukte,  deren  Coor- 
dinaten-Werthe  {xy)  und  (XIT)  der  Gleichung  (1)  genügen,  so  kann 
man  sagen,  dass  die  einem  Paukte  conjugirteu  Punkte  der  zweiten 
Ebene  eine  Gerade  bilden,  und  dieselbe  betrachten  wir  als  dem  ge- 
gebenen Punkte  entsprecbend.  Alle  Punkte  einer  Geraden  haben  einen 
gemeinsamen  conjugirten  Punkt  in  der  zweiten  Ebene  und  somit  gehen 
ihre  entsprechenden  Geraden  durch  diesen  geuieiusamen  Punkt. 

Die  beulen  FAmim  tvtrdm  also  durch  (1)  so  auf  einander  be- 
eoffCHf  rhiss  dir  Gcradm  jahir  Ebene  sich  als  die  Fwihiv  der  gweifett 
Tlhmc  ahhihlrn.  Dm  Pinddnt  rivcr  (irradt  n  k  mtsjvcch  n  hirrhei  die 
durch  den  liildpnnht  von  k  (jrhcvthi/  (irrtidcn.  Dies»'  <;et(enseitiiTo  Be- 
ziehiin<(  ist  (las  l^'uiulaineiital  Print-ij)  der  he.sprueliencii  iu  cipioritiit. 

Sei  nun  g«-gel)eu  in  der  oinon  Ebene  ein  Pulv^^on  nnd  in  der 
zweiten  Ebene  dasjenige  l^olygOM,  dessen  Seiten  sich  als  die  Ecken 
des  ersten  aldiilden;  nach  dem  Vorstehenden  ist  dann  klar,  dass  auch 
die  Ecken  des  letzten  Polygons  den  Seiten  des  ersten  entsprechen, 
dass  also  die  beiden  Polygone  in  redproker  Beziehung  stehoi.  Aus 
diesen  Polygonen  erhält  man  durch  Grenz -Uebergaug  zwei  Gurren, 
die,  wie  man  sich  ausdrückt,  einander  hinsichtlich  der  Gleichung  (1) 
/  reciprok  sind.  Es  ist  einleuchtend,  dass  die  Tangenten  jeder  Curvo 
sich  als  die  Punkte  der  reciproken  abbilden. 

2.  Plficker*)  gründet  eine  Verallgemeinerung  der  eben  ent- 
wickelten Theorie  auf  die  Interpretation  der  allgemeinen  Gleichung: 

(2)  F{xy  XT)^0. 

Die  einem  Punkte  {xy)  eoigugirten  Punkte  {XY)  bilden  nun  eine 
Curre  C,  die  durch  (2)  dargestellt  wird,  wenn  (xy)  als  Parameter, 
(XT)  dagegen  als  laufende  Ooordinaten  aufgefasst  werden;  umgekdirt 
bilden  die  einem  Punkte  (XF)  conjugirteu  Punkte  (./  //)  eine  Gurre  (7, 
welche  ebenfalls  durch  (2)  dargestellt  wird.  Die  beiden  Ebenen  Wörden 
also  durch  (2)  derart  aufeinander  bezogen,  dass  den  Punkten  der  einen 

*)  Aualytiacli  guoiiietrit>t-he  Kutwickeluugeii.    T.  I.    /weite  AbUieiliuig. 
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Ebene  iu  der  sswdten  die  Curven  einee  Ourven-Net/es  (C  oder  c)  ent- 
sprechen. Ganz  wie  früher  sieht  man  ein,  dass  den  Punkten  einer 
Curve  C  diejenigen  Curren  c  entsprechen,  welche  durch  die  Bildponkte 

von  C  gellen. 

Eiueiii  Curven -Polygone  lY',  C,  .  .  .  C„)  entspricht  ein  Punkt- 
System  {j^i  2h  offenbar  liegen  diese  Punkte  paarweise 
(P]  P:)  >  {P-:  P:-)  •  •  '  denjeni*;en  Curven  r,  deren  Bildpunkte  Ecken 
des  gegebenen  krunmiiinigen  Polygons  sind.  Durch  Grenz- üebergang 
erhält  man  auch  hier  Curven,  die  in  solcher  Beziehung  stehen ,  dass 
den  Pnnlcten  der  einen  solche  Gorren  e  oder  C  entsprechen,  welehe 
die  zweite  ombQUen.  Doch  ist  das  Reeiprocitilts-Verlulltniss  im  All- 
gemeinen nicht  Tollständig.  Ist  nämlich  Z  die  UmhflUnngs- dorre 
aUer  C,  die  sich  als  die  Punkte  einer  CurVe  0  abbilden,  so  umhQllen 
freilich  die  den  Ponkten  T<m  T  entsprechenden  e  die  gegebene  Curre 
iff  aber  im  Allgemeinen  ausserdem  eine  zweite  Cunre. 

3.  Plficker*)  gründet  die  allgemeine  Reciprocitöt  swischen  zwei 
Uäumen  r  nnd  R  auf  die  allgemeine  Oleichnng: 

F(xyg  XTZ)^0. 

Wenn  insbeeciidere  JP  hinsichtlich  beider  Systeme  von  Veränderlichen 
linear  ist,  so  erhält  man  die  Poncelet-Gergonne'sche  Reciprocttät 

zvrischen  den  Punkten  und  den  Ebenen  der  beiden  Räume. 

JS;  isi  nun  meine  Absicht,  in  dieser  Abhandlung,  und  inshcsonderc 
im  ersten  Ahschnitfc  derselben,  eine  neue,  der  Fliiclcer'srh(  n  eoordmitie 
lleciprocität  zu  betrachten ,  die  durch  das  Glcichungs -  System 

bestimmt  wird,  vorausgesetgt,  dass  man  {cys)  und  (XYZ)  als  l^tnkt- 
(jOordinfUm  gwewr  JSaume  r  und  B,  auffasst. 

§2. 

Cnmn,  die  Ton  drei  Paruatteni  abhängoi,  können  als  Banmolement 

eingeffihrt  werden. 

4.  Die  Transformation  gconietrisi'lier  Theoreme,  die  sich  auf  die 
Poncelo t  - C  c r l,'(> n  11 0  'sehe  oder  PI  ü ck er  scIie  li'ecipnxitiits- Theorie 
gründet,  kann,  wii-  (Jcigonne  und  Plficker  liervorgfluiben  haben, 
unter  einem  höhereu  Gesiciit:>punkte,  den  wir  sogleich  angeben,  be- 
trachtet werden.    Dasselbe  gilt  von  unserer  neuen  Keci]irocitüt. 

Die  Cartesis6he  analytische  Geometrie  übersetzt  beliebige  geu- 
metrische  Theoreme  in  algebraische,  und  macht  daduvph  aus  der 

*)  Es  it-t  c(»rrc(t,  glauVie  ich,  l'lückcr  (Hose  Hrciiirocifät  ziiziisclircilu  n,  nl»- 
glcicb  ich  keinen  Ort  in  Plückcr'ü  Werken  angeben  kann,  wo  er  cxplicitc  die 
Bedpfodlit  des  BamDes  in  dieser  Weise  begründet. 
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Geometrie  der  Ebene  dne  emnliohe  Dantellimg  der  Algebra  sweier 
Variabeln  und  ebenso  aus  der  Geometrie  des  Baumes  eine  Repräsen- 
tation einer  Algebra,  die  drei  variable  Grossen  umfasst.  Nun  hat 
insbesondere  Plücker  die  Aufmerksamkeit  darauf  gerichtet,  dass  die 
C artesische  Geometrie  eine  zweifache  WillkUrlichkeit  enthält. 

Des  partes  stellt  ein  Werth-System  der  beiden  V^ariabehi  x  und  y 
durch  einen  Futihi  in  der  Ebeue  dar;  er  hat,  wie  mau  zu  sageu  pflegt, 
deiv  Punkt  zum  Elemente  der  ebenen  Geometrie  gewählt,  während 
man  ebenso  gut  die  (Gerade  oder  überhaupt  eine  beliebige,  zwei  Para- 
meter enthaltende  (Jurve  als  Element  auwenden  könnte.  Man  kann 
aber  bchannllich  die  durch  die  Foncclct-Gcryonne'sdic  litciprocität 
vermittelte  Transfonnatiott  als  auf  dem  Uebergange  vom  jPunkte  aia 
Elemmt  mir  Chraden  als  Mmefd  hwuhe^  avffaasm,  «mm^  ebenso  (e- 
st^  gaaissermassen  die  Flucker'sdte  Beeiproeitäi  der  JS^aiie  t»  dm 
Uebergange  wm  J^tnkte  ab  Element  mu  einer  von  meei  Parameiem  a&- 
hängenden  Ourve  als  Element. 

Femer  stellt  Descartes  dds  Werth-Sjstem  {xy)  dureb  detjen^en 
Pankt  in  der  £1>ene*dar,  dessen  Abstände  von  zwei  gegebenen  Ge- 
raden —  den  Coordinatcn-Axeu  —  bezüglich  gleich  .r  und  y  fnnd\  er 
bat  unter  den  unbegrenzt  vielen  möglicben  Goordinaten-Systemen  ein 
bestimmtes  gewählt. 

Es  ist  bekannt,  dass  die  Fortschritte  der  Geometrie  in  unserem 
Jahrhundert  sich  wesentlich  daraut  gründen,  dass  die  beiden  besproche- 
nen Willkürlichkeiten  in  der  ('artesischen  Kepräsentation  klar  als 
solche  jiufirefasst  wunlen  sind,  und  es  Hegt  somit  nahe,  zu  versuchen, 
aus  dieser  tViichtban  ii  <\|ut'lle  noch  mehr  zu  schöpfen. 

5.  Die  im  Folgejulen  dargestellten  neuen  Theorien  beziehen  sich 
darauf,  dass  mau  als  Baiündcmenf  ctHC  jede  Itaunicurve ,  die  von  drei 
Parametern  abhängt  j  anwenden  kann.  Erinnert  man  sieb  z.  B.,  dass 
die  Gleichungen  einer  Raumgeraden  vier  wesentliche  Constanten  enthal- 
ten,  so  sieht  man  ein,  dass  man  die  geraden  Linien,  welche  eine  Be> 
dingung  befriedigen,  als  Element  einer  Baumgeometrie,  die  eine  sinn> 
liehe  Darstellnng .  einer  Algebra  mit  drei  Variabeln  giebt,  wählen 
kann.  Da  aber  hierdurch  ein  Geraden -System  —  ein  Plfieker'scher 
Linien -Coropl ex  —  ausgezeichnet  wird,  so  ist  es  einleuchtend,  dass 
eine  bestimmte  liepräsentation  der  angegebenen  Art  nur  eine  begrenzte 
Anwendung  finden  kann.  Wenn  man  sich  indessen  mit  einem  Studium 
des  Raumes  hinsichtlich  eines  Linien  -  Co nipleies  beschäftigt,  so  kann 
es  sehr  vortheilhaft  sein,  die  Linien  dieses  Complezes  als  Kaumelemente 
zu  benutzet. 

lu  der  mctrisehcn  Geometrie  ist  z.  B.  der  iinendlicli  weit  enireriite 
'  magiuäre  Kreis  und   in  Folge  dessen  der  (  onqdex  imaginärer  Ge- 
radeu,  welche  deusclbeu  schneiden,  ausgezeichuet,  uml  ts  kijmUc  sumU 
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a  piiori  Wfütrschehüich  scheinen,  dass  es,  um  gewisse  metrische  Froblenic 
eu  behandeln,  vortheiÜMß  isi,  diese  imaginären  Linien  als  Elemente 

einzuführen. 

AVenn  wir  eben  gesagt  Imbeu,  dass  es  beispielsweise  möglich  ist, 
ilie  Geraden  eines  Ijini<>n-Com[»lcxes  als  Raumeleinent  zu  wählen,  so 
mnss  man  wohl  bemerken,  dass  dieses  etwas  ganz  anderes,  etwas,  wenn 
mau  will,  mehr  Particuliires  ist,  als  die  Ideen,  welche  Plücker  in 
seinem  letzten  Werke:  „Neue  Geometrie  des  Kaunics,  gegründet  auf 
die  Bekaefatmig  der  geradoi  Linie  als  Banmetement",  entwickelt  hat. 
Plfleker  hatte  schon.  frOh*)  die  Anfmerksamkeit  darauf  gerichtet^ 
dass  es  möglich  ist,  eine  Bepriisentation  einer  Algebra  mit  beliebig  vie- 
len Yariabeln  sn  schaffen,  indem  man  nämlich  ein  Gebilde,  das  ebenso 
▼iele  Parameter  enthalt,  als  Ranmelement  einfOhrt  Insbesondere  hob 
er  herror,  dass  die  Raomgerade  vier  Coordinaten  besitzt,  dass  man 
also  eine  Geometrie  einer  Mannigfaltigkeit  mit  vier  Dimensionen  er- 
halt, wenn  man  die  Gerade  als  Element  des  Ilaumes  betrachtet. 

§  3. 

Curven-Complexe.  Nene  geometrische  Interpretation  partieller 
Differentialgleicliimgen  erster  Ordnung.  Uaupttangeatea-Curven 

eines  Linien -Complexes. 

6.  Nach  Plttcker  nennt  man  den  Inbegriff  der  Geraden,  die 
cifier  Bedingung  unterworfen  sind,  welche  also  noch  von  drei  wesent- 
lichen Constanten  abhängen,  einen  Liuieu-Gomplez.  In  Analogie  damit 
werde  ich  im  Folgenden  ein  jedes  »System  von  Curven  e^  deren  Glei- 
c'hungo)!  drei  miabhangige  Parameter  enthalten,  als  einen  Cfurven-Cemr 
^kx  bezeichnen.    Die  Gleichungen: 

(1)  fiixfis  ahe)^0,      f^ixi/e  ahc)  =  0, 

in  denen  a,  h,  c  Constanten  sind,  stellen  also  einen -Curven-Complex 
dar.  Durch  Di£Eerentiation  dieser  beiden  Gleichungen  hinsichtlich 
X,  if,  s  und  Elimination  der  Grössen  a,  b,  e  erhalt  man  eine  Resul- 
tante: 

(2)  f(xysdxdyde)  =  0, 

die,  wenn  d.r,  dtj,  dz  als  Bcstimnumgseleraente  einer  Richtung  auf- 
gefasst  werden,  jedem  Punkte  des  Raumes  einen  Kegel  äsuordnet,  den 
Inbegrili"  niimlich  der  Ilichtungen  aller  Complex- Curven  c,  die  durch 
den  betretfeuden  Punkt  gehen.  Diese  Kegel  nenne  ich  elcntcntarc  Com- 
))hx-Kvijii\  ebenso  wende  ich  den  Ausdruck  elewnifarc  Comjtlex-Jiich' 
tut^  au,  um  ein  beliebiges  Liuicu-Elemeut  (tlx  dy  ds)  einer  Complex- 

*)  (icomeirie  des  Bfuimes  tu  85&  (1846). 
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Ourve  c  zu  bezeichnen.  I)<  n  htJa  griff  aller  cinou  l'iothfc  t  )tfs)ire(]iru- 
lim  eh'mcmentdrvn  C<n)ipU\i:-lit<litmujm  bildet  der  dem  betrcUcnden  l'unkte 
zugvorihtt'tc  clr)ii<'iif(irc  ( ^oniplex-Keyel. 

Einem  gegebeueu  Systeme  (1),  oder,  wie  mau  auch  sagen  kann, 
einem  gegebenen  Curven-Complexe  entspricht  eine  b;estiaimte  Diffe- 
rential'Gleichung  (/^s=  0);  dagegen  giebt  es  unb^pwnrt  viel«  Systeme 
(1),  welche  aaf  dieselbe  Oiffierential-Gleiclrang  {f==  0)  fahren.  Wählt 
man  nimlicli  eine  beliebige  Relation: 

^  {x  1/  s  dx  dy  dz  a)  =  0, 
in  welcher  a  eine  Coustante  bezeichnet,  und  sind: 
(H)  qp,  (r  y  -  a  ß  y)  =  0,    (p^  {x  y  Z  a  ß  y)  =  U 

die  Integrale  des  simultanen  Systems: 

/■=0,    4'  =  0, 

so  ist  es  klar,  dass  auch  die  (tleichungen  (3)  durch  Dillerentiation 
hinsichtlich  x,  y,  e  und  Elimination  der  Grössen      ß,  y  als  Resultat : 

f=0 

geben.  Es  cxistircn  also  uubcfjycnzt  vich'  Curv  n-  dmiplfxr,  (h  rni  Glci- 
chunijm  eine  ijtythi  nt  lulation  fixyz  (Ixdijdz)  =  <>  hrfrinUyen.  Eine 
jede  Curve  eines  solchen  Com])Iexes  wird  von  ('urven  r  des  ursprüng- 
lichen Complcxes  umhüllt^  indem  alle  ihre  Elemente  Complex  -  iiich- 
tungen  sind. 

7*  Eine  partielJe^DiGgere^  erater  Ordnung  zwischen 

den  Variabeln  ar,  Sä'^naJsh  Monge  mit  dem  Ph>blem  äquivalent: 
die  allgemeine  FlScbe  zu  finden,  die  in  allen  ihren  Punkten  einen 
dem  betreffenden  Punkte  nack  einem  beliebigen  Gesetze  zugeordneten 
Kegel  berührt.  Indem  man  hierbei  in  der  gegebenen  partiellen  Oiffe* 
rential  •  Gleichung 

(a?  y  « |>  ff)  =  0 

X,  y,  z  als  Parameter^  p  und  q  dagegen  als  Ebenen- Coordinaten 
auffasst,  kann  man  sagen,  dass  i^»0  die  allgemeine  (rhiihung 
des  besprochenen  Kegel  -  Systems  in  Ebenen -Coordinaten  darstellt. 
Lagrange  und  Monge  haben  die  Integration  einer  partiellen  l)iHe- 
rential-dlc'ichung  erster  Ordnung  auf  die  Bestimniiing  eines  gewissen 
('nrvi'ii -( 'oniplexes,  die  sogenannten  Charakteristiken,  zurückgeführt, 
indem  sie  gezeigt  haben ,  dass  wenn  einfach  unendlich  viele  Charak- 
teristiken eine  Curve  unihiillen,  sie  immer  eine  Integralfläche  er- 
zeugen. Es  ist  zu  bemerken,  dass  die  Diücrential-Gleichuug  der  Cha- 
rakteristiken : 

mit  der  partiellen  DifferentiaUGleichung  als  äquivalent  aufzufassen  ist; 
beide  Gleichungen  geben  nämlidi  die  analytische  Definition  des  be- 
sprochenen Kegel-Systems. 
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8.  Sei  nun  gegeben  eine  partielle  Differential -Gleichung  erster 
Ordnung  2>, ,  die  zugehörige  Differential-Gleichung  der  Charakterktikeii 
f=i),  und  endlich  dreifach  immdlich  viele  Cnrven  die  ebenso 
f  ammO  genügen.  Betrachten  wir  'hier  eine  beliebige  Integralfläche 
rr„,  eine  auf  derselben  gelegene  Charakteristik  Z'q  und  ferner  eine 
Coiuplex-Curve  c„,  die  berührt,  so  behaupte  ich,  dass  die  Flädte 
Uq  <h('q)iinhti(f  hcriilirf. 

Neunen  wir  uümlich  die  beiden  gemeinsamen,  unendlich  nahen 
Punkte  der  Curven  und  /.„,  und  ,  ferner  die  nächstfolgenden 
Pun)cte  unserer  Curven  bezüglich  tc  und  2)^,  so  ist  es  klar,  dass  der 
elementare  Complex- Kegel,  dessen  Spitze  in  liegt,  das  Flächen- 
Element  (PiPiX)  enthält.  Nun  berührt  der  Kegel  die  lutegral-PISehe 
Uff  nach  der  Erzeugenden  p^,  und  also  gehört  das  Element  p-^  a) 
zDgkioh  der  Flache  Üq  an,  welche  somit  den  Pankt »  enthalt.  Unsere 
Behaaptüng  ist  also  erwiesen. 

Dieser  Satz  lasst  sich  dahin  verallgemeinern,  dass  ' wenn  n  con- 
seentive  Ponkte  mit  der  Charakteristik  l-^  gemein  hat,  (n  1)  Schnitt- 
punkte von  Ca  und  der  Integralfläche  17^  zusammenfallen.*) 

9.  Die  Forderung,  dass  eine  Fläche  0^  F(xy)  in  einem  jeden 
Punkte  drei  consecutive  Punkte  mit  einer  Complex-CuTVe  e  gemein 
haben  soll,  drückt  sich  durch  eine  Differential-Gleichung  zweiter  Ord- 
nung D.f**)  aus,  und  zwar  sieht  man  leicht,  dass  einfach  unend- 
lich viele  r  immer  eine  Inte^'ralflächf  luMeii.  Man  kenut  somit  das 
allgemeine  zweite  Integral  der  (Gleichung  J),  mit  zwei  arbiträren 
Functionen.  Nun  sagt  der  Satz  der  letzten  Nuiainer,  dass  auch  die 
Int«gralflächen  der  (Jleichung  /J,  —  die  im  Allgemeinen  nicht  von 
Complex- Curven  r  erzeugt  werden  —  in  einem  jeden  ihrer  Punkte 
dreipunktig  von  einer  c  berührt  werden,  und  also  ist  Z>,  ein  singu- 
lires  erstes  Integral  unserer  Dilferential-Gleichnug  zweiter  Ordnung. 
Jcft  htkmptef  dass  es  sonst  kein  weiteres  siitjfuläres  Integral  giebt. 

Sei  uSmlich  9  eine  IntegraUHche  der  Gleichung  D,,  die  nicht 
von  Curven  e  gelnldet  wird.  Es  gehen  dann  durch  jeden  Punkt  der 
Fläche  zwei  zosammenüftilende  Cnrven  c,  die  dieselbe  in  diesem  Punkte 
berOhren.  Hieraus  folgt,  dass  der  zugehörige  elementare  Complez- 
Kegel  die  Fläche  berührt,  dass  also  dieselbe  der  Gleichung  2>,  ge- 
nügt. —  Die  beiden  letzten  Nummern  geben  die  folgende  bemerkens- 
werthe  geometrische  Interpretation  partieller  Differential-Gleichungen 
erster  Ordnung  zwischen  drei  Variabein. 

*)  Eniaprediende  Sfttze  gelten  fttr  einen  Baum  mit  beliebig  violea  Dirnen- 
■ionon. 

*  **)  Diese  Differential  Gleichung  hat  die  Tolgendo  Form: 

r  -f-  -2  jY.s  -f  iY'<     Af  —  0,- 
wobei  2J  und  M  von  x,  </,  s,  Pf  U  ubhüugua. 
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Die  Aufgabe:  alle  Flächen  zu  fmdni,  die  mit  zweifach  unetidlich 
viclm  Curvcn  tmrs  gegcbeneti  Complexes  jvdcstmd  drei  consemtive  Funkte 
gnnein  hahrn,  drückt  liich  durch  eine  pnrticlb  7)1  ff crenfial- Gleichung 
erster  Ordnung  aus.  AUe  Compkxc,  deren  Gleichungen  einer  gegebenen 
BeUUion: 

f  {xfje  dx  äy  de)  -«  0 
genügen,  fiihrm  auf  dicfirlhe  pdrtirUc  Gleichung,  und  zwar  hefricdigm 
die  sugeJiörigcn  Charalderidikcn  die  Gleiehung  f  =^  0. 

10.  CoroUar,  Die  Aufgabe:  alle  Flächen  zu  finden^  deren  zwei- 
fach tmeMßkA  vu^  Hauptiangentm  des  emm  System  ekum  gegebenen 
Idmm-Complcj.e  gehören,  führt  an/(  eine  parMk  DifferenHd^eiehung 
ersUr  Orämmg,  deren  CharakUristiken  von  den  Oeraden  des  Complexes  ' 
imkiuifU  werden.  Die  CharahtensUkm  sind  in  diesem  FaUe  tutf  den 
Integraifläehen*)  HaupttanffeiUen'Oitrven  des  einen  Systems. 

Ich  werde  andeuten,  wie  man  diesen  Sats  seibetindig  beweisen 
könnte. 

Die  partielle  Difiorential-Gleichung  enter  Ordnung,  deren  Charak- 
teristiken von  den  (ieraden  eines  Liuien-Complcxes  umhiUit  werden,  ist 
bekanntlich  der  Ausdruck  des  folgenden  Problems :  die  allgemeine 
Flache  zu  finden ,  die  in  allen  ihren  Punkti  ii  den  betreflondcn  Coni- 
plex-Kegel  bcrülirt.  Nun  isi  die  Osculationscbcne  eini-r  Curvt'^  deren 
Tangenten  einem  T^inien-Oomplexe  angehören,  eine  Tangenteuebene  des 
entsprechenden  Coui]>lex-Kegels,  und  also  beriUiren  in  unserem  Falle 
die  Osculationsebenen  der  Charakteristiken  jedesmal  die  /ugehJu'igen 
Integralflücben.  Die  Charakteristilieii  sind  folglich  Uaupttaugeutcn- 
Curven. 

£in  jeder  Linien -Complex  bestimmt  also  dreifach  unendlich  viele 
Curven,  die  Ton  Gomplex-Linien  umhüllt  werden  und  dabei  die  Eigen- 
schaft besitaen,  Haupttangenten-Curven  anf  einer  jeden  Flache  zu  u&n, 
die  einfach  unendlich  viele  solche  Curven  enthält,  Torausgefletst,  dass 
immer  swei  conaecntive  dieser  Curven  sich  schneiden.  Diese  Curven, 
die  in  der  Theorie  der  Linien  C  iuplexe  eine  wichtige  Bcdle  spielen 
werden  (vergl.  den  dritten  Absclmüt  dieser  Abhandlung) ,  nenne  ich 
die  Haupttangenten-Curven  des  J.uürH-Compiexes. 

Herr  Klein  hat  mir  die  Bemerkung  gemacht,  dass  die  Complex- 
Linien.  die  Plücker  als  singulare  Linien  des  Complexes  bezeichnet, 
Haupttangenti'u-(,'urven  desselben  sind.  Wird  der  Comjdex  von  den 
Tangenton  einer  Fläche  oder  von  den  Linien,  die  eine  Curvc  sciniei- 
den,  gebildet  ,  so  sind  alle  Comjdex-Linien  singulare  Linien  und  also 
zugleicli  die  llaupttaugenten- Curven  des  Complexes. 


*)  ilerr  Darboux,  dorn  ich  diesen  Satz  im  Soromcr  187o  iuttlheiitc,  kauulc 
damals  deoKelben.   Vcrgl.  den  Anfang  und  Schlnas  des  zwcciton  TboUot. 


Digitized  by  Google 


üeber  Complexe. 


155 


§  4. 

Das  CUAie]iii]ig8.Sy8tom  F^ixyg  XY  Z) '^O,  F^(xygXYZ)^0 
bestbimt  oü»  RMiproeltit  iwiseliBii  iwel  BiDUMB. 

11.  Wir  beginneu  (cfr.  §  1.)  nun  ein  Studium  der  rüumliclieil 
lleciprocitüt,  die  durch  die  beiden  (ileicbungen : 

(1)  F,{xy3XYZ)^0,    F^ixyz  XYZ)  =  0 

bestimmt  wird,  wenn  (ccijs)  und  (XYZ)  als  Pauki'Cooiduiateji  sweier 
Bäume  r  und  R*)  interpietirt  werden. 

Bezeichnet  man  als  conjugirt  zwei  Punkte  {x  y  z)  und  (X  Y  Z), 
deren  Coordinaten-Werthe  den  Oloichiincron  (1)  gciirifr,.n,  so  kann  man 
sagen,  dass  die  einem  Punkte  >/ z)  conjuLcirtcn  Punkte  {XYZ)  eine 
Curve  0  bihlen;  dieselbe  wird  durch  (l)  dargestellt,  vorausgesetzt,  dass 
man  /,  y,  z  als  Parameter,  A',  Y,  Z  dagegen  als  laufende  Coordinaten 
auffasst.  Den  Punkten  des  Raumes  r  entsprechen  somit  dreifach  un- 
endlich viele  Curvcn  6',  und  ebenso  tritt  im  Räume  r  ein  Curveu-Coui- 
plex  auf,  dessen  Curven  c  in  demselben  Verhältnisse  zu  den  Ponkten 
des  Raumes  JR  stehsn.  Die  Punkte  einer  e  haben  bierbei  dnen  ge- 
meinsamen conjugirten  Punkt  in  FL^  und  also  gehen  ihre  entspreeben- 
'"den  'C  dnrcb  diesen  gemeinsamen  Punkt. 

i>t0  fteMfe»  Ftäime  r  und  B  werden  dwn^  die  Qleidiunffen  (1) 
so  antf  einander  hetagen,  dass  den  Punkten  des  einen  Baumes  die  Cfur- 
ven  eines  Cmplexes  im  MweOen  Baume  entsprechen*  Con^leX'Curven, 
die  durch  einen  gcgchmn)  PunM  gehen,  bilden  sieh  hierbei  als  die  Punkte 
der  dem  gegchenm  Funkte  entsprechenden  CompJcx  -  Ottrvc  ab. 

12.  Eä*  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  die  Gleichungen  (1)  eine  all- 
gemeine Reeiprocitüt  zwischen  Gebilden  der  beiden  Räume  bestimmen, 
und  zwar  insbesondere  /wischen  GuTTen,  die  von  Gomplex» Curven  e 
und  C  nnihöUt  werden. 

Wenn  zwei  Complex-Curven  dos  einen  Raumes  einen  gemeinsamen 
Punkt  haljcu  —  was  offenbar  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall  ist  — , 
so  liegen  ihre  liildpuukte  auf  einer  (  omplex-Curve  des  zweiten  Rau- 
mes; insbesondere  ist  zu  bemerken,  dass  zwei  unendlich  nahen  sich 
schneidenden  Complex-Curven  im  anderen  Räume  Punkte  entsprechen, 
deren  infimtesnnale  Verbindungs- Linie  eine  Gompkz-ffiebtung  ist. 
Man  betrachte  nun  eine  von  mniiAch  unendlich  vielen  c  nmhfiilte  Curve 
und  die  den  Punkten  dieser  lotsten  Gürve  entsprechenden  C;  es  ist 
einleuchtend  y  dass  jedesmal  zwei  eonsecutive  C  sich  schneiden,  dass 
also  ihr  Inbegriff  eine  UmhOHungs-Curve  £  biestimmt.  Ffihrt  man  die 


*)  Gebilde  des  Banmcs  r  werden  mit  kldneti  Buchstaben  bezeichnet;  dagegen 
brauche  ieh  grone  BochBtaben  nUr  Alles,  was  dem  Baume  B  angehOrt 
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«ntsprechende  Operation  auf  U  aus,  so  erhält  man  eine  von  Com- 
pleZ'Curven  c  umhüllte  Curve  &,  und  zwar  behaupte  ich,  dass  o'  eben 

die  nrsprünpjlichp  Curve  a  ist. 

Um  dieses  zu  beweisen,  betrachte  man  einerseits  ein  von  Complex- 
Curven  r  gebildetes  krummliniges  Polygon,  andererseits  die  den  be- 
sprochenen Curveu  zugehörigen  Bildpiuikte,  welche  otfeiibar  paarweise 
auf  Complex-Curven  ('  liegen,  auf  denjenigen  nämlich,  die  den 
Ecken  des  gegebenen  Polygons  entsprechen.  Dieses  neue  Polygon 
und  das  gegebene  stehen  also  in  einem  vollständigen  reciproken  Ver- 
hältnisse. 

Dwrth  Oreng-Vebergany  erhäU  man  Mwei  von  Con^^lea^-Ourvm  e  • 
und  C  umhäBte  Curven^  die  in  soidter  ßegenaeiHffer  Beti^ng  sfdtm, 
dass  den  Punkten  der  einen  diejenigen  Complex-Öurben  entsprechen, 
ufMe  die  sweiie  umlMm, 

Eüne  jede  von  Complex-Curven  umhüllte  Curve  bildet  sich  also 
für  eine  zweifache  Auffassung  ab  als  eine  andere  ebenso  von  Complex- 
Curven  umhüllte  Curve,  die  wir  als  die  rrciproke  der  gegebenen  Inn- 
sichtlich  des  Gleichungs- Systems  (1)  bezeichnen;  und  oti'enbar  kann 
man,  wenn  die  Gleichungen  der  einen  Curve  gegeben  sind,  diejenigen 
der  reciproken  durch  einfache  Operationen  ■—  Differentiation  und  P]li- 
mination  —  bestimmen.  Es  ist  auch  zu  bemerken,  dass  die  (Iidkii- 
t<ircn  ('o)nph'x-liirhtiiii[/rit  (i/u  (h/<h)  und  (ßXdYdZ)  sich  paamcisc 
ah  rcciproki  z  iisaimiu  )o>rdtirn,  dass  also  zwei  von  Complex-Curven  um- 
hüllte Curven,  zwischen  denen  Berührung  stattfindet,  sich  als  eben 
solche  Curven  im  zweiten  Räume  abbilden. 

13.  Auch  unter  anderen  Raamgebildfin  bastimmen  die  Gleichungen 
(1),  und  zwar  für  eine  zweifache  Auffassungi  ein  Entsprechen^  welches 
aber  .im  Allgemeinen  keine  vollständige  Reciprodtät  ist. 

Die  elementaren  Complez^E^gel,  deren  Spitzen  auf  einer  Fliehe 
f  liegen,  schneiden  die  entsprechenden  Tangentenebenen  jedesmal  nach 
n  Geraden  —  n  bezeichnet  die  Ordnung  der  Complex- Kegel  —  und 
ordnen  dadurch  jedem  Punkte  der  Fliiche  n  elementare  Complex-Rich- 
tungen  zu.  Die  conti nuirliche  Aufeinanderfolge  dieser  Richtungen 
bilden  eine  die  Fläche  nfach  bedeckende  Schaar  von  Curven  a,  die 
sararatlich  von  Complex-Curven  c  umhüllt  werden.  Die  enbiprechenden 
reciproken  Carven  2^  erzeugen  eine  Flache  F,  die  wir  als  Bildlliiclic 
der  gegebenen  auffassen.  Djiss  das  Ueciprocitäts-Vcrliültniss  nicht 
vollständig  ist,  liegt  darin,  dass  durch  jeden  Punkt  der  Fläche  1'  im 
Allgemeinen  nur  eine  Curve  £  geht.  Ausserdem  liegen  also  auf 
eine  Schaar  von  Ciu  ven  H',  die  ebenso  von  Complex-Curven  6' umhüllt 
sind,  und  zwar  gehen  {N —  1)  2,"  durch  jeden  l'unkt  unserer  Fläche, 
vorausgesetzt,  dass  N  die  Ordnung  der  elementaren  Complex -Kegel 
des  Banmes  B  bemiclmei  Die  den  Gorven  2*  ziigeh5rigen  reciproken 
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bilden  eine  Fläche  9,  die  gewiaaennaaeen  der  gegebenen  Fläche  f 

aBsociirt  ist. 

Durch  jeden  Punkt  der  Fläche  /'gehen,  wie  gesagt  wurde,  n  Curven 
(5,  und  also  ist  dieser  Punkt  das  Bild  einer  ('ünjplex-('urve  welche 
«Curven  Z  heriilirt ;  dciu/.ufolge  hcn'ihri  unsere  C  die  Fläelie  /'  in 
n  Punkten.  Andererseits  geht  durcli  jeden  Punkt  der  Flüche  F  nur 
eine  Z,  dagegen  {"N —  1)  Z'  uiul  also  ist  unser  l*unkt  das  Bihl  einer 
Complex - Curve  r,  welche  /  in  einem  Punkte,  9p  dagegen  in  \N  —  1) 
Punkten  berührt.  Führen  vir  nun  —  in  Analogie  mit  der  fSr  Linien* 
Systeme  gebränchUchen  Terminologie  —  die  Beceichnungen  „Oimrvm- 
Congruenß"  nnd  „BreimfliUiie*)  einer  Cufven-ChngrueHM*'  ein,  so  kennen 
wie  das  Obensiehende  folgendermassen  zusammenfassen: 

Dk  Funkte,  einer  FÜuihe  f  hüden  sieh  in  R  ah  als  Bweifath  vin- 
endüdi  mefo  CompileX'Ourven  C,  ab  eine  Cvnm'Congruen$,  deren 
BrennfläcJie  F  wir  als  liildfläche  der  gegebenen  hehrachten.  I^ienso 
bäden  die  Bu/nkte  der  Fläche  F  sh  Ji  als  zicrifuili  unnuUUh  viele  Curven 
e  ah,  und  zwar  enthitU  die  eugehörige  Jirennfläche  die  gegd)ene  Fläche, 
f  aU  redw  tiblcn  '  Theil. 

14.  Die  vonstehenden  Hetrachtungen  gelten  auch,  wenn  f  und  F 
Flüchen -Elemente  sind.  Viisf'rr  JUriprix  itHt  hrstimnit  i  ln  Fnts^nu <]i(n 
zivisvliin  Fliii hrn-J'Aoiinitoi.  Kiucni  georluMien  Elemente  des  IJaunujs 
r  entsprechen  n  Fleniente  des  zweiten  luinnuvs;  andererseits  entsprechen 
jedem  Elemente  drs  Kauiues  Ii  N  Hlfuumte  in  r.  Sollen  als«»  di«' 
^eichungen  (1)  eine  vollständige  lieciprocität,  das  heisst  ein  eindeu- 
tiges Kntspreciien  zwischen  Flüchen  -  Eleuionteu  bestimmen,  so  müssen 
die  beiden  Zahlen  n  und  N  gleich  1  sein.  Hierher  gehurt,  wie  ich 
beiläufig  bemerke,  die  Amp^re'sche  Transformation  (cfr.  §  7.,  22.). 
Dagegen  haben  wir  gefunden,  dass  das  Entsprechen  zwisdioi  elemen- 
taren Gomplez -Richtungen  im  Allgemeinen  ein  eindentiges  ist,  und 
in  der  That  erhatt  man  die  Idarsie  Vorstdiung  Ober  unsere  Iteeijmh 
eäät,  wenn  man  eine  jede  Figur  cds  von  eiementaren  Complex- lUeh- 
tungen  gehiUlet  auffassf.  Beispielstvcisc  lönnen  icir  sagen,  dass  die  zwei- 
fach unendlich  vielen  elementaren  CoinpieX' Riddunf/m  einer  Fläche  f 
sich  als  die  tiementaren  Cott^pHex- Miehiangen  der  entspredtenäen  FUkhe 
F  abbilden. 

Sei  nun  gegeben  eine  Curve  /r,  die  wir  als  eine  Uöhrenflüche  von 
intinitesimaleni  (^uorschnitt  aulfassen.  Alle  elnmentaren  Complex- Rich- 
tungen, die  /.  schneiden,  geben  zweifach  unendlich  viele  Complex- 
liicbtungeu  {äX  äY  dZ),  deren  lubegriÜ  im  Allgemeinen  eine  Fläche 


•)  Definirt  man  eine  Curven -Conirrnon/,  durch  eine  lineare  partielle  DiHcroiilial- 
Oleichung  erster  Ordnung,  so  ist  die  Urt'unlliiche  daejenigo,  wus  man  im  All<,'«<- 
luuiueu  aU  dua  sitiguhire  Jtitegral  der  betretTeitdeu  llitfureiitiul  (jlvichung  bezeichuet. 
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F  bilden ,  welche  das  Bild  von  /.■  ist.  Diese  Definition  der  Bildfläche 
ist  mit  den  beiden  folgenden  äquivalent:  F  enthält  einfach  uneudlich 
viele  Curven  C,  die  sich  als  die  Punkte  der  Curvc  /,  abbilden.  Alle 
Complex-Curven  c,  die  h  sehneiden,  bilden  sich  als  die  Punkte  der 
Fläche  F  ab. 

Die  (ileichungen  F,  (xi/s  X  YZ)  =  0,  FJxyz  X  Y Z)  -=  0  führen 
somit  beliebig  gegebene  Gel>ilde  in  neue  ül>er  und  sie  kiuinen  also 
dazu  dienen,  geometrische  'J'lieoreme  und  rrobleme  zu  translurmiren. 
Im  zweiten  Abschnitte  uiaclien  wir  für  eine  particuläre  Form  der 
Abbildung^- Gleichungen  wichtige  Anwendungen  von  diesem  Trans- 
fofmationB-Princip. 

§6.  . 

BeBtiiiuiiuig  aller  Banm-Transfoniiatioiien,  bei  denen  Berührong  eine 

üiTaTfante  Besielnnig  tot. 

15.  In  der  Theorie  der  partiellen  DifFereutial-Gleichungen  spielen  be-  " 
kanutlich  IVansformationen,  die  sich  folgendermassen  ausdrücken  lassen: 

(1)       i  — /;(afy«J>ff),    Y^hitsyspq)^  Z^f:^{x^gpii 

«ine  wichtige  Rolle.   Es  sollen  bier  p  nnd      wie  auch  spater  T  und 

Q.  die  partiellen  Derivirten    *  ,  ^ "  ,    • ,        bezeichnen.  Hemerkens- 
'       *  e  r  '   elf     r'  \  '   r  1 

Werth  ist  ins})esondere  der  Fall,  dass  aus  den  Gleicliungen  (1)  sich 
Ausdrücke  für  P  und  ^j>,  die  ebenso  nur  von  Uc[izi>(i)  abhängen,  he# 
leiten  lassen.  Alsdann  besitzt  unsere  Transformatinn  die  Eigenschaft, 
l^lächen,  die  sich  berühren,  in  eben  solche  überzuführen,  und  zwar 
werde  ich  iji  diesem  Paragraphen  eine  wie  es  scheint  nime  analytisch- 
geometrische  £intheilung  dieser  Transformationen  in  drei  Classen  geben. 

Die  Gldchungen  (1)  ordnen  ranem  beliebigen  Flächen  -  Elemente 
{xy  s  i)  q)  einen  Punkt  {XY  Z)  zu,  und  also  entsprechen  den  Ele* 
menten  einer  flSche  f  alle  Punkte  einer  flache  die  fireOfch  in  eine 
Gurre  oder  sogar  in  einen  Punkt  ausarten  kann.  Lasst  man  eine 
flSche  %  variiren,  in  solcher  Weise,  dasa  ein  Fliehen -Element  der- 
selben ungeändert  bleibt,  so  bertthren  sich  die  entsprechenden  TT  in 
einem  -(oder  mehreren)  gemeinsamen  Elementen  E.  Wenn  TT  in  eine 
Ourve  ausartet, '80  enthält  dieselbe,  wie  eine  Oontinuitäts- Betrachtung 
zdigt,  zwei  cousecutive  Punkte  des  Elementes  E.  Wird  endlich  IT  eine 
Punkt -Kugel  funendlich  kleine  Kugel),  so  liegt  dieselbe  auf  E. 

Man  l)etrachte  nun  dreifach  unendlich  viele  Flächen  f)  die  ganz^ 
beliebig  gewillilt  sind,  und  die  entsprechenden  Gebilde  F  des  zweiten 
Raumes,  die  entweder  Flächen  oder  Curven  oder  Punkt -Kugeln  sind. 
Eine  Fläche  <p  wird  von  zweifach  unendüch  vielen  f  umhüllt,  und 
nach  dem  Vorstehenden  bcriüireu  dann  die  entsprechenden  zweifacli 
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anetidlieli  vielen  F  die  Büdfläche  <t>.  Hierin  li^  eine  allgemeine 
geometrische  Definiticni  unserer  Transformationen. 

1(>.  Wählen  wir  insbesondere  als  Flachen  f  alle  Punkt -Kugeln 
des  Raumes  r,  so  finden  wir  die  analytische  Definition  der  GrebildeJ^, 
indem  wir  zwischen  den  Gleichungen: 

X-^f^ixyepq),    r  =  f.,  {x  y  z  p  q),    Z  =  f,{x  yzpq) 

p  nnd  q  eliminiren.  Es  sind  hier  drei  Fälle  möglich;  entweder  existirt 
nur  eine  Relation  /wis«  lien  fr  1/  s  X  Y  Z),  und  dann  gehört  die  Trans- 
formation*) unter  die  von  Plüeker  aufgestellte  allgemeine  Kecipro- 
citiit;  oder  es  tinden  sich  zwei  solche  Helationen,  was  der  von  mir 
aufgestellten  Ueciprocitüt  entspricht;  oder  es  existiren  drei  unabhängige 
Gleichungen  zwischen  den  Punkt- Coordinateu  der  beiden  Räume;  was 
bei  allen  Punkt -Transformationen  der  Fall  ist. 

Ed  (fielt  drei  distincle  Cl(ts,s(  u  von  Truiisformationm,  hei  denen  Be- 
räki-ung  eitie  invariante  Beziehung  iat;  die  erste  etUsjrricht  der  Flücker'- 
seilen  Rcciprodtät  des  Baumes,  und  wird  dur^  ei»e  aequaiio  dtreetrix: 

Fi  x  ,jz  X  Y  Z)^0 
definirt;  die  zweite  mtsprkht  i/rr  ron  mir  aufgedelUen  liecij)tocität ; 
dieselbe  wird  durch  zwei  Glcichangt n: 

F,{xyzXYZ)=^0,    F.Jx  y  e  X  Y  Z)  =  0 

definirt;  die  dritte  endlich  umfasst  alle  Funkt- Trafisformatioficn;  die- 
selbe wird  durch  drei  Gleichungen: 

F^{xyzXYZ)'^ö,  F^ix  y  js  X  Y  =  F^{x  y  g  X  Y  Z)'==0 
bestimmt**). 

Die  beiden  ersten  Classen  von  Transformationen  beruhen  auf  der 

Einttihrung  eines  neuen  Raunielcments,  die  letzte  auf  der  Anwendung 
eines  neuen  Uoordiuaten- Systems. 


Traosfomatiai  partialler  Differantial-Slelohiuigen. 

17.  Legendre*'-*"j  hat  eine  allgemeine  Methode  gegeben,  um 
—  in  der  Spraclie  der  moderneu  Geometrie  —  eine  partielle  Ditie- 
rential- Gleichung  zwischen  Punkt -Coordinaten  x,  y,  z  in  eine  zwi- 

•)  Vergl.  Dn-Boi3-Reymond,  partielle  Differential -Gleichungtii.  §  76—81. 
**)  Für  einen  Raum  mit  n  Dimensioncu  giobt  fs  n  distincte  Classen  vou  Trans- 
formationen, bei  denen  Berührung  eine  invariante  Beziehung  iat.  Bezeichnet  »» 
eine  beliebige  ganze,  positive  Zahl,  die  nicht  gröaeer  als  n  ist,  so  können  wir 
sagen,  daas  dne  jede  Okuse  dureh  m  Oleichungen  swischen  den  Coordinaten  des 
Denen  nnd  des  tnosfomixtai  Banmes  deßnirt  wird. 

Die  hier  gegebene  allgemeine  AutiasBung  der  sogenannten  Legendre*- 
sdieu  Transformation  gehört  wohl  Plüeker.   CrellelX.  1831. 
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scheu  Ebenen  -  Coordinatcn  t,  n,  v  überzufnbren;  hierbei  kann  man 
tf  u,  V  auch  als  Punkt-Coordinaten  eines  auf  den  g^benen  reciprok 
bezogenen  Raumes  betrachten.    Ebenso  ist  es,  wenn  man  die  Curven 

oder  Flächen  eines  CompUxes  als  Ilaumdetnente  einführt,  m'öfjlich  eine 
Differential -Gleiehmuj  in  den  Variablefi  x,  y,  z  in  civr  sivisrhen  den 
Coordinatrii  X.  Y,  Z  des  neuen  Klnneidta  zu  transfortnircn.  Auch 
lüer  ist  zu  bemerken,  dass  man  in  der  neuen  Gleicbuug  X,  Y,  Z  als 
Punkt-Coordinaten  des  Raumes  Ii  interjirt'tireu  kann,  und  zwar  wird 
diese  Auflassung  die  hervortretende  in  unserer  Dur.stellung  sein. 

Der  analytische  Beweis  fiir  die  Wahrheit  der  vorstelieuih'U  Be- 
hauptung liegt  darin,  dass  der  besprochene  Weclisel  des  Raumelements 
sieb  durch  fünf  Helationen  zwischen  (./;  f/ ;r  |)  7)  und  (X  Y  Z  P  Q)  aus- 
drücken lüäst.  Wenn  man  aber  in  eine  partielle  Differential -Gleichung: 

TJ{x  y     9)  —  0 

statt  X,  y,  z,  ]),  q  die  Werthe  dieser  (irössen  durch  X,  Y,  Z,  P,  Q 
einsetzt,  so  erhält  man  eine  neue  partielle  Differential -Gleichung 
erster  Ordnung.  Geometrisch  kann  man  dasselbe  in  folgender  Weise 
einsehen. 

Ks  sei  gegeben  eine  partielle  Differential -Gleichinig  erster  Ord- 
nung T\  p  z  p  q)  —  0  und  alle  Flächen  <f,  die  ein  sogenanntes  voll- 
stündiges  Integral  bilden;  hierbei  ist  /ii  erinnern,  dass  eine  jede  andere 
Integral tiäche  f  von  einfach  unendlich  vielen  (p  umhüllt  wird.  Man 
betrachte  ferner  die  zugeh<>rigcn  Bildflächen  <t>  und  F\  wir  werden 
beweisen,  dass  jede  F  von  einfach  nnendlich  vielen  <l>  nmhttllt  wird. 
Aus  den  Entwickelungen  des  letzten  Paragraphen  folgt,  dass  wenn  zwei 
Flüchen  einander  nach  einer  Gurre  berfihren,  das  heisst  dnfach  un- 
endlich viele  Flächen -Elemente  gemein  haben,  die  Bildflächen  in 
demselben  g^oiseitigen  Verhältnisse  stehen.  Dieses  vorausgesetzt 
betrachte  man  eine  Integral  flache  f^^,  femer  alle  einfach  unendlich 
vielen  qp„,  welche  dieselbe  nach  einer  Charakteristik  bcrilbrcn  und  end- 
lich die  entsprechenden  Flachen  und  0„.  Es  ist  klar,  dass  jede 
<t)„  die  Fläche  J^,  nach  einer  Curve  berührt,  dass  also  -Fy  die  LTm- 
hüllungsfläche  der  0„  ist.  Wir  sehen  somit,  dass  unsere  Transfor- 
mation alle  Integral  flächen  einer  partiellen  Differential -( Jleichnng 
'n(xyzpq)  =  0  in  die  Integraltiächen  einer  neuen  partiellen  Dill'e- 
rential  -  Gleichung  jF'(X  y  Z  P  (i>)  =  0  überführt,  und  das  war  eben 
unsere  Behauptung. 

18.  Wir  hctraehfm  nun  eine,  dnr<h  zn-ri  auf  rinandcr  bezogene 
Curven -Complexr  c  und  C  defmirtr  Transfonnation;  wenden  wir  diesrlbr 
niif  dir  dem  Cnrn  )i-('(niiph\ri;  c  ziuj'  Jnirif/r  f§  3.,  9.)  partit  Ur  Diffe- 
rentiul-Glvichuny  erstvr  Ordnung  an,  so  etr/ülU  dtc  eutsinahvnde  iJiffC' 
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refitial-(ihl( ItiDKj  zici.^'lm/  X,       Z  in  ziiri  ( rlvidumyen,  unter  denen 
die  eine  <  hr)i  dem  Cunoi-  Coiiq)h.i  f  C  t  )ifsprirhf. 

Sei  nämlich  gegeben  eine  Findie  f,  ilie  in  allen  ihren  l^unkten 
die  zugehörigen  elementaren  Complex  -  Kegel  berührt.  Diese  Kegel 
bestimmen  in  jedem  Flüchen  •Elemente  {§  4.,  13.)  n  elementare  Com-  ^  • 
plex- Richtungen,  onter  denen  jfidesmal  zwei  zusammenfallen.  Die  auf  * ' " 
f  gelegenen  Curven,  die  von  Complex-Cnr?en  e  umhflllt  werden,  tiieilen 
sich  also  in  zwei  Schaaren:  die  Charakteristiken  der  Flache  f  und  eine 
Schaar,  die  dieselbe  (n  —  2)  fach  bedeckt.  Die  Punkte  unserer  Flache 
bilden  sich  somit  ab  als  zweifach  unendlich  viele  Cnrren  C,  deren 
Brennfläche  in  zwei  Flächen  und  zerfallen  ist,  und  zwar  be- 
rOhren  die  Curven  C  die  Fläche  !\  in  zwei  zusammenfallenden  Punkten, 
dag^en  die  Flüche  i\  in  (»  —  2)  getrennten  i'iinkten.  Die  Flache 
jF,  genügt  also  nach  §  3.,  9.  der  den  Complex- Curven  C  zugeliörigen 
partiellen  Differential-Oleichung  erster  Ordnung,  während  F.,  eine  andere 
DiÖerential- Gleichung  befriedigt.  Unsere  liehaujttung  ist  also  erwiesen. 

Unser  Satz  ist  mit  den  beiden  folgenden  identisch: 

Wenn  rin  Flärhrn-  Fk  nirnt  ilrs  HaiDtirs  r  ritu  ii  <  It  tnnifaren  Com- 
pkx-K<<jvl  htritltti ,  so  Itihhf  dassclhc  sir/i  in  R  alt  dunli  (n  —  1)  Flr- 
vicnte,  unter  denen  das  eine  ziveifach  eahit  und  dabei  einen  elementaren 
CompleX' Kegel  berühri*). 

Die  OmpUx-Curven  e  und  C  hesümitm  Mwei  partim  DiffereiUia^ 
GlHckungm  erster  Ordnung,  deren  Charakteristiken  reeiproke  Curven 
hinsichiUek  der  GUiehungen  l^,     0,  JF,  »  0  sind. 

19.  Die  letzte  Form  unseres  Satzes  giebt  die  folgende  Methode 
zur  Transformation  partieller  Differential- Gleichungen  erster  Ordnung. 

Man  bestimme  die  Differential -Gleichung  f{x  g  m  dx  dy  d$)  ^  0 
der  Charakteristiken  und  wähle  eine  beUdnge  Relation: 

if{x  gtdxdg  dg  X)  =  0, 

in  welcher  X  eine  Constante  bezeichnet  Es  seien: 

rf/«Z  r^)— 0,  Fz{xgeXTZ)^0 

die  Integrale  mit  zwei  arbiliSren  Constanien  T  und  Z  des  nmultenen 
Systems:  « 

*)  Einem  Elemente  des  einen  Baumes  entapreclien  im  Allgenieiuen  n  bezüglich 
•  iV  Elpmonte  des  zweiten  liaumes.  Demzufolge  ordnen  die  Elonionte  jedes  Kaiiinos 
»ich  iu  Gru]tpen  auf  «  oder  N  zusammen,  wir  worden  sagen  als  usttodirte  Ele- 
mente. Wenn  unsere  Transformation  durch  zwei  Gleichungen  {F,  —  U),  (i*', —  0) 
definirt  wird,  to  giebt  et  nach  den  Entwickelnngen  des  Testes  in  jeden  Räume 
vierfadi  unendlich  viele  Elemente,  die  mit  einem  associiricn  zusaninx  ugef.iUen 
sind,,  und  zwar  ist  ca  l)0merken8werth,  diiss  ein  Bohlies  Element  eich  ula  ein  ülui- 
lichoB  im  zweiten  liaume  abbildet.  Der  Satz  des  Textes  gilt  in  dieser  Form  auch 
f&r  Txansformaiionen,  die  dareh  eine  Glddrang  F{xyzXYZ)»»0  definirt 
werden. 

ItotliMMtisab*  AamUa.  U 
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/•=0,  ^  =  0. 

Die  Gleichungen  F^  —0  and  F^^O  geben  durch  Differentiation  und 
Elimination  ein  liesultnt : 

F^iX  YZdXdYd.Z)^0, 

welche  wir  aoffassen  als  beatimmend  eine  partielle  Difierential-Glei- 
chmig: 

die  sich  nacli  gewöhnliclieii  Methoden  finden  lüsst. 

Die  gegchvnc  paHwlh  Diffcrctitud-Gltiiiiwiy  und  die  rhm  (jcfundaic 
{F^  =  0)  sind  äquivalente  Probleme ,  in  dem  Sinne,  dass  die  zuge- 
Mrigm  CharäkterisHken  reeifroke  Cwrvm  hmsiehäkh  des  Systems  F^  «=  0, 
JF*,  —  0  Bind. 

Es  ist  nicht  schwer,  die  Wahrheit  der  beiden  folgenden  Behanp- 
tangen,  die  ich  als  Beispiele  aufstelle,  zu  Erkennen. 

Transformirt  man  nach  der  ang^benen  Methode  die  einem  Linien- 
Compleze  (§  3.,  10.)  zugehörige  partielle  Differential -Gleichung  erster 
Ordnung,  so  ist  die  neue  Gleichung  F^=0  nur  vom  tnoeitm  Grade. 
Dieses  liegt  darin ,  dass  die  Geraden  einer  Linien -Gongrnenz  die  Brenn- 
Ilüche  in  etrci  Punkten  berühren*). 

Transformirt  man  dagegen  die  einem  Kegelsdinitt- Complexe  zu- 
g('li"»riL;o  jcirtiellc  Differential -(ihMc  lunig  (§  [\) ,  so  ist  die  neue 
Dilff rentiiil - (  ileichung  im  Allgemeinen  vom  dreissigstcn  Ci rad««.  Dieses 
liegt  darin,  dass  wenn  zweifach  unendlicli  viele  Kegelscluiitte  eine 
Congruenz  bilden,  jeder  Kegelschnitt  die  Brennlläche  in  sechs  Punk- 
ten berührt.  Demzufolge  sind  die  neuen  elementaren  C'oni])lex- 
Eegel  Ton  seehster  Ordnung  und  also  von  dreissigster  Classe  u.  s.  w. 

80.  Hier  mögen  noch  die  folgenden  Bemerkungen,  auf  deren 
Beweis  ich  nicht  eingehe,  ihren  Platz  finden. 

a.  Wenn  in  der  letzten  Nnmmer       0  die  Form: 

Xdx  +  Tdy  +  Zdg  «O'») 

besitzt,  80  sind  die  Charakteristiken  der  partiellen  Differential -Glei- 
chung F^^O  eben  dit^enigen  GurTcn,  die  durcluJ*,  «0,  F^-r^O 
dargestellt  werden,  wenn  man  xptaHa  Piirameter  anffiusL  Wir  können 
hieraus  ab  wesentlicbe  Eigenschaft  der  Charakteristiken  einer  partiellen 
Differential -Gleichung  erster  Ordnung  die  folgende  scUiessen: 


*)  Die  hier  angedeutete  einfache  Form,  welche  die  einem  Linien -Complexe 
BugehOffige  paitieUe  Differential-Okichnng  annehmen  faum,  grOndet  «ich  naeh 

den  Entwickelangen  in  §  S.  (Tergl.  auch  den  dritten  Abselimtt  dieser  AbhaadUmg) 
(IriranF,  duM  man  die  Geraden  des  betreffenden  Linien -Coraplezes  als  Uaumelemente 

ciufülut. 

**]  X,  y,  Z  aollen  hier  beliebige  Funktionen  von  «y  «  beseichnen. 
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Dk  Owrvm  emes  geffebmen  Ckm^güexes  ainä  CharäkterisHkm  einer, 
parHdlen  IHfferenHal'Oleiehung  erster  Ordmmg,  wem  m  ei$ter  bdiünifeH,^ 
tUeaem  Comjpiexe  angehörigen  Congrueng  jede  CJwrw*)  die  Bremftädte  Hur 
m  einem  Punkte  ieru^ii.   Bkrbei  wird  von  der  dUcn  sdUßun  Co»' 

grumscn  möglicherweise  gemeitisamcn  Ihninßächc  dhgcfic/im. 

Wenn  die  cleDientaren  Complex- Kegel  beider  Käume  in  ebene 
Siralil-Biisdiel  zerfallen,  so  liegen  die  dreifach  unendlich  vielen  Com- 
plex-Cunren  jedes  Raumes  auf  eit^adi  unendlich  vielen  Flächen  — 
das  heissti  die  Gleichungen: 

f{xijs(lxdydz)=0,   F^{X  YZ  dXdYdZ)==0 

die  hinsichtlich  der  Differentiale  linear  sind,  können  integrirt  werden. 
Dieser  Satz  ist,  wie  ich  bei  einer  anderen  Gelegenheit  zeigen  werde, 
von  Bedeutung,  wenn  man  insbesondere  alle  eindeutigen  Trausfor- 

mationen  sucht. 

h.  Alle  Transfoiruationen,  boi  (Iciicii  Ik'iiilirung  eine  invariante 
Beziehung  ist,  besitzen  die  cliiuakteri.stischo  Eigenseliaft,  die  Mouge- 
Ampere'sche  partielle  Dillercjitiul -Gleichung  zweiter  Ordnung: 
A  {rt  —  s')  -f  JJr  4-  Cs  -\-  Dt  +  E  =  0 

in  eine  älinliche  Gleiclning  überzufuhren.  VV'enn  die  gegebene  Glei- 
chung ein  allgcnieines  erstes  Integral  /.ngiebi,  so  ist  diescis  offenbar 
auch  mit  der  neuen  der  Fall.  (('fr.  eine  Abhandlung  von  Boole  in 
Grelle- Bor ehard t 's  Journal,  lid.  Gl.) 

c.  Im  Allgemeinen  entsjirechen  bei  unseren  Transformationen 
einem  gegebenen  Elemente  eine  endliche  Zahl  Elemente  des  zweiten 
Raumes.  Es  giebi  indessen  Ausnahm -Elemente,  die  sich  als  unbe- 
grenzt viele  Elemente  abbilden.  Ohne  auf  eine  vollstibidige  Discossion 
dieser  wichtigen  Theorie  einzugehen,  bemerke  ich,  dass  wenn  ein 
Element  einfach  unendlich  viele  Complex -Richtungen  entfa&lt,  dasselbe 
ein  Ausnahm  -  Element  ist.  Dieses  liegt  unmittelbar  darin,  dass 
ein  Element  sich  im  Allgemeinen  in  so  viele  Elemente  tiansformirt, 
wie  «Lisselbe  Complex  -  Richtungen  enthält  (§  4,,  13.  und  14.). 
Wenn  die  elementaren  Complex -Kegel  des  Raumes  r  in  ebene  Büschel 
zerfallen  siml ,  so  erhalten  wir  also  in  diesem  Räume  dreifach  unendlich 
viele  Ausnahm -Elemente,  deren  Inbof^riff  den  vierfach  unendlich  vielen 
Elementen  entsprechen,  welche  sämmtliche  elementare  Complex  »Kegel 
des  Raumes  II  umhüllen. 


*)  Jede  Ciorve  einer  solchen  Gongruras  scbuoldet  nur  «ine  uoendlieh  benaeh» 

harte  Corve. 
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Zweiter  Abschnitt. 

Die  Pltteker'sebe  Llnieii- Geometrie*)  ISast  sich  in  eine 
Kvgel- Geometrie  tnuMformireii. 

In  diesem  Absclmitto  betmclito  ich  einen  besoiuleren  Fall  der  früher 
eiitwiclvelten  allsjremeineu  Theorie,  denjenigen  nämlich,  in  welchem  die 
beiden  aul"  einander  bezogenen  Curven-Complexe  Linien -Complexe  sind. 
Doch  ist  es  nur  eiu  Degeneratious-Fallj  den  ich  einem  nähereu  Studium 
unterwerfe.  Indessen  glaube  ich,  dass  es  Interesse  darbieten  würde; 
sowohl  den  allgemeinen  Fall  wie  alle  mdglichen  Speeial^Fälle  genau  zu 
untersuchen. 

§  7. 

Die  beiden  Cnmn-Oomplexs  sind  Linien- Complexe. 

31.  Setzen  wir  voraus,  dass  die  beiden  (.Jleichungeu  der  Keci- 
procität  hinsichtlich  {x  ?/  z)  und  {X  Y  Z)  linear  sind; 

H-  -^(«3-^ 4-  hy  +     4-  '(i)  4-  {(liX-^h^y^c, r4-(/,)=n 

so  bilden  offenbar  die  einem  gegebenen  Punkte  co^jugirten  Punkte 
des  zweiten  Baumes  eine  Gerade.  Die  beiden  Curren- Complexe  sind 
Plflekef 'sehe  Linien -Complexe,  und  also  bestimmen  die  Gleichungen 
(1)  ein  Entsprechen  zwischen  r  und  welches  die  folgenden  Eigen- 
schaften besitzt: 

a)  Injfxhm  llnitme  firuld  sich  ein  Linien- Complex,  dessen  G&'ade 
sich  als  die  Punide  des  ziveitm  Raumes  abbilden. 

b)  Wenn  ein  Pnnld  eine  Complcx-  Linie  beschreibt,  so  dreht  sich 
die  entspreeheni/e  Gerade  ton  den  liildpunld  der  durchlauf enni  Llitlr. 

c)  Curccn,  dere)i  TinHjoitm  Ini.  di  u  beiden  Coniplejcm  (uu/ehorcn, 
ordnen  sieh  paar  weise  als  reeijyroLe  .:tisaiji»ie)i ,  der<jei<talt ,  dass  die  Tan- 
geidm  der  t  inen  sieh  (ds  die  Punkte  der  zweiten  abbilden. 

d)  Einer  Fläche  f  wird  für  eine  eweifacJie  Auffassung  eine  Fläche 
F  eitgeoräneL  Emenats  ist  F  die  Brennfläehe  derjenigen  Lmteft-Cbn- 
grueiuf,  deren  Gerade  den  Punkten  von  f  mdspreeken;  andererseits  sind 


Hinuchtlich  der  Theorie  der  Complexe  setze  ich  als  bekauut  voraus:  Plückcr, 
Neae  Oeometrie  des  Baumes...  1868,  69;  Klein,  Zur  Theorie  der  Complexe... 
Math.  Ann.  II,  2.  Herrn  Battaglini*8  Arbeiten  fiber  Linien -Compleze  kann 
ich  nicht  oüiren,  weil  sie  mir  vnzngftogUch  sind. 
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die  Punlie  von  F  das  Bild  aller  Tangenten  der  Fläeke  f,  welche  dem 
heireffendm  L  h  i  im  -  Co  mplcxe  a  nffrh  örcn  * ) . 

e)  Auf  dm  chryi  hcsjnocJimcn  FUuhm  ordnen  sich  aUr  Curvcn 
paaruilsr  als  conjugirtc  zummmm.  Thi  Punlfr  riyu-r  sohiim  Gurre 
trans/ontiirm  sich  in  die  Erzeugenden  einer  Linioi/lädte,  a  delte  die  con- 
juyirtc  Cunw  enthält  und  nach  dieselben  die  Fläche  f  oder  F  beriihrf. 

f)  Einer  Ckirve,  deren  Tangenten  dem  betreffenden  Cumjjlexe  ange- 
hören, ciüspricht  als  conjugirte  eineAenao  von  CampleX' Linien  umhiWUe 
Owrve  und  Mwar  diejenige  j  die  wiir  als  die  redproke  der  gegebenen 
heeeichnet  haben. 

Der  Beweis  fflr  die  unter  e)  aufgestellte  Behaoptung  liegt  darin, 
dass  eine  Oomplez-Iinie  and  ein  auf  derselben  gel^fener  Punkt  sich 
als  ein  Pnnkt  und  eine  durch  denselben  gehende  Clomplez-Linie  abbilden. 

22.  Eine  jede  der  Gleichungen  (1)  bestimmt  ein  homographisches 
Entsprechen  zwischen  den  Punkten  und  Ebenen  der  beiden  Räume, 
und  also  lässt  sich  jeder  unserer  Compiexe  definiren  als  der  Inbe- 
griff der  Durchschnitt« -Geraden  von  homographisch  entsprechenden 
Ebenen  oder  der  Verbindungs- Linien  von  homograpliisch  zusammen  . 
gebörenden  Punkten.  Der  hicrdurc  )i  bestimmte  Linien -Coniplex  zweiten 
Grades  ist  nach  den  Untersuchungen  des  Herrn  Ii  eye**)  mit  dem- 
jenigen Linien -Systeme  identisch,  welches  Rinet  zuerst  als  den  Inbe- 
griffstationärer Umdrehungs- Axen  eines  materiellen  Körpers  betrachtet 
bat,  und  welches  später  mehrere  Mathematiker,  insbesondere  die  Herren 
Ckasles  und  ßeye,  untersucht  haben. 

Wenn  die  Constanten  der  Gleichungen  (1)  particularisirt  sind, 
80  können  die  Compiexe  entweder  eine  spedelle  gegenseitige  Lage 
erhalten  —  sie  können  s.  U.  zusammenfallen,  welehen  Fall  Herr  Beye 
in  seiner  Geometrie  der  Lage  betrachtet,  indem  er  zugleich  die  hier 
untersuchte  Abbildung  des  Complexes  wie  auch  den  unter  b)  angeführten 
Satz  angiebt  —  oder  selbst  particularisirt  werden.  Ohne  hier  auf  eine 
Diseussion  aller  möglichen  Fälle  einzugehen,  hebe  ich  die  beiden 
folgenden  wichtigsten  Degenerationen  hervor***). 

Die  beiden  Compiexe  können  specielle  lineare  Compiexe  sein. 
Dieser  F;ill  führt  auf  die  bekannte  Amper e'sche  Transformation,  die 
also  daruul  beruht,  dass  man  alle  Geraden,  die  eine  feste  Gerade 


*)  Dass  die  Reo^»roeiti\t  nicht  vollstftDdig  ist,  liegt  darin,  dass  die  Flüche 
J''  die  vollhtändigc  Bronnflilchi'  <li  r  7.ugehörij»on  Cougriicnz  i^t;  dagegen  umhüllen 
diu  Liniuu  der  zweiten  Cougiueu^  auüücr  /  noch  eine  zweite  Fiiiche. 
**)  Reye,  Oeometrie  der  Lage,  II.  Abtheilniig  1868,  p.  116—172. 
•*•)  Lie,  ReprÜBentation  des  Imaginären,  Acad.  zu  ChriBtiania.  Februar  und 
August  1869.  Dit'  in  dieser  Abbuitdliir.g  §  17,.  §  25.,  §  27.-29.  betrachtete  räum- 
liche Verwaudtiicbatt  ist  mit  uuäer<;r  jetzigen  identisch.  In  §  25.  bespreche  ich 
die  erste  der  beiden  Degenerationen. 
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schneiden,  als  Kanmelernoiit  anstatt  des  Punkts  oder  der  Ebene  einführt. 
Die  Ampere'schea  Transt'ormatious- Gleichungen: 

geben  nämlich  zwischen  {xygXTZ)  die  beiden  Belatiouen: 

wddie  offenbar  eine  particnlare  und  symmetrische  Form  der  Glei- 
chnngen  (1)  bilden. 

Der  eine  Gomplez  Icann  in  den  Inbegriff  aller  Oeraden,  die  einen 
festen  Eegeleehnitt  schneiden,  fibergehen;  alsdann  ist  der  zweite  Com- 
plex  ein  allgemeiner  linearer*).  Diese  Degeneration  werde  ich  im 
Folgenden  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  fundamentale  Kegel- 
schnitt der  unendlich  weit  entfemte  imaginäre  Kreis  ist,  naher  unter- 
suchen. 

23.  Wir  -wissen,  dass  die  beiden  Curven-Complexe  Linien- Cora- 
plexe  sind,  wenn  die  Gleichungen  der  Reeiprocität  hinsichtlich  der  . 
beiden  Systeme  von  A'ariabeln  (.r  ?/  z)  und  {X  Y  Z)  linear  sind ,  und  wir 
stellen  uns  nun  die  Frage,  olj  diese  hinreichende  Bedingung  auch  noth- 
wendig  ist.  Es  ist  dies,  wie  jetzt  gezeigt  werden  soll,  allerdings  der 
Fall,  wenn  man  die  Bedingung  hinzufügt,  dass  das  Entsprechen  ein 
eindeutiges  sein  soll.  Ich  bemerke  übrigens,  dass  diese  Frage,  die  an 
und  fttr  sich  Interesse  darbietet,  für  die  folgenden  Theorien  keine 
Bedeutung  hat. 

Wenn  der  eine  Complex  dn  Linien -Complex  ist,  so  müssen  die 
elementaren  Gomplez-Kegel  des  zweiten  Complezes,  der  im  Allgemeinen 
ein  Curren-Oomplez  ist,  in  eine  Anzahl  Ton  Kegeln  zweiten  Grades 
zerfallen.  Der  Beweis  dieses  Satzes  liegt  darin,  dass  die  Geraden  einer 
allgemeinen  Linien  -  Congruenz  die  Brennflache  nur  in  zwei  Punkten 
berühren.  Wird  insbesondere  der  eine  Complex  von  den  Tangenten 
einer  Fläche  gebildet,  so  zerfallen  die  elementaren  Kegel  des  zweiten 
Complexes  in  ebene  Strahl  -  Büschel.  Stellt  man  nun  die  Forderung, 
dass  die  Abbildung  eine  eindeutige  sein  soll,  so  sind  nur  noch  die 
drei  iulgonden  Fälle  m!>glich:  1)  Die  beiden  Linien -Coniplexe  sind 
allgemeine  Komplexe  zweiten  Grades.  2)  Der  eine  Gomplex  ist  ein 
specieiler  Cumplex  zweiten  Grades,  der  zweite  ein  allgemeiner  linearer. 


•)  Herr  Nötbor  hat  ilic-^(^  AMnhlmi^::  dci^  linearen  Complexes,  die  ich  übrigens 
selbständig  gefunden  habe,  bereits  gelegentlich  gegeben,  (üüttiug.  Nachr.  1869: 
Znr  Theorie  der  algebraischen  Functionen.)  Die  für  uu»  fuudameutalu  Autfasaung, 
dasa  die  baden  B&mne  eiiien  Complex  enthalten,  denen  linien  neh  ab  die  Ponkte 
des  zweiten  RaumeB  abbilden,  ist  in  der  beuprochenen  Note  nicht  angedeutet»  leh 
möchte  ferner  hinzufügen,  dass  ich  die  Idee,  ein  lOntsprechcn  zwischen  den  Flächen- 
Elementen  zweier  Käunie  auf  die  Abbildung  eines  Complexe«  zu  begründeUt 
nirgendwo  aasgesprocheu  gefanden  habe. 
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3)  Die  beiden  Complexe  sind  specielle  lineare.  Wir  deuten  an,  wie 
.  sich  hieraus  hcrhitcn  lüsst,  dass  die  Gleichungen  (1)  dir  alh/emcinsie 
eindtmtiyc  gcf/macifif/f  AbhiUiunf/  z^vciLr  Linien- Co niph.cv  definiren, 
uohci  jedoch  der  Fall ,  dass  leide  Linien- Complexe  sjMxiellc  lineare  sind, 
nicJif  voUständiij  in  Ueiracht  (jenomnun  ist*) 

Wenn  die  Itoidrii  ( '(»iii])]exo  all<jfenieine  Comjdexe  zweiten  Grades 
sind,  so  können  die  zugehörigen  ÖinguluritäteuHächeu ,  wie  man  leicht 
findet,  keine  hnmnum  Flächen  sein.  Von  jedem  Punkte  der  Singula- 
riütenflSche  gehen  niailieh  swei  ebene  Stühlen -Büschel  ana,  deren 
Gerade  sich  im  zweiten  Banme  ab  die  Punkte  einer  Geraden  abbilden. 
Alle  Geraden  des  einen  BOschels  transfonniren  sich  hierbei  in  einen  ein« 
zigen  Pnnkt.  Tkx  Lib^^rifi  aber  aller  Gnaden,  die  keine  aelbststtndige 
Abbildung  haben,  kann  nicht  ein  Gontplei,  höchstens  eine  Anahl  yon 
Gongruenzen  sein.  Da  jedocB  alle  ebenen  Strahl -Büschel,  deren  Spitaen 
auf  einer  Jmmmen  Flache  liegen,  nothwendigerweiae  einen  Oomplez 
bilden,  so  rouss  die  Singirlaritätenfläche  aus  Ebenen  bestellen,  und 
hieraus  lässt  sich  schliessen,  dass  die  beiden  Complexe  zweiten  Grades 
solche  sind,  wie  sie  Binet  zuerst  betrachtet  hat. 

Wenn  ein  specieller  Com])lex  zweiten  Grades  und  ein  allgemeiner 
linearer  auf  einander  abgebildet  sind,  so  wären  a  priori  zwei  Fälle 
denkbar.  Die  Linien  des  Cüm]»lexes  zweiten  Grades  könnten  einen 
Kegelschnitt  schneiden  oder  eine  riiuhe  zweiten  Grades  unibHllen. 
Durch  Betrachtungen,  auf  welche  ich  hier  nicht  eingehe,  habe  ich 
bewiesen,  dass  nur  der  erste  Fall  stattfindet 

§  8. 

Beeiprodt&t  zwimhen  einem  lineam  Oompleze  und  dem  Inb^grUr  aller 
Qenden,  die  den  Imagin&ren  unendlich  weit  entfernten  Kreis  sohneideB. 

24.  Wir  wenden  uns  nun  zu  d(Mi  Gleichungen: 

(1)  —Zz  =  x-{X+iY),  {X-iY)g==y~-Z, 

die,  wie  man  sieht,  hinsichtlich  (.r  //  z)  und  {X  Y  Z)  linear  sind, 
welche  somit  ein  Entsprechen  zwischen  zwei  Linien- Coniplexen  be- 
stimmen. Zuerst  suchen  wir  die  Gleichungen  dieser  Complexe  in 
Plücker  schen  Linien- Cuordinaten. 

PI  (Icker  schreibt  die  Gleichungen  der  geraden  Linie  in  der  Form: 

  rz'^x  —  ff         =  y  —  tf. 

*)  Man  stelle  efai  eindeutigos  Entiprechen  fest  twiidieii  den  Ebenen  sweier 

linearen  Büschel.   Man  liczichu  diirnnch  diu  Geraden  jeder  Kl^cuc  daaÜBtiscb  auf 
die  Punkte  der  entsprecheutleu  Eboue.    Man  erhält  hierdurcii  eine  gegcnncitigc 
.Abbildung  zweier  specieller  Hnearer  Complexe ,  die  allgemeiner  als  diejenige  ist, 
welche  durch  die  Ampere 'scheu  Gleichungen  bestimmt  wird. 

*  Digitized  by  Google 


168 


Soruus  LiE. 


und  betrachtet  dabei  die  fttnf  GrOssen  r,  8,  q,  6,  (rtf  —  8q)  als  Linien- 
Coordinaten.  Also  stellen  die  Gleichungen  (1),  wenn  man  in  denselben 
Xf  Tf  Z  tAa  Parameter  auffasst,  ein  System  von  Geraden  dar,  deren 
Coordinaten  den  folgenden  Relationen  genügen: 

aus  denen: 

(2)  >  +  tf«0 

hervorgeht.  Der  Linien -Oomplez  im  Baume  r  ist  somit  ein  linearer, 
und  zwar  ein  allgemeiner  linearer  Complez,  der  die  unendlich  weit 
entfernte  Gerade*)  der  jcy-Ebene  enthält 

Um  den  Complex  des  Baumes  i2  zu  bestimmen,  arsetse  man  das 
System  (1)  durch  das  Squiralente: 

welches  bei  Vei^^leichung  mit  den  allgemeinen  Gleichungen  einer  Ge- 
raden: 

(3)  i2z=x— r    sz— r-i 

die  folgenden  Belationen  giebt: 

und  somit  finden  wir  als  Gleichung  des  besprochenen  Complexes: 

(4)  J8»  +  S»H-1  — 0. 
Nun  geben  die  Belationen  (3): 

und  also  kann  (4)  auch  in  der  folgenden  Form  geschrieben  werden: 

Der  Linien -Complex  des  Raumes  R  wird  von  den  imaginären  Geraden, 
deren  Länge  gleich  Null**)  ist,  gebildet. 

Die  Olekkmycn  (1)  begidien  die  heidm  Bäume  so  aufeinander, 
das8  den  FuvUden  des  Baumes  r  die  imaginären  Geraden,  deren  Länge 


*)  Diese  Gerade  tritt  bei  der  Abbildung  al»  Fundamoutal- Gebilde  auf.  Ich 
beceiehue  dieee  Gerade  soweflen  als  die  Fondaroental- Oerade  de«  Raaraes  r. 

**)  Indem  ich  der  bequemen  französischen  Terminologie  folge,  bezeichne  ich 
dis  firradr  von  der  IJitKjr  KnU  i-itio  jede  Liniei  die  den  imendlich  weit  ent- 
feruteu  iiUiigiuüreu  Krei»  ecbueidet. 


Digitized  by  Google 


Ueber  Complexe. 


169 


S^eidi  Nüü  ist,  mtspreehenf  während  die  Punkie  des  Saumes  R  skh 
äk  die  Imien  des  linearen  CompUxes  r  -|-   -*  0  abbUden, 

Eb  ist  za  bemerken,  dass  wenn  ein  Punkt  eine  Linie  dee  Com- 
plezes  r-|-<f  —  0  durchläuft,  die  entsprechende  Bildlinie  eine  infini- 
tesimale Kogel  I  eine  Punkt -Kugel  besidireibt. 

SS.  Nack  der  allgemeinen  Theorie  reciproker  Ctoren  (§  4,  12.) 
laset  sich,  wenn  eine  Curve  bekannt  ist,  deren  Tangenten  dem  einen 
Coraplexe  gehören,  die  von  Geraden  des  zweiten  Complexes  umhüllte 
Bildcttnre  durch  einfache  Operationen  —  Differeiitiutiou  und  Elitni- 
natiou  —  bestimmen.  Nun  hat  Lagrange  die  allgemeinen  Glei- 
chungen aller  Curven  gefunden,  deren  Tangenten  den  imagiiiiiren 
Kreis  schneiden,  und  somit  id  es  auch  nü'iißicli  die  ülhjimrincn  Gbi- 
chiuujen  derjenigen  Curven  hinsuschrcihmj  deren  Tangenten  einem  linearen 
Complcjce  gehören. 

Um  uns  nicht  von  unserem  Ziele  zu  entferiieii.  [rclieii  wir  auf  die 
einfachen  geometrischen  Rehitioueu,  die  zwischen  reciprokeil  Curveu 
der  beiden  Complexe  stattfinden,  nicht  näher  ein*). 

Das  durch  die  Gleichungen  (1 )  bestimmte  Entsprechen  zwisclien 
Flüchen  der  beiden  Räume  besitzt  einige  Eigenthümlichkeiten ,  die  ich 
kurz  angeben  werde,  indem  ich  sonst  auf  die  allgemeinen  Eutwicke- 
lungen  des  Paragraphen  4.  verweise. 

Wenn  die  Fläche  f  eine  allgemeine  Lage  in  r  hat,  so  umhüllen 
die  Tangeuten  derselben,  die  dem  linearen  Complexe  geh«')ren,  ohnedies 
eine  zweite  Fläche  9.  Die  auf  diesen  beiden  Flächen  gelegeneu  Curveu, 
deren  Tangenten  Gomplez- Linien  sind,  nennen  wir  <f/  und  a^.  Die 
entsprechenden  reciproken  Cur?en  Z/  und  1^  erzeugen  diesdbe  Flache 
F,  die  das  Bild  der  gegebenen  Flache  'f,  wie  auch  dasjenige  der 
Flache  9»  ist 

Nimmt  man  dagegen  eine  beliebige  Flache  <!>  des  Baumes  M,  so 
umhQlkn  die  Complex- Linien,  welehe  0  bertthren,  keine  andere  Fläche. 

Die  Yon  Complex  -  Linien  umhflllteu  Curven  Z  unserer  Fläche  bilden 
eine  irreduetälk  Schaar,  die  0  zweifach  bedeckt.  Die  reciproken 
Gurren  erzeugen  die  Büdfläche,  die  keine  weiteren  Gurren  enth,ält^ 
deren  Tangenten  dem  linearen  Complexe  gehören. 

Endlich  möchte  ich  aussprechen ,  dass  unsere  Abbildung  die  beiden 
folgenden  Probleme  in  einander  überführt:  Auf  der  Brennß&ch/e  einer 


*)  Ich  möchte  diiruuf  üufmcrksam  machou,  da^s  einer  k>pit^c'  der  einen  Curve 
•ine  «tationftre  Tangente  im  aweiten  Ranme  entopridii  TTebediaapt  trefcoi  «tatio- 
nilre  Tangenton  als  rejelmässitje  Singularitäten  auf,  wenn  man  Curven  als  Linien- 
Gebilde,  da*  beiMt  als  von  den  Geraden  eines  gegebenen  Complexet  ombüUt, 
au£fawt. 
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CongrumMf  deren  Linien  einem  linearen  Compkxc  g^iören,  die  Rückkehr- 
kanten  der  Developpahlcn  zu  hestinmien;  und:  auf  einer  gegebenen  FUu^ 

die  geodätischen  Curmt ,  drrni  Länge  gleich  Null  ist,  aufzufinden. 
2<>.  Ich  werde  mich  später  zuweilen  auf  die  beiden  iblgendeu 

Sätze  stützen: 

a.  Eine  Fläche  F  n'"  ()rd)iuni/,  die  den  unnidlich  weif  enff  rtd'H^ 
imaginären  Kreis  als  p- fache  Linie  enthält,  ist  das  Bild  einer  Con-  ' 
gruene,  deren  Ordnung  und  Classe  gleich  {n  —  jp)  sind. 

Eiine  imaginäre  Linie,  deren  LSnge  gleich  Noll  lat,  edmeidet 
nämlich  F  in  (n  — p)  im  endlichen  Baume  gelegenen  Punkten  und 
also  gehen  ebensoviele  Geraden  der  besprochenen  Congruenz  durch 
jeden  Punkt  des  Baumes  r.  Bei  einer  Congruenz,  die  einem  linearen 
Ck>mpleze  gehört,  ist  aber  bekanntlich  die  Qasse  gleich  der  Ordnung. 

b.  Eine  Curvc  C  w'"  Ordnung^  die  den  imaginären  Kreis  in  p 
Funkten  sehneidet,  hUdet  sidt  als  eine  Limenfiädie  ißn  —  pY*'  Ord- 
nung ah. 

Eine  Gerade  de8  linearen  Complexes  r  a  —  0  schneidet  nämlich 
die  besprochene  Tyinienfläche  in  eben  so  vielen  Punkten ,  wie  die  Curve 
C  und  eine  inlLuitesimale  Ku^i^el  gemein  haben,  wobei  jedoch  die  un- 
endlich weit  entfernten  Punkte  nicht  mitzuzählen  sind. 

§  9. 

Die  PlflLeker*8eh»  Idaloi-Oeooietrie  Usrt  lieh  In  eine  Eugel-GeoBstrie 

trassföiBiiieii. 

27*  In  diesetn  Paragraplieti  begründe  ich  eitlen  fundamentalen  Zu- 
sammenhang gwiashen  der  Pliicler'srJien  Linien' Geometrie  und  einer 
Geometrie,  deren  Elemaii  die  Kugel  isf. 

Die  Gleichungen  (1)  des  letzten  Paragra])hen  transforniiren  die  Ge- 
raden des  Raumes  r  in  die  Kugeln  des  zweitm  Ivaunies,  und  zwar  in 
zweifacher  Auffassung.  Einerseits  gehen  diejenigen  Linien  des  linearen 
Complexes  r  -|-  =  0,  die  eine  beliebige  Gerade  /,  und  also  zugleich 
die  ihr  hinsichtlich  des  tjoniplexes  zugeordnett'  rcciproke  Polare  i, 
schneiden,  nach  einem  früheren  Satze  (26.  a.)  in  die  i'uukte  einer  Kugel 
über;  andererseits  transformiren  die  Punkte  der  Linien  l^  und  sich 
in  die  geradlinigen  Erzeugenden  dieser  Kugel  (26.  b.). 

Durch  folgende  analytische  Betrachtungen  findet  man  die  Bela« 
tionen,  welche  zwischen  den  Goordinaten  der  Linien  Ix  und  Zj,  und 
andererseits  den  Mittelpunkta- Goordinaten  X%  Y\  Z'  nnd  dem  Badius 
H*  der  entsprechenden  Kugel  stattfinden.  Sind: 
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die  Gleichungen  der  Geraden  2,  oder  l^,  und  erinuert  man  sich,  dass  die 
linieii  des  Complexet  r4-tf«-0  aich  iolgendemiftgsen  danteUeu  laesen: 

—  Z*  — «  — (X+<30>  (X  — »T)«  — y  — Z, 

80  neht  man,  dass  mun  KwiMheii  diesen  vj^  Gleiehimgeii  x,  y,  8 
elimimren  moss,  um  die  Geraden  (1)  der  Bedingung  sa  miterwerfeni 
2i  zu  schneiden.  In  dieser  Weise  findet  man,  dass  die  Coordinaten 
X,  T,  Z  unserer  Complez -Linien,  oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt^ 
dass  die  Coordinaten  X,  T,  Z  der  entsprechenden  Bildponkte  die 
Behitionr 

befriedigen.  Uuscre  frühere  Behaupfuntr  ist  hierdurch  analytisch  be- 
wiesen; zugleich  erhalten  wir  ilie  folgeuilcn  Formeln: 

(2)  X»=^  +  S}  iT'  — ^-«}  Z'«tf--ri  ±-ff'  — tf-fr 
oder  die  Squivalenteu: 

(3)  \  ' 

r  \{Z''^n% 

in  denen  man  die  Accente  oinie  Weiteres  weglassen  kann;  fär  unsere 
Anffasstiufj  ist  nämlich  der  Futikt  des  liaumcs  B  eine  Kugd,  deren 
Radius  mumdlich  klein  ist. 

Die  Formeln*)  (2)  und  (3)  zeigen,  dass  eine  gegebene  Gerade  des 
Raumes  r  in  eine  TolktSndig  biestimmie  Kugel  ttbergeht;  dagegen  bildet 
eine  gegebene  Kugel  [X,  F,  Z,  H"^]  si(k  ab  äureh  Bwei  Limm: 

(X,  Y,  Z,  (X,  y,  Z,-H), 

wddte  redproke  Folaren  hinsiclUUch  des  Unearen  Comp^exes: 

gkuL  Jene  Gleichungen  bestimmen  offenbar,  wenn  man  H  gleich  Null 
setst,  die  eindeutige  Beziehung  zwischen  den  Ptmkt- Kugeln  des  Baumes 
B  und  den  Geraden  des  CSomplezes  M^O. 

Sine  Ebene,  das  heisst  eine  Kugel,  deren  Badius  unendlich  gross 
ist,  transfomiirt  sich  nach  den  Gleichungen  (2)  in  zwei  Linien  l^  und 
Zj,  welche  die  unendlich  weit  entfenite  Gerade  der  .r  >/- Ebene  schneiden. 
Dabei  sind  nach  dem  Vorstehenden  die  Punkte  der  Linien  {|  und 
/j  das  Bild  aller  Geraden  unserer  Ebene,  welche  durch  die  zuge- 
hörigen imaginären  Kreispunkte  gehen.    Insbesondere  bildet  eine 


*)  Am  dicscu  Formeln  in  Verbindung  mit  dem  auf  diesclbcu  aualytlsck  be> 
prünikten  Sat/.e  der  nächsten  Nummer  iJispt  sirh,  wie  mir  Herr  Klein  bomcrktei 
die  lielatioa  zwiüchca  Linien-  und  Kugel -Geumetrie  unmittelbar  herleiten. 
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Kbene,  die  den  imaginären  Kreis  berOhrt,  sieh  als  eine  mit  der  xy- 
£bene  parallele  Complex  -  Linie  ab. 

*i8.  Zicri  sich  sclnicidn^ilr  Grradr  J  loid  X  bilden  sich  als  Kugeln 
ahf  zivischen  denen  BeriUmnig  slidtfindet. 

Denn  die  reciprokeu  Polaren  der  gegebenen  (Jeraden  hinsichtlich  des 
Coniplexes  11  =  0  schneiden  einander  aucii  ,  und  also  enthalten  die  Bild- 
Kugelu  zweigemeinsainefieradon,  die verscliiedenen  Erzeugungen  gelii'iren. 
Wenn  aber  der  Durchschnitt  zweier  Flächen  zweiten  Grades  in  einen 
Kegelschnitt  und  ein  Geraden- Paar  zerfallt,  so  berühren  die  Flilclicn 
einander  in  drei  Punkten,  den  Doppelpunkten  der  Schnittcurve  ^amlicb. 
Die  beiden  Engeln  haben  also  drei  Berfibrungs-Ptankte,  unter  denen 
indessen  zwei,  welche  imaginär  nnd  nnendlich  entfernt  sind,  nicht  in 
Betrachtung  kommen.  Analytisch  beweist  man  unser  Theorem  in 
folgender  Weise.  Die  Bedingung  des  Sdmeidens  der  beiden  Creraden: 

Wird  durch:      ^i'-f-^.  M-y-^^a 

(n  —  r^)  K  —  <^2)  -  («1  —  «2)  (ei  —  p»)  —  0 

dargestellt^  und  diese  Gleichung  geht  durch  Anwendung  der  Formeln 
(3)  in: 

das  heisst  in  die  Bedingung  der  Berührung  der  beiden  BUd'Kugdn  Aber. 

Zwei  Kugdn,  die  sieh  berühren,  tranrfemnren  siih  in  ewei  Linien- 
Paare,  deren  gegenseUige  Lage  eine  solche  ist,  dass  jede  Linie  des  einen 
Paares  eine  Oerade  des  tweUen  s(hneideL 

§  10. 

Venehittdeno  Abblldimgttn. 

29.  Man  betrachte  die  Geraden  eines  ebenen  Strahlen- Büschels  im 
Räume  r,  femer  die  zugehörigen  reciprokeu  Polaren  hinsichtlich  H^O, 
die  ebenso  einen  ebenen  Strahlen -Bftschel  bilden,  und  endlich  die  eut* 
sprechenden  Bild- Kugeln.  Es  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  alle  diese 
Kugeln  zwei  gemeinsame  Gerade  enthalten,  diejenigen  ni&mlich,  welche 
den  Scheiteln  der  beiden  Strahlen- Bfisehel  entsprechen,  und  also  be- 
rühren unsere  Kugdn  sich  in  dem  Durchschnittspunkte  dieser  bad^ 
Linien.  Die  Geraden  eines  ebenen  Strählen' BiiSi^ls  Mden  sich  als 
alle  Kmjcln  ah,  die  einander  in  einem  gemeinsamen  Funkte  berühren. 
Hieraus  folgt,  dass  ein«  Mäche  f  und  alle  ihre  Taugenten  in  einem 
gegebenen  Punkte  sieh  als  eine  Fluche  und  alle  dieselbe  in  dnem 
Pinikte  berührende  Kugeln  abbilden  (§  5.,  15.).  Dies  findet  seinen 
einlachsteu  Ausdruck  in  dem  folgenden  Satze: 

Alle  Flächen- Elemente  des  Haumes  .r,  die  swei  conseculive  Punkte 
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emer  Geraden  etdhuUen,  gehen  hei  unserer  AbbUdmg  in  die  Elemente 
der  entdeckenden  Bild -Kugel  über. 

Eine  auf  der  Fluche  f  gelegene  Gerade,  welche  also  dieselbe  in 
unendlich  vielen  Punkten  berührt,  wird  eine  Kugel,  welche  die  Bild-  » 
Ilüche  unendlich  oft,  das  heisst  nach  einer  Curvo  berührt.  Hieraus 
lasst  sich  schlicssen,  dass  eine  Linieiitlächt?  in  eine  Kugel -Envcloppe 
(eine  Rührenlliiche )  ül)ergelit.  Eine  doveloppablo  Fläche  transf'orniirt 
sich  in  die  rmliülhingsiiäche  von  einfach  unendlich  vielen  Kugeln,  die 
der  Bedingung  unterworfen  sind,  dass  jedesmal  zwei  consecutive  ein- 
ander berühren.  Man  erhält  also  die  von  Monge  betrachteteu  imagi- 
ninok  JAnieaBSdtbitn,  deren  bdde  Sehaaren  von  ErQramnngsltiueii  in  die 
geradlinigen  Erzeugenden  znsammengefallen  sind.  Aus  der  Bemerkung, 
dass  eine  Linienfläehe  in  eine  Kugel -Enreloppe  fibfrgeht,  folgt,  dass 
eine  Flache  »weiten  Grades,  die  ja  bekanntlich  zwei  Schaaren  von  Ge- 
raden enthalt,  sieh  in  eine  Fl&che  transformirt,  die  auf  zwei  Weisen 
als  Kugel -Enveloppe  anfgefasst  werden  kann,  und  zwar  erhalten  wir  die 
allgemeinste  Fläche  —  die  JÜupin'sdte  CytMäe^  —  welche  diese  Eigen- 
schaft besitzt, 

30.  Aus  einem  frülieren  Satze  folgt  unmittelbar,  dass  alle  Geraden, 
die  eine  feste  (ierade  schneiden,  sich  als  die  eine  gegebene  Ku^el  be- 
rührenden Kugeln  abbilden ,  und  wir  kennen  somit  die  Abbildung  des 
speeiellen  linearen  Complexes. 

Die  (ileicbuDg  des  allgetncinm  linearen  Linien -Complexes  ist  nach 
Plücker: 

(1)  (ra  —  sq)  -f-  »jy  -\-  va  -\-  pf)     t/s  -J^  f  ==  ü 

und  hieraus  geht  als  Gleichung  des  entsprechenden  linearen  Kugel- 

Complr.ics  : 

(X-  4-  1' '  +      -  JP)  4-  il/X  +  N  Y  -i-  l'Z     QH+  1=0  *) 
hervor.    Es  bezeichnen  hier  M,  Ny  P,       T  Constauteu,  die  von  »», 
P)  <It  ^  abhängen,  toakrend  X,  Y,  Z,  H  ab  nitM  homogene  Kugel- 
Coardituiien  aufeufassen  sind, 

0ie  letzte  Gleichung  bestimmt,  wie  man  leicht  sieht,  alle'Kugeh), 
die  eine  feste  Kugel: 

unter  constantem  Winkel  schneiden,  und  zwar  ist  diese  Kugel  das 
Bild  aller  Geraden,  die  zugleich  dem  gegebenen  Complexe  (1)  und 

H^O  gehören.  Wenn  die  simultane  Invariante  dieser  Ijeiden  Cem- 
pleze  gleich  Null  ist,  wenn  dieselben  also  in  Involution  liegen  ,  so  ist, 
wie  mau  sich  leicht  überzeugt,  der  betreffende  constante  Winkel 
gleich  90». 


')  Diese  Qleichung  lätuti  bich  auch  folgeiKlenna«)8en  schreiben: 

{X-X^  +  iY—  r^«  -i-  (Z  —  ZJ*  +  (jiM  —  »i£g)»  —  Const 
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Die  eine  gefft^tene  Kugel  unter  ronstankm  Winkel  schneidenden 
Kugdn  fy-misformirm  sich  in  die  Geraden  zweier  linearer  Comp^KCc,  die 
einander  hinsichtlich  H  —  0  conjugirt  sind.  Insbesondere  sind  die 
Orthogonal- Kugeln  einer  gegebenen  Kugel  das  Jiild  der  Geraden  dnes 
linearen  Conqücxes,  der  mit  H  =  0  in  Involution  liegt. 

Eine  Gleichung  der  Form: 

(2)  ar -\- bo CQ ds e  =  0 

giebt  eine  lineare  Gleichung  zwischen  den  Kugel  -  Coordinaien  X,  Y, 
Z,  H,  und  also  wird  der  betreffende  Kugel  -  Complex  von  allen  Kugeln 
gebildet,  die  eine  gegebene  Ebene  unter  constantera  Winkol  schneiden. 
Dieses  klinnte  man  auch  daraus  schliessen,  dass  der  Complex  (2)  die 
unendlich  weit  entfernte  Gerade  der  .rf/- Ebene  enthält,  dass  also  die 
Complexe  (2)  und  H=0  einander  nach  einer  linearen  C<)n<;ruenz 
sclüieiden,  deren  Directricen  mit  der  3-//-El)ene  parallel  sind. —  Wenn 
endlieli  die  Complexe  (2)  und  11  =  0  in  Invohition  liegen,  so  erhält 
mau  alle  Kugeln,  deren  Mittelpunkte  in  einer  festen  Ebene  liegen. 
Die  vier  Complexe: 

X  =  0  =  p  +  s  ;  »  r  =  0  =  (>  —  .s 
Z  =  0  =  f?  —  >• ;     //  =.()  =  ö  -f-  r 

liegen,  wie  man  leicht  erkennt,  paarweise  in  Involution,  und  entlialton 
dabei  eine  gemeinsame  Gerado,  die  unendlich  weit  cutlerute  iu  der 
a:^/- Ebene  nämlich.    Ks  biidni  also  dir  fünf  Complexe: 

X  =  0,    y  =  0,    Z=0,  //  =  0,   Const.  =  0 

indem  man  den  Idztai ,  dei'  als  spccieller  Complex  mit  sich  selbst  in  In- 
volution ist,  do]ipeU  zählt,  ein  System ,  welches  als  eine  Degeneration  dtr 
sechs  Fmidammtdl -Conqilr.re  des  Herrn  Klein  aufzufassen  i^t.  Ks  ist 
einleuchtend,  dass  man  die  vier  Kugtl-Coordinatcn  X,  Y,  II  zu- 
gleie/i  als  nieJif  homcjgene  Linirn-(,\m'dinaten  auffassen  kann. 

Heiiierkeiiswerth  ist  endlich  auch,  dass  jeder  unter  den  eiiifaiii 
unendlicli  vielen  Liuieu - (Jomplexcu ,  die  sich  durch  die  Gleichung  dar- 
stellen lassen:  „  ^ 

JET^Const 

sich  als  alle  Kugeln  einer  gegebenen  Grösse  abbilden.  Diese  Complexe 
berOhren  einander  nach  einer  gemeinsanien  spedellen  CSongmenz,  deren 
beide  Directncen  in  die  nnendlioh  weit  entflemte  Gerade  der  «|r*E!bene 
zutammengefallen  sind.  Die  Geraden  dieser  Congruenz  bilden  sich 
alle  als  Ebenen  ab,  welche  den  unendlich  weit  entfernten  imaginären 
Kreis  berühren. 

31.  Es  ist  bekanntlich  eine  unmittelbare  Consequenz  der  Plücker'^ 
sehen  Auffassung,  dass  wenn  1^=0  und  ^  die  Gleichungen  swmer 
linearer  Complexe  sind,  die  Gleichung: 
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in  welelier  u  einen  Parameter  bezeichnet,  eine  Schaar  linearer  Com- 
plexe darstellt,  die  eine  gemeinsame  lineare  Congraens  enthalten.  Unsere 

Abbildung  transformirt  diesen  Satz  in  den  folgenden: 

Die  Kucjrln  K,  welche  zwei  feste  Kugeln  5,  und  S.,  unter  gc- 
gebeut  n  Winlcln  F,  u)ul  schneiden,  stehen  in  demselben  Vnhältnisse 
m  unindlich  vielen  Kugeln  S.  Es  giebt,  doi  Dirrrfriecn  drr  bc- 
sj)roehenm  Congruens  ents^eciictid,  zwei  S,  die  von  aüm  K  berührt 
werden. 

Der  variable  Linien -Complex  -f-?<?2=0  schneidet  den  Com- 
plex  11=0  nach  einer  linearen  Congruenz,  deren  beide  Directricen 
eine  Fläche  zweiten  Grades  —  die  Dorchschnitts-l^läche  der  drei  Com- 
plexe Z|«-*0,  =  0,  J7— lO  —  besehreiben,  und  also  umhflUen 
die  genannten  Engeln  8  dne  Dupin'sche  Qyclide,  die  freilich  in 
einoi  diesen  Engeln  gemeinsamen  Ereis  au^^esfftet  ist. 

Hier  m5chte  ich  anch  darauf  aufmerksam  machen,  dass  unsere 
Abbildung  gegebene  interessante,  discontinuirliche  Linien -Chruppen  in 
entsprediende  Engel -Gruppen  fiberftthrt  Belspidsweise  schliessen  wir 
aus  der  bekannten  Theorie  der  27  Geraden  auf  der  Fläche  dritten 
Grades  die  Existenz,  einer  Grup])o,  bestehend  aus  27  Kugeln,  deren  jede 
zehn  andere  Kugeln  der  (Jmjipe  berührt.  Andererseits  gehen  Kugel- 
Configurationen  in  dgenthümiiche  Geraden -Configurationen  Ober. 

§  11. 

Sntspreohan  zwischen  Aufgaben,  die  sich  auf  Kugeln,  und  solehMi, 

die  sleli  auf  Liaien  beslelifln. 

32.  In  diesem  Paragraphen  erledigen  wir  einige  bekannte,  sehr 
einfache  Aufgaben,  welche  sich  auf  Engeln  beziehen,  die  gewissen  Be- 
dingungen unterworfen  sind,  indem  wir  die  entsprechenden  Linien -Pro- 
bleme* betrachten. 

a.  Wie  viele  Kugeln  berühren  vier  gegebene  Kugeln? 

Die  vier  Kugeln  transformiren  sich  in  vier  Linien  -  l\iaro  (/,  A,) 
(Z2A2)  (2s A,)  {1^X4).  Nehmen  wir  nun  eine  Gerade  aus  jedem  Paare  und 
fassen  die  so  erhaltenen  vier  Linien  zu  einer  Gruppe  zusammen,  so 
sucht  mau  nach  den  beiden  Transversalen  dieser  Gruppe.  Wir  finden 
16  verschiedene  Gruppen,  die  indessen  paarweise,  wie  z.  B.: 

Z3  A,  l.j  A3  A, 

hinsichtlich  H^O  ooigugirt  sind.  Offenbar  sind  die  beiden  Trans- 
versalen-Paare: 

zweier  solchen  Gruppen  selbst  conjugirt,  und  bilden  sich  also  nur  als 
swei  Kugeln  ab.  Es  giM  16,  in  8  Paarßn  geordnete  Kvgdn,  die  vier 
gegebene  Kugdn  berühren. 
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b.  Wie  v'nh-  Kiujtln  (jicht  C6,  die  vier  yegchaui  Kugeln  unter  ge- 
gehetien  Wi}ileiH  schneiden? 

Kugeln,  die  eiue  gegebene  Kugel  unter  demselben  Winkel  schnei- 
den, bilden  sich  ab  als  die  Geraden  zweier  linearen  Couiplexe,  die 
einander  hinsicbÜieb  H  ^0  conjugirt  sind.  Wir  mfissen  also  vier 
Paare  linearorComplexe  (2,  A,)  {l^  A,)  (/^  A3)  (l^  A^)  betraditen  und  dieselben 
zauäcbst  auf  alle  m5glicbe  Weisen  in  Gruppen  zn  vier  ordnen,  der- 
gestalt, dass  niemals  zwei  Compleze  einer  Gruppe  denselben  Index 
baben,  zweitens  alle  Linien  finden,  die  den  vier  Complezen  einer  jeden 
Gruppe  angebdren.  Vier  lineare  Gomplexe  enthalten  zi^ei  gemeinsame 
Gerade  und  also  erhSlt  man,  indem  man  wie  im  ersten  Probleme  ver- 
fahrt, als  Lösung  unserer  Aufgabe  16  in  8  Paare  gruppirte  Kugeln. 

Unser  Problem  vereinfacht  sich,  wenn  ein  oder  mehrere  der  ge- 
gebenen Winkel  gleich  sind,  indem  die  Orthogonal  -  Kiil,^ t  l  11  einer 
Kugel  sich  als  die  Geraden  eines  (Komplexes ,  der  mit  Ji  =  0  in  bi- 
volution  liegt,  abbilden.  Sind  endlich  alle  vier  Winkel  gleich  JWi"^  so 
fragt  man  nach  den  gemeinsamen  Geraden  vuu  vier  lijieareii  ( 'omplexen, 
die  mit  JJ  =  0  in  Involution  liegen.  Die  erhaltenen  beiden  (ieraden 
sind  hinsichtlich  //  =  <>  conjugirt,  und  es  giebt  also  nur  eine  Kugelf 
die  vier  ytgcbene  Kuf/t  ln  ortJt'xjinud  srJuii  idrf. 

c.  Alle  Kt((/ehi  -i(  I  ,t)istruiren,  die  fünf  gegebene  Kugeln  unti^r 

deinsilben  Wiidid  sclouii/i  n. 

Unsere  Abl)ildung  l'ülirt  diese  Aufgabe  darauf  zurück,  fünf  ge- 
geltene  Paare  von  Geraden  (/,  A,)  (/.,  A.,) .  .  .((-,  A^)  auf  alle  mögliche  W  eisen 
in  Griqipen  zu  5  zu  ordneji ,  doch  mit  der  Heschriinkung,  dass  niemals 
zwei  Gerade  einer  Gru{)pe  denselben  Index  haben  dürfen,  und  sodann 
alle  linearen  Complexe  /u  linden,  welche  jedesmal  alle  Linien  einer 
Gruppe  enthalten.  Es  giebt  32  verschiedene  Gruppen,  die  paarweise 
hinsichtlich  11=^0  conjugirt  sind.  Dem  euisprecheud  erhalten  wir  32 
paarweise  conjugirte  lineare  (Komplexe,  die  sieb  als  16  lineare  Kugel- 
Complexe  abbilden.  Die  16  Kugeln,  deren  jede  von  den  Kugeln  eines 
solchen  Complezes  unter  oonstantem  Winkel  geschnitten  werden,  sind 
die  LSsungen  unserer  Aufgabe. 

Zwei  Linien -Gruppen  wie: 

enthalten  vier  u^enieinsame  (Jerade  (/,  A  ,  A.. /,),  und  also  schneiden  die 
entsprealionden  linearen  Com]>le\e  einander  nach  einer  linearen  ('on- 
gruenz.  deren  Directricen  (/, ,  d.^  die  beiden  Transversalen  der  vier  be- 
spruciieiieii  Linien  sind.  Der  Complex  H  ~  0  schneidet  diese  Con- 
gruenz  nach  einer  Fläche  zweiten  Grades,  die  das  Bild  eines  Kreises 
ist,  des  Durchschnitts -Kreises  zweier  der  gesuchten  Kugeln,  zugleich 
aber  der  beiden  Kugeln,  welche  (7|  und     entsprechen.  Diese  letzten 
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Kugeln  lassen  sich  nnn  auch  dadurch  definiren,  dass  sie  vier  der 
fünf  gi^benen  berOhreri,  und  also  kanu  man  auf  jeder  unter  den 
sechssehn  Kugeln,  welche  fünf  gegebene  unter  demselben  Winkel 
schneiden,  fünf  Kreise  bestimmen,  vorausgesetzt,  dass  man  die  Ku- 
geln, welche  vier  gegebene  berflhren,  construiren  kann. 

§  12. 

Unsere  Abbildung  führt  die  Haapttangenteii-Curven  einer  Fläche  /'  in 
die  Krämmangsliiiien  der  Bildfläohe  F  über. 

33.  Die  in  den  letzten  Paragraphen  betrachtete  Abbildung  erhält 
ein  grosses  Interesse  durch  den  folgenden  merkwürdigen  Satz: 

Die  Krümmumjslimm  einer  Fläche  F  transfornwren  sich  tn  lAnien- 
flächen  j  die  die  BUdflädie  f  nach  HauiMangnüen^jUrven  herOhren, 

Die  Tangenten  der  Fl&che  f  verwandeln  sich  in  Kugeln,  die  F 
berOhren,  und  somit  liegt  der  Gedanke  nahe,  dass  die  Haupttangenten 
der  ersten  Flache  sich  als  die  Haupt- Kugeln  der  letzten  abbilden.  Dies 
ist  in  der  That  der  B''all.  Die  Fläche  f  wird  nämlich  von  einer  Haupt- 
tangente in  drei  zusammenfallenden  Punkten  geschnitten,  und  somit 
berühren  drei  oonsecntive  auf  der  Bild- Kugel  gelegene  Gerade  die 
•  Fläche  F.  Die  Schnittcurve  dieser  Flächen  hat  also  im  betreffenden 
Punkte  eine  Spitze y  und  in  Folge  dessen  ist  die  Kugel  eine  Haupt- 
Kugel.  Bemerkt  man  nnn  ferner,  dass  die  Richtung  dieser  Spitze  die 
Tangente  einer  Krümmungslinie  ist,  so  sieht  man,  dass  zwd  conse- 
cutive  Punkte  einer  Haupttangenten -Curve  sich  als  zwei  imaginäre 
Gerade  abbilden,  welche  F  in  consecutiven  Punkten  einer  Krümmungs- 
linie berühren,  dass  also  alle  Punkte  der  Haupttangenten -Curvo  sifli 
in  die  Erzeugenden  einer  Linienflilche  translbrmircii ,  welche  F  n;u  \i 
einer  Krümmuugsliuie  berührt.    Hieraus  folgt  aber  uuser  Theorem 

Die  beiden  folgenden  Beispiele  hestiitigeii  unseren  Hätz.  Eine 
Kugel  transformirt  sich  in  eine  lineare  (^'ongrueuz,  als  deren  Hrenn- 
llüche  die  beiden  Directricen  aulzutassen  sind.  Nun  ist  bekanntlich 
jede  auf  einer  Kugel  gelegene  Curve  eine  Krümmungslinie,  und  in  der 
That  sind  auch  die  Directricen  einer  linearen  Congruenz  Haupt- 
tangenteu-Curven  auf  einer  jeden  dieser  Congpruenz  zugehörigen 
Linienfläche.  Andererseits  wissen  wir,  dass  ein  Hyperboloid  f  sich  als 
eine  Dnpin'sche  Cyclide  abbildet.  Es  sind  nun  die  Linienflächen  des 
Complezes  ^■»0,  die  f  nach  seinen  Haupttangenten -Cnrven  —  den 
geradlinigen  Erzeugenden  —  berflhren,  selbst  vom  zweiten  Grade, 
und  also  finden  wir  deu  bekannten  Satz  wieder,  dass  die  KrioMmttugs- 
linien  der  Dupin*schen  Cyeüde  Mwei  Kreissehaaren  sind. 
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Als  eino  interessante  Anwendung  unseres  Sata&es  ist  die  folgende 

zu  beiracliteii. 

Dir  Knwmcr'siiK  FU'uhf  vierter  Ordnung  mit  secltseehn  Knoten- 
imvltm  hat  ahfchraische  Haupttavffcntoi-Currfrt  S(rhft::f  ji7itn'  Ordnung, 
ttir  ilni  rtillsfäiKJ/ficu  Jin-fihruilffft- DurdtschniU  der  Flüdie  mit  Linien- 
(lüchcn  nrhhr  Ordnuuii  hihlc)}*) 

Die  K  u  III nu' r  seile  Fläclio  vierter  Ordiiui)«^  mit  sedis/cliii  Knoli'ji- 
Ijuiilxteii  ist  bekuiiiitlicli  die  HreniiHiielic  der  allgemeinen  Congnien/ 
zweiter  Ordnung  und  (Hasse.  Dieses  Linien-System  (§  8.  21)0.)  bildet 
sich,  wenn  es  11  =  0  angehört,  als  eine  Fiütlie  vierter  Ordnung  ]'\ 
ab,  uud  hierbei  enthält  i\  den  unendlich  weit  euiferuteu  imaginären 
Kreis  als  Dojjpel-Kegelscbniü.  Nun  haben  die  Herren  Darbonx  und 
Moutard  gefunden,  dass  die  KrOmmungslinien  einer  solchen  Fl&che 
Curven  achter  Ordnung  sind;  dieselben  schneiden  den  imaginSren 
Kreis  in  acht  Punkten,  und  also  (§  8.  26b.)  sind*  ihre  Bildflftchen 
Linienflächen  achter  Ordnung,  deren  Erzeugende  Doppeltaogenieu  der 
Kummer 'sehen  Fläche  sind.   Hierauf  folgt  unser  Satz  unmittelbar. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  auch  die  D^nerationen  der  Kummer *- 
sehen  Flädie,  z.  B.  die  Wcllni/lächc ,  die  Pl&cker'sche  Coroplex- 
FlUclie,  die  Steiner  sehe**)  Flüche  vierter  Ordnung  und  dritter  Clasae, 
.einige  Linienflächen  vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppellinieu,  die  zu- 
Bammenfallcn  können,  die  Linieniiäche  dritter  Ordnung  u.  s.  w.  alge-  ^ 
braisf  lic  llaupttangenten- Curven  haben.  ' 

iJi.  Herr  Darboux  hat  «gezeigt,  dass  man  auf  einer  jeden  Fläche 
im  Allgemeinen  eine  im  endliehen  IJaume  gelegene  Krümmungslinie 
angelton  kann,  die  Herührungs- Curve  niunlich  mit  der  imaginären 
Develo])])ab]en ,  die  der  gegebeneu  Fläche  uud  dem  imaginären  Kreise 
zugleich  umgesehrieben  ist. 

Jhni  i  )ilsj>rr( lit  }i<l  lässt  .s/rA  im  Alliji nx  nu  n  duf  der  lircuuflücln 
t  iner  jeden  Congruenz,  die  einem  linearen  Conqili  u  e  (ingihört,  cim  Jlaupt- 
t€tngcntcn'Ourvc  angeben,  der  geometriselw  Ort  nätnlich  aller  Punhte, 
für  wMe  die  TangenÜmAtm  ungleich  äk  tkm  hetrcffcndm  J^mkte 
durfh  den  Unearm  Complex  »ugeardneh  Ebene  isi. 

Die  unendlich  kleinen  Kugeln,  die  eine  Fläche  F  herfibren/ thei- 
len  sich  nämlich  in  zwei  Systeme,  erstens  die  Punkte  der  Fläche, 
zweitens  die  Punkte  der  oben  genannten  imaginSren  Developpablen. 


*)  lici-r  Klein,  dem  ich  iniitheilte,  dnat  die  Hauptkangenten" Curven  alge* 

liraisrli  sind,  fand,  dass  dioHelhon  mit  einem  Cnrven  Syatcme,  welches  or  schon  firflher 
nntcr  t'incni  anderen  fi('ßiclitsi»unkt  betrachtet  bat(e,  identisch  sind  (di»*8e  Aimalen 
11.  p.  21'J).  Vergleiche  ansere  gemeinsame  l^ote  in  deu  Munata-Uerichten  der  Ber- 
liner Akademie.  Deobr.  1870. 

**)  Herr  ClebBch  hat  die  Ilaupttangenten-Cnrvon  der  Rtoiner'schen  FlSehe 
gefunden;  es  sind  Curven  vierter  Ordnung  (Dorchardt's  .lonrnal  Bd.  67). 
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Also  zerfallen  auch  die  Linien  des  linearen  Complexes  11  =  0,  welche 
die  Bildfliiche  /"  biTühren ,  in  ein  System  Doppeltangenten  und  den 
Inbegriff  aller  Geraden,  die  f  in  den  i^unkten  einer  Corvo  r  berühren. 
Diese  Curve  ist  aber  als  das  Bild  einer  iniaginilren  LinienHiiehe ,  die 
/'  nach  einer  Krünnniingslinie  ben'ihrt,  eijie  1  laupttaugenten - Ciirve 
auf  f.  Diese  Bestimmung  wird  jodoch  illusorisch^  wenn  niciit  die  ('on- 
gruenz,  sondern  ihre  BremiHäche  —  oder  eigentlich  ein  reductilder 
Th(Ml  derselben  —  allgemein  gegeben  wird.  Auf  einer  Fläche  liudet 
sich  nämlich  im  Allgemeinen  nur  ein«'  eiidliclie  Zahl  von  l'unkten, 
deren  Tangenteuebene  dem  betreffenden  Punkte  durch  einen  linearen 
Complex  zugeordnet  wird? —  Das  Vorstehende, findet  seineu  einfachsten 
Ausdruck  in  folgendem  Satze  :- 

Wenn  eine  Fläche  ihre  eigene  rcciproke  Polare  hinsichtlidt  eines 
linearen  Complexes  ist,  so  entlUUi  dieadbe  eine  Haupttangenten-Curre, 
deren  Tangenien  dem  Coniplexe  angehören.  Diese  a/usgeedehnete  Curve 
kann  durch  DifferenHaHon  und  EUminatwn  hesHmtni  werden.*) 

Bemerkt  mau,  dass  eine  jede  LinienflSchc^  deren  Erzeagende  einem 
linearen  Gomplexe  gehdren,  ihre  eigene  reciproke  Polare  kinsichtlich 
des  Complexes  ist,  so  lasst  sich  den  folgende  Satz  aussprechen: 

Auf  einer  ji (Ii  II  LhiinifläcJie,  die.  in  einem  linearen  Complrxc  enf- 
haUen  ist,  Ue(/t  eine  im  Allycmeinen  krumme  Hiupftangentcn-Gurve**), 
deren  Tangenten  dem  Complexe  gehören.  Dimlbe  hann  immer  olme 
Intcgj'ation  gefunden  werden. 

Herr  Clebsch  hat  nun  gezeigt  (Borchardt's  Journal  Bd.  G8.), 
dass  wenn  auf  einer  LinienHiiehe  eine  llaupttaugenten -Curve  ausser 
den  Er/,('iigeiiden  bekannt  ist,  sich  die  Bestimmung  der  ül»rigen  auf 
eine  Quadratur  zurückfi"ihreu  lässt.  Also  Jii'nuif  <Hr  Aii/ji/nhoif/  der 
HaHpftanfjentm-Curccn  nuf  '  im  r  Jirf/rl/liii he ^  iHc  einem  linearen  Com- 
plexe (jcliÖrt,  nur  von  einer  Quadnitur  ali. 

Indem  wir  unsere  Transformations  - Methode  auf.  dieses  Theorem 
des  Herrn  Clebsch,  wie  auch  auf  die  aus  demselben  angeführte 
Consequeuz  anivendeu,  erhalten  wir  die  beiden  folgenden  Satze: 

Wenn  auf  einer  Bohrenfläche  {Kugcl-Envdoppe)  eine  'nitM  kreis- 
förmige Krümmungdmie  hdcannt  ist,  so  können  die  übrigen  durth  Qua- 
dratur gefunden  werden. 

Wenn  einfach  unemUieh  vidp  Kugdn  eine  Kugd  S  unter  con- 

*)  Diese  Corve  ist,  naeh  einw  Bemerkung  von  Harra  Klein,  zugleich  eiiio 
Curve  vierpanktiger  BerAhning  fttr  die  Flftobe. 

**)  Eine  interessante  Anwendung  dieses  Satzes  ist  die  folgende.  Die  Geraden 
einor  linearen  Congriienx  p^ehorcn  nach  Plücker  einfach  unendlich  vielen  linearen 
Complexeu  au.  Demzufolge  eiUhält  eine  jede  l{egelllädi€f  dercti  Linien  Zicei  fette 
Oerade  at^neiden,  einfach  «fwnd/teA  viele  algebrmtelie  Haupttangetiien-Cvrven, 
tmter  denen  jede  von  den  Geraden  eines  linearen  Comptexe»  fmkOiH  uird  (vergl. 
auch  Creme  na,  AunaK  di  mat  Ser.  II.  1. 1.). 

12* 
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stanlcm  Win^  schneiden  ^  so  kann  man  auf  der  UmhüUmufs  -  Flärlte 
znrrst  Hnr  KrümmungsVnir  durch  Difj'crmt intim  und  Elimination  finden 

und  ilarn(tih  dir  ührifjdi  dnrrli  Quadratur  hcstimmm. 

Dass  inrui  t-iiu'  Jvriiiimnuigsliiiie  auf  dor  l)(?trac'litoton  Höhreii- 
tlilclio  liii<lt'ii  kann,  scliliosst  man  auch  iiiunittclltar  daraus,  dass  diese 
Fläclio  und  die  Kugel  »S"  einander  unter  constanteiu  Winkel  sclnieiden. 
Die  I  )urclisflinittH- ( 'urve  ist  mm  eine  Krinnnum«jslinie  auf  der  Ku^el 
*S'j  und  stellt  also  nacii  einem  bekannten  iSai/.e  in  deuiselbea  V  erhält- 
nisse  /u  der  llöhreuHüche. 

§  13.  " 

Entsprechen  zwisohen  Transformationen  der  beiden  Ranme. 

35*  Unsere  Abbildung  drückt  sich  bekanntlich  (§  5.)  durch  Glei- 
chüngeii  aus,  die  eine  jede  Grösse  aus  einer  d^  Gruppen 

{xysvq),  {XYZPQ) 

als  Function  der  Grossen  iu  der  zweiten  (iruppe  bestimmen.  Wird  nun 
der  eine  Raum  s.  B.  r  einer  Thmsibrmation  unterworfen,  bei  welcher 
Flächen,  die  sich  berühren,  in  dben  solche  fibeigehen,  so  besitst  die 
entsprechende  Umformung  des  zweiten  Raumes  dieselbe  Eigenschaft. 
Die  besprochene  Transformation  drfickt  sidi  nämlich  durch  fttnf  Gld- 
chungen  zwischen  {^iPi^^Pi^t)  und  (jc,  's  9«)  —  beiden 
Indioes  beziehen  sich  auf  die  beiden  Zustande  des  Raumes  r  —  und 
diese  Relationen  werden  mittelst  der  Abbild ungs-GIeichangen  in  fünf 
Relationen  zwischen  (X,r,Z,P,Q,)  vmd  (X^Y^Z^P^Q^)  ObeigefOhrt» 
womit  unsere  Behauptung  erwiesen  ist. 

Beschränken  wir  uns  auf  lineare  Transformi^nen  des  Raumes  r, 
so  finden  wir  unter  den  entsprechenden  Umformungen  des  zweiten 
Raumes:  alle  Bewegungen  (Translation,  Rotation  und  Schrauben- 
Bewegung),  i*;u  allel  -  Transformation  *■)  —  darunt<;r  deji  lleliergang 
von  einer  Fläche  zu  einer  raralleltläelie  verstanden  — ,  eine  von  Herrn 
Bonn  et  angegebene  reciproke  Transformation,  eine  reciproke  Umfor- 
mung hinsichtlich  einer  (Jyclide  .  .  .  u.  s.  w.,  weklie  alle,  als  linearen 
Transformationen  des  llaumes  r  entsprechend,  die  EigeJischaft  l»e- 
sit/eu,  Knimnunigslinien  in  Kriimmungslinieu  der  transformirten  Fläche 
Qberzufüliren.  Ich  beweise  endlich,  dass  diese  Transformationen  des 
Raumes  die  einzigen  sind,  bei  denen  Flachen,  die  sich  nach  einer 
Krttmmungslinie  berOhren,  in  eben  solche  Übergehen; 

36.  Betrachten  wir  nun  zunächst  diejenigen  linearen  Punkt^ 
Transformationen  des  Raumes  r,  denen  lineare  tlmformnngen  des 
zweiten  Raumes  entsprechen,  so  ist  es  klar,  dass  wir  nur  solche 

*)  Horm  Uonnot's  Dilatation. 


Digitized  by  Google 


Ueber  Gompkxe. 


181 


lineare  Tiaiu»formationeii  de«  Baomes  B  treflen  kduneu,  bei  deueu 

der  uuendlicli  weit  eiiti'eriite  iiuagiiiilre  Kreis  seine  Lagü  beliiilt,  und 
umgekehrt  erlialk'ii  wir  diese  auch  alle.  Eine  solclie  Transformation 
fOhrt  ntuulii-ii  eiuerseits  Gerade,  die  den  imaginilren  Kreis  seliueideu, 
in  eben  solche  Linien  über,  andererseits  Kugeln  in  Ku^^rln,  und  also 
ist  die  entsprechende  Unii'orrnuug  des  Raumes  r  zugleich  eine  Puukt- 
uiid  Linien-Transformation,  das  heisst  eine  lineare  Punkt-Trausformation, 
was  /u  beweisen  war. 

Die  allgemeine  lineare  Tratusfonnativu ,  bei  lerlcjn  r  drr  lu/n;// nitre 
Krein  seine  Lar/e  heliält ,  enthält  siel)eu  wescntlic  In-  ( '(jnstantcii ,  und 
liisst  sich  liekaiiutlich  ans  Translationen,  liotatioiu  n  und  Aehnlicldveits- 
Trausfonnationen  zusammensetzen.  Die  ent.sjireclieinle  Uintninmiii,'  <lt  s 
Raumes  r,  die  ebenso  von  7  Constanten  abhiinj^t,  Kann  (kuhiich  clia- 
rakterisirt  werden,  dass  sie  den  linearen  Complex  //  =  0  und  eine 
Gerade  desaelben  (Const. «  0)  in  sich  {Iberfuhrt.  Diese  Transforma- 
tion ist  zugleich  die  allgemeinste,  die  ^ne  speeidle  Uneare  Coiujrnem 
t»  üeh  iransformirt. 

Durch  analytische  Betrachtungen  findet  man  in  folgender  Weise 
die  einer  TranäaHan  des  Raumes  B  entsprechende  lineare  Punkt- 
Transformation  des  Baumes  r.  Eine  Translation  drückt  sieh,  als 
Kugel -Transformation  aufgeiasst,  durch  die  Gleichungen: 

x,~x,  +  Ä,  r.-r.  +  JB,  z,^z,  +  o,  b,~h, 

auS|  und  dieselben  geben  durch  Benutzung'  der  Formeln  (2)  in  §  9.: 

r,  =     -f  a,      =  5.^  -|-  b,    (>,      q.,  -f  e,    <r,      ö.  +  d. 

Hei  Einsetüuug  dieser  Ausdrücke  in  die  (ileicliuugeu  einer  geraden 
Linie: 

findet  man  als  Definition  der  besprochenen  Transformation : 

S^  =S'i,    X-,  =      +  ^^^i  H"  ^'j    V\=  .'/?  +  + 
Ebenso  ist  es  leicht,  die  einer  Aehnlichkeits-Transforiiial ion  ent- 
sprechende Umlorniunj^  des^ Raumes  r  zu  bestimmen.    Die  («leichungeu: 

X,  =  wX,,;    y,      m  Y.^  \    Zy  =  wZ.,;    i/,  =  mlLy 
geben  nämlich  durch  Anwendung  der  Formeln  (2)  des  §  ü.: 

welche  Gleichungen  einQ  Transformation  definiren,  die  auch  durch: 

bestimmt  werden  kann.  Die  letzten  Gleichungen  definiren  eine  lineare 
.  *  Ciipkt- Transformation,  bei  welcher  die  Punkte  zweier  Geraden  ihre 
finge  behalten. 

.Durch  geometrische  Betrn'ebtungen  werde  ich  beweisen,  dass  auch 
Rotations -Bewegungen  des  Raumes  B  in  Transformationen  der  eben 
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besprocheiieu  Art  fibergeheu.  Sei  Ä  diu  Uutaiioiis-Axe,  M,  N  seieu 
die  beiden  Punkte  des  imaginären  Kreises,  die  bei  der  Rotatiuu  nicht 
verschoben  worden.  Es  ist  dann  cinluiulitcnd,  dass  alle  iiiiagiuaren 
Cieradcn,  (li(3  A  Hclincidcii ,  und  zugleich  durch  Äl  oder  N  gehen, 
während  der  Itotation  ihre  Lage  )>ehalten,  und  demzufolge  bleiben  auch 
die  diesen  Geraden  zugeliorigen  Bildpunkte,  die  auf  zwei  Geraden  lie- 
gen, während  der  entsprechenden  Umformung  des  Raumes  r  ungeUndert. 

fil,  Trmisformatum  durrli  nciprol-r  Iladhn  dos  Hauints  Ii  traiis- 
turniirt  Punkte  in  Funkte,  Kugeln  in  Kugeln  und  oiullicli  (urado,  die 
den  imaginären  Kreis  schneiden,  in  ähnliche  Linien,  und  also  ist  die 
entsprechende  Umt'ornuuig  des  Kaumes  r  eine  lineare  l'uukt-Traus- 
toniiation,  die  den  linearen  Comj)lex  II  ==  0  in  sicli  üix'rführt.  Be- 
merkt man  lornor,  dass  jode  Transformation  durch  reciproke  lladion  die 
Punkte  und  geradlinigen  Erzeugenden  einer  Kugel  uugeändert  lässt, 
so  sieht  man,  dass  bei  der  entsprechenden  reciproken  Punkt-Trans- 
formation des  Raumes  r  die  Punkte  sweier  Geraden  ihre  Lage  be- 
halten. Herr  Klein  hat  darauf  aufmerksam  gemachti  dass  diese 
Transformation  sich  aus  zwei  reciproken  Transformationen  hinsichtlich 
zweier  in  Involution  liegender  linearer  Oomplexe  zusammensetzen  liest, 
und  zwar  ist  in  unserem  Falle  J7  »  0  der  eine  Gomplex,  während  der 
andere  sich  als  das  System  solcher  Kngdn  abbildet,  welche  die  bei 
der  Transformation  durch  reciproke  Kadien  zu  Grunde  gel^jte  recht- 
winklig schneiden. 

Eine  Fläche  F,  die  bei  einer  Transformation  durch  recii»rüke  Ra- 
dien in  sich  selbst  übergeführt  wird,  bildet  sich  somit  im  Kaume  t" 
als  eine  (Kongruenz  ab,  die  ihre  eigene  reciproke  Polare  hinsichtlich 
eines  mit  11  =  0  in  Involution  liegenden  linearen  (V»mplexcs  ist.  Die 
zugehörige  Bronutliulie  ist  ihre  eigene  reciproke  Polare  hiiisichtlici]  oiiies 
jeden  der  lieideu  in  Involution  liogendou  Complexo  und  doni/.utulge 
wrfTdlt  das  »System  ihrer  Doppeltangenten  in  drei  Congruon/.cn ,  von 
dojien  die  eine  dem  Complexe  H  =  0  gehört,  während  die  zweite  in 
dem  zweiten  Complexe  ejithalten  ist. 

38.  Man  betrachte  die  allgemeinste  Linien- Transformation  des 
Raumes  r,  bei  welcher  Öchucideu  zwischen  Geraden  eine  invariante 
lieziebung  ist,  nnd  andererseits  im  Räume  R  die  entsprechende  Um- 
formung, die  offenbar  Kugeln  in  Kugeln,  Kugeln,  die  sich  berühren, 
in  eben  solche  überfahrt.  Bei  der  besprochenen  Linien -TVansforma^ 
tion  transformiren  alle  Tangenten  einer  Fl&che  sich  in  diejenigen  einer 
zweiten,  und  dabei  entsprechen  insbesondere  die  Haupttangenten  der 
beiden  Flächen  einander,  und  zwar  sowohl,  wenn  die  betreffende  Trans- 
formation  eine  lineare  Punkt^Transformation,  als  wenn  sie  eine  linear- 
dualistische  Umformung  ist.  Bei  der  ents[)rocliendon  Transformation 
des  Raumes  R  gehen  alle  dreifach  unendlich  viele  Kugeln,  die  eine 
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Fläche  F^  berühren;  in  ulle  Kugeln  über,  «^lie  in  demselben  Verhälir 
nisse  zu  einer  anderen  Flüche  l'\  stehen,  und  insbesondere  entsprechen 
die  liiiupt-Ku^'ehi  der  beiden  Flilchen  einander.  Hieraus  tolgt,  dass 
dir  i\r)iiiiniun<r>liiiien  d<  r  Flächen  einander  in  dem  Öiuue  entsprechen, 
dass  wenn  eine  Cileichuug: 

für  alle  l*unkie  einer  Krüinmungaiinie  auf  i*^  stattfindet,  auch  die 
(ileiihung,  die  mall  erhält,  indem  man  in  (I)  statt  ( A',  z^,  P,  (^i) 
die  VVerthe  dieser  (< rossen  durch  (Xj^^i^^P^^f})  setzt,  für  alle  Tunkte 
einer  Krümmungslinie  auf  gilt. 

Lh  wt  rtlr  )itni  hrfCi  isrH ,  dass  wir  tillr  '/'rdiis/'oni/iif/niu  n  nlialfrUf 
bei  (h  in  u  (  'nicrsvifs  lh  riihnnKi  i  Ihc  iniun  iautr  Iir::ii  hHuii  isf ,  <iiii/in  r- 
st  lts  KriiinnnoKfsliuii  n  ntvariiiiih:  ('iirrni  sind,  iii  ku  wir  iinsi  rr  Ah- 
bildttHfj  auf  (illi  Utu  iii  ta  VindJ -  Traiisfornuttionen  (odtr  liiuar-dualisli- 
sdiai  Uin/unuitHiji  n)  drs  linunus  r  anwciuhn. 

Zum  Beweise  bemerke  ich,  dass  es  zwei  Arten  von  Flächen  giebt, 
deren  sänimtliche  ('urvcn  Krümmnugölinieu  sind:  die  Kugeln  und  die 
imaginären  Devcluppablen ,  die  den  unendlich  weit  entfernten  imagi- 
nären Kren  eutbalkeu.  Es  ist  klar,  dass  die  gesuchte  Transformation 
eine  jede  solche  Fliiche  in  eine,  die  ebenso  einer  dieser  beiden  Kate- 
gorien gehörig  fiberftthren  muss,  und  zwar  liegt  die  Vermuthung  nahe» 
dass  insbesondere  Kugeln  in  Kugeln  übergehen  müssen.  Dies  ist  auch 
der  Fall.  IHe  besprocheneu  imaginären  Develoippableu  genügen  näm- 
lich der  partiellen  Di£Ferential-Gleichungt 

und  abo  befriedigen  die  entsprechenden  Flächen  in  r  auch  eine  par- 
tielle Differential -Gleichung  erster  Ordnung: 

Unter  dm  liitrj^ralHächeu  derselben  können  sich  höchstens%lreiracli 
unendlich  viele  Kugebi  finden ,  und  also  krynneu  Kugeln  im  Allgemei- 
nen nicht  in  imaginäre  Devcluppable  übergehen. 

Unsere  Transformation  ist  also  eine  Kugel -Transformation  und 
zwar  nach  unserer  Yoraussetsung  eine,  bei  welcher  Kugeln,  die  sich 
berühren,  in  eben  solche  übergehen.  Die  entsprechende  Umformung 
des  Raumes  r  ist  also  eine  Ximen-Trausformation,  bei  welcher  Schnei- 
den zwischen  Geraden  eine  invariante  Beziehung  ist,  und  dies  ist  be- 
kanntlich nur  für  die  linearen  Pimkt-Transformationen  und  die  Uhear- 
dnalistischen  Umformungen  der  Fall 

Bemerkt  man,  dass  alle  Punkt-Transformntionen,  bei  denen  Krüm- 
mungslinien covariaute  Curren  sind,  mßnik'simalc  Kugeln  in  infinilesi' 
mcUe  Kugeln  überführen,  und  dass  in  Folge  dessen  diese  Umformun- 


{ 


Digitized  by  Google 


134  Soraus  LiB. 

gen  zu«(leicli  die  ullgeraeiiisteu  Puukt-TraiiHformutiüneii  siiul,  bei  tleneii 
Aehulichkoit  iii  den  kleinstoii  Theileu  beibehalteu  wird^  so  kauu  mau 
deu  folgenden  Satz  autstt  llen : 

Alle  linearen  Transjonndtioncn  des  üanmcs  r,  dir  den  linearen 
Comidcx  Ii  =  0  in  s^ich  idnrfiiJtren ,  gehen  dnreji  itnserc  Abhddung  in 
alle  Ihmld-Tramformationcn  idjOf  hei  denen  Aehdiehkeit  in  den  klein- 
sten Tlieden  heihehfdfen  wird. 

Zugleich  linden  wir,  mit  Berücksichtigung  unserer  früheren  »Sätze, 
ohne  Schwierigkeit  das  folgende,  zuerst  von  Herrn  Li  uu  vi  He  bewiesene 
Theorem  wieder: 

Eine  jede  PmH^Trtmsfoma^on,  hei  wddier  AehnlichkeU  in  den 
kleinsten  Theilen  heRt^Uen  wird,  lässi  «icA  aus  einer  TransformaUon 
durdi  re(dproke  Badien  und  einer  Bewegung  gusammensetten. 

89.  ParäBd-TranrformaÜon  —  darunter  verstanden  den  Ueber- 
gang  von  einer  Flacbe  zn  einer  Parallelfläche  —  f&brt  bekanntlich 
Krömmungslinieu  in  Krünimungslinien  über,  und  in  der  That  ist  es 
leicht,  zu  erkennen,  duss  diesel])e  das  Bild  einer  linearen  Transforma- 
tion des  Banmes  r  ist.  Den  Gleichungen 

entsprechen  uümlich  (36)  Relationen  der  folgenden  Form: 

womit  meine  Behauptung  erwiesen  ist. 

Herr  Bonn  et  hat  mehrmals  eine  Transformation  betrachtet,  die 
er 'durch  die  Gleichungen: 

z,  =  «z, j/f  +^v+"^7;  -"^'i  =  ^"^'2  +  ^'.^>;      =    +  Q,^^, 

<!eiiiiirt.  Horr  15 o  11 11  et  zeigt,  d;is.s  diese  Trunsfonuation  eine  reci- 
prokc  ist,  diis.s  »üe  Krüniuiungslinien  in  Krümm ungslinien  übergeführt 
werden ,  dass  endlich  die  Relationen  : 

(1)        '  ^,  =  ^//„    H,  =  -il,  .  . 

statttiii«leii ,  vorausgesetzt,  dass  i/,  und  Krünnnungs- Radien  ent- 
sprechender Punkte  l)e/ei(  hiion ,  dass  ferner  und  l^  die  x^-Ordiuateu 
der  zugelii'iiiLjen  Krümiiiuiigs - Ceiitren  sind. 

Die  J>i>  iinel'selie  TrmiKfuru^tdiou  ist,  wie  wir  sat/leie/i  Ixiveisen 
tverdf  u,  dtis  ]idd  einer  reciiiroken  Uinjormung  des  iiaumcs  r  hinstchi- 
lieh  des  linearm  Complexes 

Z+iH  =  0. 

Nach  Herrn  Klein  genügen  nämlich  die  Coorch'naten  zweier  («e- 
radeii  (X^Y^Z^H^),  {X.,Y,Z,If.,),  die  einander  hinsichtlich  dieses 
Oomplexes  conjugirt  sind,  den  Relationen: 

X,  =  x„  r,  =  y„  Zi  =  »ü„  i/,  =  -  iz, . 

Diese  Gleichungen  aber  bestimmen,  wenn  X,  Y,  Z,  i£  als  Kugel- 


üiyiiized  by  Google 


Uobar  Complexe.  1^50 

Goofdiuaten  aufgefaest  werden,  ein  Entsprechen  zwischen  allen  Kugeln 
des  Raumes  und  zwar  dasselbe  wie  die  Bonnei'scbe  Transformation.*) 

Unter  tlen  linearen  Transfürmatioiicn  dos  Raumes  i^pielen  bt'kaniit- 
lich  die  reciprokeu  Uniformiiii<;eii  liinsichtlich  FJiiclien  zweiten  (tiades 
eine  fundamentale  Rolle,  und  es  liefet  somit  nahe,  die  entsiirethenden 
linearen  Ku^jel -Traiisf'ornnitioiien  zu  V)etracliten.  niesellien  l>e/,ielien 
sicli  jedesmal  auf  die  lieiden  Kugel-Gruppen  einer  Dupin  scheu  C'yclide, 
und  /war  iii  der  folgenden  Weise.  Eine  gegebene  Kugel  Q^  berührt 
zwei  Kugeln  aus  jeder  Gruppe,  Sf,  S.^  und  2*2;  es  giebt  nun  bekannt- 
lich ausser  Q^  fünfzehn  Kugeln,  welche  diese  8  und  £  berühren,  und 
unter  denselben  ifShli  man  diejenige  Q^,  die  in  dem  bekannten 
Sinne  zugeordnet  ist  Durch  die  betrdfende  Kugel- Transformation 
sind  ^1  und  einander  zugeordnet.  Bemerkenswerth  ist  insbesondere 
der  Fall,  dass  die  Erzeugenden  des  einen  Systems  auf  der  ursprOnglich 
angenommenen  Flache  zweiten  Grades  dem  linearen  Gompleze  H^^O 
angefadren.  Alsdann  redudrt  sich  die  Gyclide  auf  einen  Kreis;  femer 
ist  die  Kugel-Transformation  eine  Punkt-Transformation.  Wir  finden 
also  hier  eine  ausgezeichnete  conforme  Punkt-Transformation,  bei  wel- 
cher ein  im  endlichen  Räume  gelegener  Kreis  als  Fundamental-Gebilde 
auftritt.   

Die  widitigsten  Eigebnisse  dieses  Paragraphen  resnmire  ich  fol- 
gendermassen: 

Durdi  meine  AbfMmg  enkpreehm  sith: 


a,  aile  Unearm  Ptmkt-TratuformatiO' 
nen  und  linMr^Mali9ti$dim  Un^brnum- 

gm  den  liaumes; 

b.  alle  Cß***  linearen  Tratis/ontuituiHcn, 
bei  denen  ein  linearer  Linien- Coiuplex 
m  M  4bergefährt  vrirdi 

c  aüe  OD^  linearen  Tramfomationenj 
die  eine  uptcidle  Uneare  Congruen»  in 
sich  üüerfüiiren. 


a.  alle  Dramformationen,  bei  denen 
Berührung  längs  Kriimmungdimen  eine 

invariante  Iifzi>  fnttiff  i^t  : 

b.  alle  ci/nfoniiai  Funkt  •  Transforma' 
tioneti  dc6  llaume^; 


c.  dUe  omformen  ruukt'Tnuufonm- 
tionen,  die  hniinxirniiliischc  Trdnsftniua- 
tionen  gitul,  bei  denen  der  uncndlidi 
toed  entfen^  imagmän  Kreit  eeine 
Lage  bdiäU. 

Diese  Entwickelungen  geben  zu  wichtigen  Theorien  Veranlassung. 
Beispielsweise  sei  angefahrt: 

*)  Die  IJonnet'scho  Tnuisfornuition  ordnet  den  runktf.n  des  Kainnets  Kugeln 
zu,  deren  Contra  in  einer  Ebene  Ueguu.  Erbetzi  luun  hier  die  Kugel  judcsiual 
durch  den  Dorchachnittskreis  denelbeif  mit  jener  Ebene,  so  findet  man  einen 
interessanteu  Zutjannuonhang  /wis'  I  t  n  der  BonnotVttbon  Tran^forniatiou  und 
einer  von  Möbius  hernihrenden  Idee  (Abhandlungen  der  Siklis.  Akad.  1854). 
K»  bietet  bich  hier  die  Idee,  uU  Kleuicnt  einer  (leonietrie  mit  drei  Dimensionen 
den  Kreis  in  der  Klieuo,  und  als  Coordinaten  Ceutra-Coordinatcu  und  Uadius  des- 
selben ansawcnden. 


iJiyiiizea  by  CjüOgle 


186 


SuPttUS  LiK 


Alle  TransfomuUiotteit,  bei  denen  Gerade,  die  sieh  schneide»,  in  ihen 

solche  iibcnjrhi'H,  können  nach  einer  llctHerkuny  des  Herr»  Klein  aus 
reei^cken  Vii^onmngcn  hinsk-hilich  linearer  Complexe  züstoinnnujvsvtst 
werden.  BnncnKsprecheiul  findel  man,  dass  alle  tmsere  TransforntaUo' 
nen,  hei  datien  Kribnmungslinim  covariantr.  (Ichihh  sind,  sich  aus 
Transformutioucn  (hnrli  rcciprohe  liadiin  und  J^uraHd-Transforinaiienen 
{I)ihif(itiit}frn)  ZKsnmntrnscf-cn  lassen. 

lU'trailitc't  man,  ^vie  Ifcrr  K 1  <m' ii  es  voiLjfSclilai^i.'ii  liat,  die  ljiiii<.'!i- 
üder  Kugol-Uooiiietrie  mit  Zii;j;rmulfl('^aiii^^  tlrr  Coonliiiatoii  .Y,  Y,  Z,  II 
al.H  oiiio  mctrisclic  ( ieomolrie  zwisclu'M  vier  \  urial)olii,  so  liiidi't  maii 
leicht,  «la-ss  meine  lineare  l\ ui^el -'I'i aiistoiiiiation  eben  mit  dem  lnl)e- 
grill  aller  cunt'ormon  i'uiikt- Iruiisloruiatiuiieu  dieses  Kugel- luiuuies 
ideutisch  sind.*) 

üebrigeus  hoffe  ich  in  einer  anderen  Abhandlong,  deren  Ciegeii- 
stand  Überhaupt  die  Geometrie  eines  Raumes  mit  n  Dimeasioneu  sein 
wird,  eine  erschöpfende  Darstellnng  dieser  leteten  Theorien,  und  swar 
fQr  einen  jeden  Raum  geben  eu  können.**) 

*)  I>cn  ent8)ii((luinleii  ^;itz  habe  ich  in  den  CJüttui^i  r  N;i«  lnuhtcn  (1871. 
Nr.  7.)  für  einen  lüiuiii  iiiil  n  Diincusigiien  aufguiitellt.  Weiter  uei  hemerkt,  dutiä 
allo  cooformeD  Punkt- Transformationen  eines  Baumes      sieb  ans  Bewegungen, 

Aehnlichkeitstnuisformationen  und  Tranaformationea  dtfrch  reeiproke  Radien  stt> 
sammensetsen  lassen.  *  Hiermit  in  Verbindung  stebi  der  Sats,  dass  wenn  X|    . . .  ds, 

als  Bolcbo  Functionen  von  ViVt . .  .y^  gegeben  sind,  dass  27iia^«a<l>(yi . .  Zd^ 
ist,  auch  eiiio  tileidiuug  der  Form  gilt: 


**)  Ich  führe  uoch  an,  daaa  jeder  ^atz  der  Linien-  oder  Kugol-Uconietrio  eich 
in  interessanter  Weiee  translformiren  l&est  in  einen  Sais  über  Fliichen,  die  aus 
einer  beliebig  gewählten  durch  Anwendung  aller  Translationen  und  Parallel- 
Transformationen  hervorgehen.  Wichtig  sind  aucli  die  beiden  folgenden  Bemer- 
kungen, (He  sich  mir  zu  epilt  darbieten,  um  im  Texte  l'lafz  finden  zu  können. 
1)  Im  Linien-Jtaume  r  giebt  es  bekanntlich  zweierlei  Tran&iormatiouen,  bei  denen 
Gerade,  die  sich  sehndden,  in  eben  solobe  fibetgehen.  0ie  entspreehendeu  Trans- 
formationen des  Raumes  B  setfiillea  «AAf  in  swei  Cfausen,  wenn  Punkt- Coordi- 
naten  zu  Gnindc  gelegt  werden.  2)  LtDien-Transformatiionen,  bei  denen  (Con8t.=  0) 
ihre  Lage  liehält,  gol)cn  Bämnitliclic  Transformationen  von  R ,  bei  denen  Flächen 
mit  gemeinsamem  sphärischen  Bilde  in  eben  solche  Flächen  übergehen.  DiVä  neue 
sphärische  Büd  entotdit  ans  dem  alten  durch  eine  oonforme  Punkt-Transforma- 
tion der  Bild-EugcL  Hierher  gehört  die  Bonnet*sche  Transformation. 

Chris tiaiiia,  10.  Üctober  1871. 
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Im  enileu  Tbeilo  dieser  Abhaudliing  habe  ioh,  wie  ich  ghiube, 
die  erste  Tolktändige  aaalyiiscli-geometrische  luterpretatiou  aller  Raum- 
TraDsfonuationeu  gegeben  ^  bei  denen  Berfihrung  eine  invariante  Be- 
ziehimg  ist  Ich  betrachtete  insbesondere  eine  derartige  Verwandt- 
schaft —  ich  bezeichne  dieselbe  zuweilen  der  Kürse  wegen  als  eine 
Kufiet' Abbildung  — ,  welche  die  Geraden  einee  Raumes  r  in  die 
Ktt<(clii  des  Raumes  R  übcrftlhrte,  was  so  zu  verstehen  war,  dass  alle 
FliUlien-Eleinente,  welche  zwei  consecutive  Punkte  einer  Geraden  eut- 
liielten,  in  die  Elemente  einer  Kugel  übergingen.  Ick  begründete 
hierauf  einen  genauen  und  nach  meiner  Auffassung  fundamentalen 
Zusammenhang  zwischen  Linien-Geonietrie  und  Kngel-Geonietrie  und 
dcnr/ufolgo  zwisclien  nielircren  [»rojectivischeu  und  nietrisclicn  Theorien. 
Iiishesondere  zeigte  es  sich,  da.ss  (he  Hatipttangciitcn- Curven  einer 
Flüche  /■  sich  in  die  Kiihnmungslinieii  der  liiMtlüclio  F  transformirten. 

Wenn  ich  eben  das  Wort  Kugel-Geometrie  benutzt  habe,  so  inuss 
ich  beiiK'iken,  dass  meines  Wissens  eine  solche  Geometrie  seither  noch 
iiiclit  existirte,  ob  auch  viele  ])articuläre  Probleme  und  Theorien,  die  sieh 
auf  Kugeln  beziehen,  scliüii  erledigt  waren.  Nachdem  ich  aber  Herrn 
Darboux"^)  die  folgeudo  Abhandlung^  die,  in  etwas  anderer  Form,  das 
erste  Mal  in  den  Berichten  der  Akademie  «u  Christiania ,  Sommer 
187 ly  erschien,  zugeschickt  habe,  erfahre  ich,  dass  er  1868  bei 
der  Pariser  Akademie  eine  noch  nicht  veröffentlichte  Abhandhuig  ein- 
reichte,  in  welcher  er  sich  mit  solchen  Kugel -Systemen  beschäftigte, 
die  ich  als  Kugel -Oomplexe  bezeichnet  habe.  Bei  derselben  Oelegen- 
heit  theilte  er  mir  mit,  dass  er  eben  eine  Note  vorbereite,  in  welcher 
er  mehrere  Probleme  behandeln  würde,  die  ich  in  den  Paragraphen 
15.,  24.  meiner  jetzigen  Abhandlung  betrachtet  halw.  Wo  ich  dazu 
im  Stande  bin,  werde  ich  im  Folgenden  hierauf  bezügliche  Cit^ite 
machen,  indem  ich  im  Uebrigen  auf  Herrn  Darboux's  Arbeiten,  die 
hoffentlich  bald  erscheinen  werden,  verweise. 

Wenn  aber  sowohl  eine  Kugel-Geometrie  wie  eine  Linien-Geomotric 
schon  existirten,  so  scheint  doch  der  eigenthüniliche  Zusammenhang 
zwischen  diesen  i)eiden  Disciplinen  zuerst  von  mir  bemerkt  zu  sein. 
Plückcr,  dem  mau  überhaupt  die  Idee  verdankt,  eine  sinnliche  Dar- 
stclluiig  eiuer  Algebra  mit  vier  oder  mdin  reu  Variabelu  zu  gel)eii, 
wählte  die  Gerade  als  Element  des  Kaumcs  Jl^.  Diese  Wahl  ist  ohne 
Zweifel  gut;  es  würde  aber  nach  jueiner  Aiitfassuiig  ebensu  zweck- 
mässig sein,  die  Kugel  zu  benutzen.    Freilich  besitzt  die  Liuien- 


*)  Wahrend  der  Correktur  erfahre  ich  neue Besiefaungen  zwitichoa  Darbou.\'ü 
and  meinen  Arbeiten.  Yergl.  den  SchloM. 
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Geometrie  Vun&Oge,  die  der  Kugel  •Geometrie  fehlen;  das  ümgekelirte 
ist  aber  aueh  wahr.  Dies  liegt  darin,  daf»  sowohl  die  Gerade  wie  die 
Kugd  sich  in  eigenthümlioher  Weise  der  Anschauung  darbieten,  an- 
dererseits auch  dariu,  dass  es  eiucn  eiiifacheu  Cyclus  vou  Kugel- 
Transformationen  giebt,  die  denjenigen  Linien -Transformationen  ent- 
sprechen, hei  denen  Scbueideu  eine  invariante  Heziehung  ist.  £it 
wird  (lohrr  fnuhtbar  sein,  die  Linien-Geomäirie  Wid  die  Kii;frl-OrontC' 
fric,  nie  ich  es  htyonmm  habe,  neben  einander  zu  cid  wickeln,  indem 
»KDi  immer  die  liesuUafc  der  einen  Geometrie  durch  meine  Aldiildnntj 
für  die  (Uidvrr  (r/onfttrir  rertverthef.  Wenn  es  mir  ziiwoileii  i^a-lunt^eu 
ist,  «chwieiii^t,'  ridltlenie  /u  erledii^'en ,  ;io  liegt  die«  wesentlieli  darin, 
(hi«s  ich  id)ici:<  list  lud  an  Liiiieii-  und  Kugel -Vorstellungen  ankiuipfe. 
Diese  Methode,  die  für  uiiiii  diT  Weg  der  Entdeckung  gewesen  ist, 
Imbe  ich  in  meiner  jetzigen  Darstellung  l^eilu  lialten,  oI)gleicli  ich  füreh- 
teu  muss,  düss  der  hiluüge  Wechsel  des  gounietrischeu  Liildes  dem 
Leser  Schwierigkeiten  bereiten  wird. 


Dritter  Abschnitt. 

Zur  Theorie  {»artielkr  DitlVM-ential -Ulciehungen  zwischen 

drei  Yariubleu. 

Tu  diesem  Abschnitte  werde  ich  versuchen,  einerseits  die  vou 
Plficker  in  seinem  letzten  Werke  eingeführten  geometrischen  Begriffe, 
andererseits  die  eben  besprochenen  Jäntwiekelungen  für  die  Theorie 
partieller  Dilferential-Gleichungen  zu  verwei-then.  Man  erkennt  leicht, 
dass  eine  jiartielle  Diüerential- Gleichung  beliebiger  Ordnung,  deren 
Charakteristiken  Hanpttamjenten-Curven  auf  den  TiiteirralHächcn  sind, 
dun  Ii  die  oltengenannte  Transformation  in  eine  Ditlerential-Gleicliung 
derselben  Ordnung,  deren  Charakt^Tistikea  Krünunnnysliniiu  sind, 
ühergeführt  wird.  Es  gründet  sieh  hierauf  ein  interessanter  Paral- 
leli.snius  /.wischen  mehreren  wichtigen  Classen  partieller  Dilferential- 
Gleichungen.  An  die  i^eite  dersell)en  stellen  sieh,  wie  wir  später 
sehen  werden,  gewisse  Dillereutial-Gleichuiigen,  deren  Charakteristiken 
ycodülisvJte  Curven  sind. 

Die  folgenden  Bntwickelungea  werd«i  gewissermassen  einen  par- 
ticularen  Charakter  haben,'  insofern  ich  mich  nur  mit'  hesomderm  Olassen 
von  Differential-Gleichungen  beschäftige.  Doch  möchte  ich  hervorheben, 
dass  der  hier  eingeschlagene  W^:  nämlich  die  Behandlung  von  par- 
tiellen Differential-Gleichungen  an  erweiterte  geometrische  Begriffe  an- 
zuknfipfen,  eine  Methode  zu  sein  scheint,  aus  welcher  man  Oberhaupt 
Fortschritte  in  der  von  Monge  eingeschlagenen  Richtung  erwarten  darf. 
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Ueber  einige  partielle  Dittereniial-iilleichungen  erster  Orduung. 

ZonüchBt  betrachte  ieh  drei  in  einander  tnmsfonnirbare  dassen  par- 
tieller Differential-Qleicliangen  erster  Ordnung,  die  ich  der  Kflrae  wegen 
mit  den  Symbolen  D^,  D,,,  D13  bezeiehnen  werde. 

1)  I>,|.  Die  Charakteristiken  sind  Hanpttangenten- Gurren  auf 
den  IntegrälflSchen.  Die  Gleichungen  7), ,  entsprechen,  wie  ich  später 
aeigen  weide,  gewiesermässen  den  Linien-Oomplezeu  und  Linien-Con- 
gnienzcn. 

2)  7>,o-  Die  Cliaraktenetiken  sind  Krummungslinien.  Eine  jede 
entspricht  entweder  einem  Kugel-Complez  oder  einer  KugeKTon- 

gruenz. 

3)  jL^,.,.  Die  ( Miaraktoristikcii  sind  geodätische  ( 'urven.  Bezeiclinet 
//  eine  beliebige,  bekannt^'  Function  von  ./,  //,  ^  und  wie  gewithidich 
]>,  q  die  partiellen  Derivirtcn  von  z  liinsichtlicli  x  und  y,  so  lüsst  eine 

'jede  X)|3  sich  fulgendcnnasäun  schreiben: 

Diest?  GIei(  Innigen  sind,  wie  zu  bemerken  ist,  nur  vom  ewcitcn  Grsule 
hiusiclitlicli  p  und  q. 

Aus  dem  Inhalte  des  folgenden  Ca]»itcls  hebe  ich  noch  hervor, 
dass  die  Bestimmung  der  geodätischen  Curven  einer  Fläche  gcwisser- 
masseu  darauf  hinauskommt,  eine  particulure  D,,  oder  i),,  zu  inte^ 
griren.  Demzufolge  lilast  rieh  die  bisherige  Theorie  geodätischer 
Curven  für  die  neue  Theorie  der  Plficker'schen  Oomplexe  verwertfaen. 

§  14. 

Partielle  DUEuraiitial-GleichangeB  enter  Ordinng,  deren  Charakteristikeii  . 
Hanpttangenten-CiirTen  auf  den  integralfl&ehen  sind. 

40.  Wir  haben  gefunden  (§  3.,  10.),  dass  wenn  die  charakteri- 
stischen Curven  einer  partiellen  DiffBrential-Gleichung  erster  Ordnung 
von  den  Geraden  eines  Linien-Complexes  umhOUt  werden,  die  Charak- 
teristiken Haupttangeuten -Curven  auf  den  Integralflächen  rind.*)  Es 
ist  andererseitB  leicht  zn  erkennen,  dass  einer  jeden  Idnien-Congruenz 
eine  lineare  partielle  Differential-Gleichung  erster  Ordnung  entspricht^ 
deren  zweifach  unendlieh  viele  Charakteristiken  —  die  Geraden  der 
Congruenz  nämlich  —  als  Hanpttangenten -Curven  auf  den  Iniegral- 


•)  Herr  Darboiix,  dein  ich  im  Sommor  1H70  in  tiucm  (ipspräolio  mit- 
thcilte,  dass  jeder  Liuien-ComiiU'x  ouk?  i»artielle  Diticrential-Cileichiing  crat-er  Urd- 
nang  bestimmt,  deren  Charakteristiken  lIaa|>ttangonten-C'arvon  sind,  könnt«!  damals 
dieMn  Safai. 

« 
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flachen  auftreten,  llmgeki'hrt  werden  wir  beweisen,  da8S  es  keine 
weiteren  partiellen  Differential -^lU'icluni gen  erster  Ordnnng  gieht, 
well  he  die  besprochene  Eigenschaft  besitzen,  als  Uie  genannten  beiden 
Arten. 

S(lirt'il»en  wir  eine  allgemeine  partielle  DiÜerential-üieichung 
erster  Ordnung  in  der  Form: 

F  i  .  r  ij  z  p  (j  )  =  0, 
80  luüssf'ii  wir  F,  als  Fiiiu  tion  von  ./ ,  v,  z,  fj  auf'gefasst,  in  all- 
gemeijistcr  Weise  so  bcstinimen ,  dass  in  einem  beliebigen  Punkte 
einer  IntegralHäclie  die  lüchtung  der  Cliarakteristik  mit  derjenigen 
der  Trajectorie  /us^anunenfüllt.  Die  beideji  liesprochenen  Hiclitnngen 
liegen  nämlich  hinsichtlich  der  beiden  entsprechenden  Haupttajigeiitcii 
harmonisch,  und  wenn  sie  also  zusammenfallen,  so  werden  sie  zugleich 
mit  der  einen  Haupttangente  identisch.  Nach  Monge  bestimmen  aber: 

bezOglich  die  Bichtangen  der  Charakteristik  und  der  Trajectorie,  und 
also  kommt  unser  Problem  darauf  hinaus,  das  allgemeine  Integral  der 
partiellen  Diflerential-Gleichung: 

7M  bestimmen.  Diese  Gleichung  lässt  sich  nach  den  gewölmlic  hen 
Methoden  integriren;  da  wir  jedoch  hierdurch  die  Lösung  in  einer 
Form  erhalten,  die  sich  nicht  unmittelbar  interpretiren  lässt,  so  wird 
es  vortheilhafter  sein,  einen  indirecten  Weg  einzusdüagen. 

41.  Setzen  wir  nun  zunächst  voraus,  dass  die  gesuchte  partielle 
Differential-Gleichung  F  =  0  keine  lineare  ist,  so  entspreclien  der- 
selben bekanntlich  dreifach  unendlich  viele  Charakteristiken,  und  also 
befriedigen  diese  Curven  nur  cinr  (ileichung  von  der  Form: 

f  ix  y  z  d X  dy  dz)  —  i). 
Setaen  wir  hier  statt  y  und  z  die  äquivalenten  Au.sdrücke: 

•«      i3fdx  —  xdy)-\-xdy  xdz  —  (.c  dz  —  sdx) 

y  — dx  "  »    •  dx  » 

so  erhält  die  (Jleichung  der  Charakteristiken  {f  =0)  die  Form: 
X[dsCf  dy,  dz,  {xdz  —  zdx),  [ydx  —  xdy),  ^  (r)]  =  0 
und  zwar  wissen  wir,  dass  wenn  cf  [x)  eine  Constante  ist,  und  nur 
daim,  die  Charakteristiken  von  den  Geraden  eines  Linien  -  Complexes 
undiüllt  werdrii.    Indem  mau  nun  nach  den  gewöhnUchen  licgeln 
unter  den  Gleichungen: 

Z=^0,    3^:/,  =  p|),    Xrf»  =  Pä.   Xir»  =  — P 
die  Grössen  dx,  dy,  d:  eliminirt,  wobei  q  wegfallt,  erhält  man  dio 
ursprüngliche  partielle  Diü'erontiaUGleicliung  (.FobO)  in  der  Form: 
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und  zwar  fragt,  es  sich  hier,  ob  der  Ausdruck  «  der  Gleichung  (1)  in 

anderen  F&llen  genügen  kann,  als  wenn  <p  (x)  eine  Constante  ist. 

FOhrl  man  auf  n  die  durch  (1)  angegebenen  Operationen  aus,  so 

bleibt  nach  einer  Reduetion,  die  sich  darauf  grQndet,  dass  n  in  dem 

angegebenen  Falle  die  Gleidiung  (1)  befriedigt,  nur  surQck: 

dar  ^  dji  ^  (hp  ^  ^ 
dp  '       '  dx  ' 

eine  Gleichung,  dia  in  drei  zerfilllt: 

dp      '  »  dx  ^' 

Ist  erstens  -~  gleich  Null,  so  kommt  p  gut  nicht  in  der  Gleichung 
«     0  vor,  und  also  ISsst  sich  dieselbe  auf  die  lineare  Form : 

bringen;  diesen  Fall  haben  wir  aber  l)oiliiiifig  aiispreschlossen.  Die 

Gleichungen      s  0  und  ^  b  0  sagen  besQglich,  dass  n  nieht  die 

GrOese  9  enthalt,  und  dass  9  eine  Constante  ist,  und  sonnt  ist  meine 
anfängliche  Behauptung,  insofern  sie  sich  auf  nicht- lineare  Gleichun- 
gen beaog,  erwiesen. 

•  Wir  g^n  nun  su  dem  Falle  Uber,  dass  F  ^  0  eine  lineare 
partielle  Differential-Gleichung  ist.  Es  giebt  alsdann  zweifach  unend- 
lich viele  Charakteristiken,  und  es  ist  leicht  zu  erkennen,  da^  die- 
sen>en  gerade  Linien  sein- müssen,  wenn  die  fragliche  Eigenschaft  ein- 
treten soll.  Betrachten  wir  nümlich  einen  Punkt  die  durch  den- 
selben gehende  Charakteristik  c  und  endlich  eine  variable,  unendlich 
nahe  Charakteristik  c.  Es  ist  klar,  dass  die  Tan£?oiifonobene  der  cut- 
sprechenden Infefjralflächt*  im  Pnnkte  ;)  mit  r'  variirt;  es  soll  aber 
diese  Ebene  die  Curve  r  in  diesem  Punkte  osculiren,  nnd  also  mnss  c 
die  Eigensdiaft  besitzen,  dass  iliren  Punkten  eine  unbestimmte  Oscu- 
lationsebcne  entspricht.  Dieses  ist  aber  nur  für  die  gerade  Linie 
der  Fall. 

Die  hiermit  abgeleiteten  liesultate  lassen  sich  fulgendermasseu  zu- 
sammenfassen: 

Es  gicU  ßmi  eUsUnde  Classm  partieller  Differctüial'Glcichunym 
ertkir  Ordmmg,  deren  CharäkterisHken  HaupUangenteit-Cuinm  auf  den 
Inkyruljlächm  Bind;  die  eine  hestehi  aus  linearen  DifferenHai-Oki' 
dtungeUf  deren  geradUnige  CharaHerisHken  eine  Ckmgrueng  lüden.  Die 
gweite  Clasae  enüpri^  den  Plüeher'edten  Linien- Complexen,  in  dem 
Sinne,  dass  die  CharakterisHken  einer  soUhen  DifferentiaH-Oleidimg 
wn  dm  Geraden  eines  Compkxes  umkUüt  werden,  AUdann  Jeommi  die 
Aufgabe  der '  Integraiion  darauf  hinaus:  die  allgemeinste  FUiehe  su 
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finäenp  deren  gweifadt  unendlich  vide  Haupttangenkn  des  einen  Systems 
einem  gegdmen  lAmen-CoimpUxe  emgdwren.  Ihn  Inbegriff  dieser  beiden 
Classen  besddmen  wir  mit  dem  Symbok  Du.*) 

Entspricht  die  D,|  einer  Linien-Coiigruenz,  so  ist  die  zugehörige 
Brenn  flache  das  singulüre  lutegral.  In  d('ni  zwoihm  Falle  flndcMi  sich 
unter  den  IntegralÜachen,  wie  mir  Herr  Klein  bemerkt,  die  Develop- 
pabicn  der  singalüren  Linien,  wie  auch  die  äingularitatenfläche  des 
betreffenden  Linien -Complezes. 


42.  In  Verbindung  mit  dem  Liiiulto  dieses  Paragraphen  steht  der 
folgende  ISatz: 

Aaf  einer  Flüche  liegen  einfach  unendlicli  viele  Curren,  deren 
Tangenten  einem  gegebenen  Lmieu-CcNnplexe  gehdren.  Haben  diese 
Cnrren  eine  UmhfiUungs-Carve,  was  im  Allgemeinen  nicht  stattfindet^ 
so  sind  2wei  flUle  möglich.  Entweder  berOhren  diejenigen  Complex- 
Kegel  die  Fläche^  deren  Spitzen  anf  der  UmhflIlungs>OurTe  liegen,  und 
dann  ist  dieselbe  eine  Haupttangenten-Cuire;  oder  die  Tangenten  der 
Umhüllnngs-Corve  sind  Doppelkanten  des  betreffenden  Complex-Kegela, 
in  dem  letaten  Falle  laset  sich  nichts  schliessen. 

Es  war  durch  Anwendung  dieses  Satzes,  dass  ich  die  Haupi- 
tangenten-Curven  der  tetraodral-symmetrischen  Flächen  (G<"»ftini(.  Nachr. 
Jan.  1870)4bestinimte.  [Durch  eine  andere  Methode  war  Herr  Clebsch, 
wie  i^h  Später  erfahren  habe,  schon  früher  auf  diese  Hcstimraung 
geführt  worden,  ohne  iudess  etwas  hierüber  veroöentliclit  zu  haben. 
Später  (Bulletin,  Novbr.  18>70,  p.  8)  erhielt  Herr  Darboux  dasselbe 
Resultat  als  Corollar  einer  allgemeineren  Uestimmunq;.]  Jede  tetrae- 
dral-syninietrisclie  Fläche  steht  in  der  Ijesprocheneii  Bezielum«;  zu  jedem 
Linien -(  oin]il('xi',  dessen  (Jerade  das  der  Fläche  zugehörig«'  Funda- 
mental •  Tetraeder  uacli  constautem  Doppel -Verhältnisse  schneiden. 

§  15. 

PartittUe  Difllnmitial-Oleieliiuigai  onter  Ordnung,  deren  Ohaiakteristikon 
ErfimmnngBlinton  anf  d«n  IntegralJlichen  sind. 

4Ji.   Wir  wissen,  dass  unsere  Ku^fel-AbbiMnuLT  die  Flemente  einer, 
Flüche  /■  in  die  Elemente  einer  Fläche  F  übcriiilirt.    Es  wird  hieri)ei 
offenbar  ein  paarw^eises  Znsammengehören  zwischen  allen  Cnrven  der 
beiden  Flächen  festgestellt,  und  zwar  entsprechen  sich  insbesondere 


*)  Herr  Klein  macht  mich  Uaraut  uulmorksam,  Uoss  die  licBultato  dieses 
l'aragnqiheD  rieh  IHcfat  nnd  flbcrrichtlich  durch  geomotriiche  Bc^raebtangen  be- 
woison  lassen. 
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die  Haupttaugenten -Gurren  auf  f  und  die  Erümmungslinien  auf  F. 

Hieraus  folgt,  ilass  zwei  Flächen  und  f.^,  die  einander  nach  einer 
Haupttange n to M -Curve  berühren,  im  Allgemeinen  in  Flächen  Fi  und 
übergehen,  die  in  demselben  gegenseitigen  Verhält nisee  längs  ttner 
Krfimmungslinie  stehen.  Dieser  Satz  erleidet  jedocli  eine  wichtige 
Ansnahnie  (die  freilich  im  Folgenden  nicht  in  iietrarht  kommt),  und 
um  Alles  möglichst  klar  zu  stellen,  gehe  icii  hieraiit  etw;is  näher  ein.*  i 
Nach  §  ß. ,  18.  "20.  wissen  wir,  üass  wenn  die  beiden  lUume  r 
und  R  durch  ein  Gleichungs  -  System : 

F\{xy  :  X  YZ)  =  0,    F.ixyz  X  Y Z)  =  0 

redprok  auf  einander  bezogen  sind,  sich  ein  Flächen -Element  des 
einen  Raumes,  welches  einen  elementaren  Complex  -  Kegel  berührt,  im 
anderen  Räume  als  ein  ähnliches  Filenient  abbildet.  J*iun  giebt  es  otteji- 
bar  im  Allgemeinen  in  jedem  Räume  vielfach  unendlich  viele  Elemente 
von  dieser  ausgezeichneten  Lage.  Wenn  aber  die  «'lementareji  Coui- 
})lex- Kegel  des  Raumes  /  ihvui:.  Strahl- Büschel  sin<l,  so  git-bt  es  in  r 
nur  dreifach  unendlich  viele  solche  Elemente  —  ich  bezeichne  sie  mit 
dem  Buchstaben  c  — ,  welche  den  vierfach  unendlich  vielen  ausge- 
zeichneten Elementen  E  des  Raumes  Jl  entsprechen.  Einem  Elcmenic 
e  entsprechen  aUdann  emfaeh  vnendUeh  viele  Elemente  E. 

Dies  tritt  insbesondere  bei  unserer  Kugel -Abbildung  ein.  Durch 
jeden  Punkt  in  r  geht  nar  ein  ausgezeichnetes  Element,  dasjenige 
nämlich,  welches  dem  betreffimden  Punkte  durch  den  linearen  Com- 
plex H^O  zugeordnet  wird.  Andererseits  sind  die  ausgezeichneten 
Elemente  E  diejenigen,  welche  der  Gleichung : 

1  4.pt4.^^0 
genügen,  wo  P  und  Q  wie  frOher  die  partiellen  Deri?irten  von  Z  hin- 
sichtiich  X  und  T  bezeichnen  sollen.  Wie  eine  geometrische  Be- 
trachtung zeigt,  sind  es  jedesmal  die  einfadt  'itnendlieh  vieHen  Elemente 
E,  die  si(A  an  eine  Otrade  von  der  Länge  NüH  ansefUiessen,  weldte 
dmsdben  Elemente  e  des  Raumes  r  entsprechen, 

44.  Nach  den  obepstehenden  Entwickelungen  können  wir  den 
. folgoiden  Satz  aussprechen: 

Wenn  twei  FläcJten  und  /,  einander  nach  einer  Uaupttangenten- 
Ctirvc  berühren,  und  die  Tangenten  dieser  Cvrrc  nicht  dem  linearen 
Coniiylexi'  H  ==  0  amfchören,  so  berühren  die  JiHdflächen  F^  und  F^  ein- 
ander nach  einer  Kriiimunnr/slinir.  Jv  (lern  (nisficschJo^senm  Falle  f/f- 
hören  alle  Tangenten  der  Flächen  /,  und  /„  die  durch  einen  Funkt  der 

*)  Ee  rnusü  einur  andtireu  Arbeit  vorbeh^ütcu  sein,  eiue  eiugebcndc  Dücuü- 
non  aller  EigeathflmHehlteHen  sq  geben,  die  bei  der  Nöther*«ehai  AbbUdung 

de«  liueureii  Complexes  u^ud  mciiun  '  i  uf  begründeten  Kugel -Abbiidimg  bin- 
sichtlich  der  Fundanieutal-ti«bilde  der  beiden  Känme  stattfinden. 

M»Ui«matUobe  Aanalcn.  Y. 
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gemeinsamen  Hauptt^ngenfm-Currc  gehm,  dem  Complexe  Ii  =  0  an,  und 
alsdann  Irinn  man  nur  scIdicaseHf  dass  die  Bddflächcn  und  F.^  in 
eim  gnnciusamr  Dcrchqypnhh' ,  wckhc  den  unmdUrh  entfernten  itnagi- 
nären  Kreis  ndhiilt ,  <  inycschrirhm  sind  (§  2G  ,  84  h.). 

Borücksichtigt  man  imlesseu,  tlas.s  es  kciuo  partielle  Differential- 
Gleicluiiig  ii,i<'ljt,  ileren  krummlinige  Charakteristiken  HÜmmtlich  von 
Gefallen  des  liurarm  Complexes  JI  —  0  umhüllt  werden,  so  liisst 
sich  schiiessen  (§  G.,  17.),  dass  unsere  Kugel-Abbildung  eine  jede  D^^ 
in  eine  partielle  Diifereutial-QIeichuug,  deren  Charakteristiken  Krüm- 
mungäliuien  sind,  überfQlirt  Anderaneits  erhalten  wir  in  dieser  Weise 
alle  Düferential-Gleichtmgen  tob  dieser  Eigenschafty  weil  der  folgende 
Satz  ohne  Ausnahme  gilt: 

Zwei  Flächen  F|  und  F^,  die  einander  nach  dner  Erüminangs-  .  .  ' 
lime  berühren,  geben  in  r  BildflSchen,  die  idch  nach  einer  genieiii<-  ".'  - 
Samen  Haupttaugenten -Ciir?e  bolUiren. 

Es  gehen  also  die  im  vorangehenden  Paragraphen  erhaltenen  \ . 
Resultate  in  die  folgenden  über.  ' 

Es  giebi  Mtoei  distincte  Clnssen  parti^ler  Differential- Gleichungen 
erster  Ordnung,  deren  Charaktetistikcn  Krümmungslinien  auf  den  In^ 
tegralfUieheji  sind.  Ghnehungcn  der  ersten  Classe  lÖnn/n  dadnreh  eha- 
rahtt  risirf  werden ,  dass  sie  als  vollständiges  Integral  d<  n  JtU>egrifJ'  von  -  . 
ziveifaeli  nnendlieh  vielen  Kugeln  —  eine  Kugel-Ctnujrnrnz  —  gestatten. 
J)as  idhjeuieine  Integral  wird  also  von  Jtöhren/läehen  ffehildet ,  und 
deren  kreisförmige  Kriimmungslitiien  sind  dir  Charaliterisfikrn.  Die 
zweite  Classe  entspricht  dm  Kugel-Coniplexcn.  Die  Aufgabe,  eine  solehe 
Differential-Gleieliung  zu  iidegriren,  kommt  geonietriseh  darauf  hinaus: 
die  aUgciticinstit  Fläche  eu  finilen,  deren  eweifach  unendlich  viele  Uaupt- 
Kugdn  des  einen  Systems  mnm  gegcbmm  Cm^ßes»  angehorm.  Dm 
Inbegriff  dieser  beiden  CHassen  werde  teft  mU  dem  Symibdle  D,,  be- 
seitknen,*) 

46,  In  seinem  Werke:  ParHdle  DiffereiMl'GMdiwngen  pag. 
127 — 129  stelH  flerr  Du  Bois-Beymond  die  Aufgabe,  die  wir  eben 
erledigt  haben.  Er  macht  darauf  aufmerksam^  dass,  wenn  die  Charak- 
teristiken Kriimmungsliuieu  sind,  dieses  auch  mit  dm  Trajectorien  der 
Fall  ist.  Alsdann  schneiden  aber  Charakteristikeu  und  Trajectorien 
einander  orthogonal  und  dadurch  wird  das  besprochene  Problem  (§  14.,. 
40.)  darauf  zurückgeführt,  die  partielle  Differential -Gleichung: 

*)  Herr  Darboux  tiieilt  mir  mit,  «Um  er  anch  bemerkt  hat,  da»  die  Auf- 
gabe, eine  Fl&che  durch  einu  Eigeiiscbaft  der  Haupt -Kiigcbi  zu  beatimmen,  hl 
gewissem  Rinne  nur  iiuT  eine  i):ii  ti*  lli-  Ditrerciitiab Gleichung  MVfff  Ordnung  flUirt. 
(Ycrgl.  das  auf  Darboux  hezügbchc  Citut  io  §  24.) 
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wa  integrim.  Herr  Do  BoiB-Eeymond  f&hrt  diese  Integration  in 
einigen  sehr  einfachen  Fällen*)  aoe,  und  ftnesert  dabei  die  Vennntliimg,* 
doss  aneh  der  allgemeine  Fall  keine  erheblichen  analytischen  Schwierig- 
keiten  bieten  wflrde.  Jedenfalls  hat  die  vorstehende  Lösung  ein  eigen- 

'thOnilichea  Interesse. 

Hier  mag  auch  die  Bemerkung  ihren  Platz  finden^  dass;  wenn 
zwei  Jblachen  f^  und  eiunuder  eine  Berilhrnng  n^*'  Ordnung 

nach  einer  Haupttangeuteu-Curvo  hal)on,  die  Bildtiächen  im  Allgemei- 
iien  in  demselben  n;ej]^euseitigon  Verhältnis.'^c  längs  einer  Krilmmungs- 
linie  stehen.  Demzufolge  wird  eine  {»ftrtielle  Differential -Gleichung 
w''*^  Ordnung,  defen  Charakteristiken  des  einen  Systems  Haupttan- 
genten -  Curven  auf  den  Integralflächen  sind,  durcii  unsere  Kugol- 
Al>l)ildung  in  eine  Gleicliung  derselben  Ordnung  ül>ergeführt,  deren 
Charakteristiken  des  einen  Systems  Krümmungsliuien  sind. 


46.  Ich  Wierde  hier  kurz  andeuten,  wie  sich  einige  metrische 
Theorien  i^rallgemeinem  lassen. 

Der  Begriff,  der  ErOmmungslinien  einer  Flidie  erweitert  rieh  be- 

kanntlich  folgenderweise.  Es  seien  gegeben  vierfach  unendlich  viele 
Flächen  Uf  eine  beliebige  Mäche  F  und  ein  Punkt  p  derselben.  Es 
giebt  immer  einige  Uf  die  eine  stationäre  Berührung  mit  F  in  p 
haben,  und  also  F  in  einer  Curve  mit  Spitze  schneiden.  Betrachtet  man 
die  Tangente  dieser  Spitze  als  eine  dem  Punkte  p  zugeordnete  Rich- 
tung, so  bildet  die  continuirliche  Aufeinanderfolge  einander  schnei- 
dender zugeordneter  liiclitungen  Curven,  welche  ich  als  die  Ü-Krütn' 
mungslinien  der  Flüche  /*'  bezeichnen  werde. 

ßemerkenswei-th  ist  der  Fall,  dass  alle  U  aus  einer  gewissen  Flüche 
Vq  durch  Anweudung  aller  Translationen  und  Parallel -Transformatio- 
nen hergeleitet  werden  können.  Alle  Theorien  über  Krünuuuugsliuieu 
und  insbesondere  die  in  dieser  Abhandlung  gegebenen  erweitern  sich 
in  gewissem  Sinne  anf  diesen  Fall  (§  Vi.,  Schluss).  Es  ist  alsdann 
beispielsweise  immer  möglich,  alle  Fliehen  zu  finden,  deren  CT-Kram- 
mungslinien  die  Eigenschaft  beritzeui  dass  die  in  ihren  Punkten 
errichteten  FlSchen-Kormalen  mit  einer  Ebene  parallel  sind.  Diese 
Aufgabe  entspriisht  nSmlich  durch  eine  gewisse  Transformation  der 
von  Herrn  Bonnet  gelösten:  alle  Flächen  mit  ebenen  KrOmmungs- 
Unien  zu  finden.  Es  gelten  femer  die  Satze:  a)  Wenn  eine  FISche 
nach  der  gewöhnlichen  Methode  auf  einer  Kugel  abgebildet  wird,  so 

•)  Die  beiden  ereteii  Arten  des  Herrn  l>a  Bois-licy m ond:  die  um 
eine  Flüche  umgeBcbriebenen  Developpablen,  und  die  einer  gegebenen  Axo  2Uge- 
hOrigen  RotatiODillftelien,  «itiprechen  Congrutmen  einet  Kaeorm  Kugd'Compleies. 
Die  geonetriiehe  Bedeutung  «einer  dritten  Art  «ehe  ioh  im  Aagenbliek  niehl 

13« 
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gehen  die  ^/  Krilnimniigslinieii  in  eine  Schaar  orthogonaler  Curven 
über,  b)  Die  Bestimmung  der  T/- KrüninmiigBliiiieii  eUlW  Flache  J^' 
Ittsst  siel)  darauf  zurückführen ,  die  Krümmimgsb'nien .  einer  gewissen 
.inderen  Flüche  <t>  zu  finden.  Sind  insbesondere  7^^J  uml  F  Minimal- 
Hilehen  oder  ParallelHächen  solchor,  so  ist  auch  0  eine  derartige  Fläche, 
und  dann  l«"»mit'ii  also  die  L^-Krünimuiigsliiiicn  von  F  bestimmt  wci-den. 

Audi  der  Fall,  dass  alle  Flüchen  U  äliiilicli  und  iiiinlieh  gelegen 
sind,  verdient  eine  besondere  l'ntersuclrtnig.  Alsdann  halben  die  «'inem 
Punkte  zugehörigen  Uichtnngen  der  U-  Krünimnngslinien  jiaarweise 
eine  harmonische  Lage  hinsieht  lieh  der  liaupttaugenteu  der  Fläche, 
wie  hinsichtlich  der  Haupttangeuten  der  stationär  berflhreuden  ü. 

Setzt  man  enillich  voraus,  dass  alle  U  unendlich  dttnne  p^lindery 
das  heisst  gerade  Linien  sind,  so  werden  die  l/'-KrOnunungsiinien  mit 
den  Hanpttangonten>Curven  der  betreffenden  Fliehe  identisch. 

§  10. 

PartleUe  DUbrentlal-Oleichiiiigeii  erster  Ordnung,  deren  Char^ktsriitikBii 
geod&tiBohe  CureiL  auf  don  IntegimltlftcheB.  liiuL 

47.  Die  Entwickelungen  dieses  Paragraphen  lassen  sich  auf  den 
bekannten  Satz  gründen:  Wenn  zwei  Flächen  I  und  U  mit. einander 
eine  BerQhrong  mf*'  Ordnung  nach  einer  KrQmmungslinie  haben,  so 
stehen  ihre  Oenterfiächen  Ci  nnd  CL  in  demselben  gegenseitigen  Ter- 
hSltuisse  hinsichtlich  einer  gemeinsamen  geodätischen  Omnre. 

Betrachtet  man  unn  einerseits  die  Integralflächen  I  einer  Z>|2 
und  unter  denselben  die  Flächen  U  eines  vollständigen  Integrals,  an- 
dererseits die  zugehörigen  Centerflaeheu  d  und  C,,,  so  sieht  mau  leicht 
(§  G.,  17.),  «Isiss  die  Flachen  C,  einer  partiellen  Differential-Gleichung 
erster  Ordnung  J)^■^  genügen,  deren  Charakteristiken  geodätische  Cur- 
ven sind,  und  hierbei  bilden  die  Flachen  C,,  ein  vollständiges  Int^ral. 

Allgemein  können  wir  sagen,  dass  den  Integralflächen  einer  par- 
tielleji  Differential-Gleiclnmg       Ordnung  deren  Charakteristiken 

lies  einen  Systems  Krihnnuingslinien  sind,  Centerflächen  entsprechen, 
•welche  einer  Ditlerential  -  ( Jleichung  derselben  Ordnung  ])„  :,  genügen, 
und  zwar  sind  die  Charakteristiken  des  einen  Systems  geodätische 
Curven.*) 

Nach  (Ii  III  Ohniddu  ndvn  oits^n  icld  'jeder  eim  Diffo  rntial- 

Gleickuny,  denn  ClumüäerisUken  ycodätische  Curven  sind;  das  ümgc' 


*)  Einer  jeden  Düierenlial-aieieliniig  fit^  Ordnosg  eutsprccben  IntegrsUBUdien) 
doren  Contorflildien  einer  gewtMen  Gleichung  (n  -f  1)^  Ordsnag  gaaUgen.  AoMsr 

den  Cenlerflaohon  bctttiit  die  letftte  Gleiobnng  im  allgemttnen  F^e  ftodi  andere 

Integralttalchru. 
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kehrte  ist  dagegm  nUM  wahr,  und  denumfolffe  sind  die  D«»  nicht  die 
eimigen  particHm  DtffemUial-Gleichungm,  welche  die  Eigensehafi  he- 
sUsen,  dass  ihre  Oharatieristilcii  geodätische  Curvcn  sind, 

48.  Zur  Bestimmimg  der  allgememeii  Form  der  Gleicliungea  Dd 
sehlagen  wir  einen  anderen  Weg  ein,  indem  wir  uns  auf  die  im  ersten 
Abschnitt«  entwickelte  Theorie  reciproker  Curvoii -Coniplcxe  stützen. 

Sei  nämlich  im  Räume  r  ein  Ix'liehi^'er  Linien -Conipii'x  und  in 
Ii  der  entsprechende  Kugel-Ck>mplex  gegeben,  die  sich  beide  durch  eine 
Gleichung: 

F{XYZH)^0 

darstellen  lassen;  hierbei  miiss  mau  X,  Y,  Z,  H  einerseits  als  Linien- 
Coonlinatt'U  (§  10.,  30.)  hinsichtlich  vier  paarweise  in  Involution  lie- 
gender linearer  Complexe,  andererseits  als  Kugel-Coordinaten  auftasseu. 
Inäm  wir  mm  den  MittdpwnM  (X  Y  Z)  einer  hdiebigen  Kugd 
{X  YZH)  des  besproihenm  Kugd-Coniplexes  als  das  BUd  der  Geraden 
(XTZH)  auffassen,  erkaUen  wir  eine  AhMking  des  Linien-Com- 
plexes  F(XYZH)  0  Im  Purnktratme  B,  bei  welcher  einer  jeden 
Coiii)ptez-Liiiie  ein  bestimmter  Pankt  entspricht^  wahrend  es  eine  Anzahl 
▼on  Oomplex-Geraden  gieb^  die  sieh  ab  derselbe  Punkt  ablnlden  —  so 
viele  nämlich,  wie  der  Grad  der  Gleichung  F  (X  YZH)  =  0  hinsieht« 
lieh  H  beträgt.  Den  Gomplex- Linien,  die  durch  einen  Punkt  gehen, 
entsprechen  die  Punkte  einer  Curve  C,  nnd  es  ist  einleuchtend,  dass  alle 
C  einen  Curvm-CompUx  hihlm,  der  eu  unserem  Linim-Complcre  in 
der  rcciprohcn  Besnehun//  steht,  die  wir  im  ersten  Abschnitte  betrachtet 
haben.  Hierbei  miissen  wir  erinnern.  <lass  die  zwei  nHiprokon  C'urven- 
Coniplexen  zugehöiigcn  partiellen  Ditterential-Gleichungen  erster  Ord- 
nung in  dem  Sinne  mit  einander  äquivalent  sind,  dass  die  Lösung  der 
einen  diejenige  der  anderen  giebt. 

öetst  man  (§  9.,  27.)  in  die  Gleichungen  einer  Geraileu: 

rß^x  —  Q,    sa-^y  —  o 

die  VVerthe:  i 

fS^\{Z±H),     r^-^i{Z  -^ril) 
ein,  so  bestimmen  die  hervorgehenden  Relationen: 

-  {Z  +  H)s^ix  —  {X-{-  ,Y) 
(X—  iY)z  =  ^if~  ^) 
in  denen  man  II  als  die  durch  F(XYZll)  =  ^)  beatnnnite  V\.\\n- 
tion  von  X,  Y,  Z  auttasst,  die  (jben  bes]»rochene  Abbildung  <ler  lieiden 
Kaume.  Indem  man  nun  (§  3.,  (j.)  hinsichtlich  X,  Y,  Z  diöereutiirt: 
—  (f/Z  +  dll)z  —  —  (f/X  -}-  ulY) 
(rfX  -  i(lY)  z  =  —  {dZ  ±,  (JH) , 
und  zwischen  diesen  beiden  (und  den  ursprOnglichen)  Gleichungen 
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X,  ij,  s  elimiiiirty  erhält  man  die  Difi'eretUkU'irlcUJiutig  den  (Jurven- 
Compkxes  m  B: 

oder,  wie  man  auch  schreiben  kann: 

eine  Ofkiehmg,  deren  gernttrisdie  Bedevkmg  ist,  daas  die  leiden  JT»- 
{XTZH)  imd  (Z+^Z,  r+ AF,  Z+ AZ,  H-^^H)  et»- 

ander  heruhren,  dasa  aho  die  entsprechenden  (reraden  sieh  st^ineiden. 
Die  elementaren  Gomplez-E^l: 

dlP  +  dY'  4-  dZ'  =  (^^  dX-i-^  dY  +  ^  "  dZy 

berüliren ,  wie  ihre  Gleichung  zc^igt,  den  uuendlich  weit  entfernteu, 
inniginilreii  Kreis  iu  den  beiden  Durcbscbmttspuukteu  desselben  mit 
der  Ebene: 

nud  also  sind  sie  Umdrehnngs^Kegel,  deren  Äze  die  Richtangs^OosinuB: 

t'X*       '  fiX  ^^8^*^*'         erhalten  somit  die  folgende  übersichtliche 

Vorstelhmg  von  diesem  Cnrveu-Complcxe: 

Die  rlrnwntaroi  Co»iphxr>Kcu>l ,  deren  Svhcdd  /nif  einer  helicUitjcn 
Fläche  ai(,s  der  Seh<u(r  II  =  Coiist.  liegen,  sind  Umdrchnngs  -  Kegel, 
dirrn  A.re  die  enlspreehende  Normale  der  genannten  FlädkC  ist.  Die 
Wnüid-Oc/fnuny  dieser  Kegel  rariirf,  wie  die  Gleichung: 

dX^     dY'     dZ-^  =  dIP 

zeigt,  in  solchar  Weise,  dass  die  rniendliek  nahen  Flächen  H  C 
und  H  ==  C  -\-  ükC  auf  den  Erzeugenden  dieser  Kegel  Segmente  der- 
selben GrOsse  ahsehneiden.  Hi(  nius  folgt,  ivie  wir  sogh  ieli  zeigen  werden, 
dass  die  Flüchen  11=  C  die  Integrülfhi.die)i  unserer  Z),  5  noch  imuL- 
distanten  Curven  sehneiden;  hierbei  sind  die  zagehörigen  orthogomden 
Curvcii  bekanntlich  geodälisdie  Linien  und  eugleidi  Charc^eristiken  hin- 
sidUlich  der  Di,.  Diese  geometnsche  InterprektHon  einer  D^^  giebt  leicht 
ala  allgemeine  Form  derselben:  

ff  ^ + 1# « -  ff  -  ^HrF+  w  ■      (,  '^y+  1. 

ufdche  QUichmg  mr  später  durch  eine  a$udfftis^  Mähode  findm 

werden. 

Mau  betrachte  eine  behebige  auf  M  ^  C  gelegene  Curve  h 
und  die  den  Punkten  derselben  zugehörigen  elementaren  Gomplezo 
Kegel  y   deren    infinitesimale  Durchschnitts -Curvoii  mit  der  Flache 

H=C-\-AC  zwei  Umhüllungs- Curven  bostiunuen,  unter  denen 
wir  die  eine  wilhlen;  bekaimtlich  j^ehört  der  zwischen  k  und  //  ^^e- 
legeue  Flächeu-»ätrciieu  einer  iutegralüüche  au.   Durch  Wiederholung 
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dieser  Operation  findet  man  auf  den  successiven  Flächen  H  ^  C 
eine  Sehaar  Ounreu  V,  deren  Inbegriff  eine  Intcgralfläche  bildet,  und 
dabei  folgt  am  dem  Vorstehenden,  da8s  alle  k  äquidistaute  Gurven  aiud. 
Nui  stehen  immer  die  Tangeute  einer  h  mid  die  Axe  des  zugehörigen 
Complex-Kegels  senkrecht  auf  einander,  und  also  berührt  dieser  Kegel 
die  betreffende  Tutegralflüclie  nach  einer  Richtung,  die  ebenso  die  Tan- 
gente von  k  orthogonal  schneidet.  Die  Charakter  ist  ilicn  und  die  Cnrvcn  k 
bilden,  wie  früher  hchauptd,  ein  Orfhoffon/il-Si/sfan.  Die  Curven  k  sind 
aber  äquidistant,  und  also  finden  wir  den  Satz  wieder,  dass  die  Cha- 
rakteristiken einer  Z),^  geodätische  Ciirveu  aui'  den  Integraltiächeu  sind, 
üm  die  der  Differential -Gleichung: 

zugehörige  partielle  Di£kreiiüal> Gleichung  zu  bestimmen,  muss  man 
unter  den  Gldchungen: 

die  Giöeeen  dX,  dY^  dZ  eliminiren,  und  hierbei  findet  man  als  all- 
gemeine Fffrm  der  parUdlen  DifferetUial'Qleiehmgen  D^^: 

15^+ It  «- ^1 + ^' + •  W+Q'^. 

ttorauagesettt,  dass  H  eine  beUebige  hdsannk  FwndUm  von  X,  Y,  Z 

Aus  unseren  frühereu  Entwickelungen  (§  f).,  18.)  folgt,  diiss  die 
int^gration  einer  D^^  auf  die  Bestimmung  der  Ilaupttaugenten-Curven 
des  entsprechenden  Linien-Gomplexes  zurückgeführt  werden  kann.  IHe 
betreffenden  Charakteristiken  sind  ja  recipioke  Curven  hinsichtlich  der 
Abbildungs  •  Gleichungen : 

-  (Z  T -ET)«  —  V  —  (-2^  H- 
(X— »F)«-\{y-(Z+J5r), 

und  wenn  man  also  die  allgemeine  Gleichung  des  einen  Gunren- 
Systems  kennt|  so  findet  man  diejenige  des  anderen  durch  Differen- 
tiation und  Elimination.  Wenn  wir  anderelveits  .sagen,  dass  die  Inte- 
gration einer  J),,  mit  derjenigen  einer  D,,  äquivalent  ist,  so  kommt 
dies,  geometrisch  anfgefasst,  darauf  hinaus,  statt  eine  Flache  durch 
eine  Eigenschaft  der^Üaupt-Kugeln  zu  bestimmen,  die  entsprechende 
GenterfiSehe  m  mehea.  Herr  Bonnet  benntst  eine  solofae  l^eans- 
formation  bei  seiner  Bestimmung  aller  Flachen  mit  ebenen  oder  spha- 
rischen  Krümmnngslinien. 

Die  obenstehende  Form  einer  Z>,3  tlieilte  ich  der  Akademie  zu 
Ghristiania  (October  1870)  in  einer  Note  mit,  in  welcher  ich  unter 
anderem  die  drei  Glassen  I>,|,        Dj,  aufstellte.  Eine  symmetrische 
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Form  erhalt  ruan,  wenn  man  die  Aufgabe  lolgeiideriuasseu  »ieWi:  Bs 
soll  eine  Gleichuug  <t>{XYZ  H)  =  0  gefunden  werden,  die,  mit  der- 
jenigen des  betreffenden  Kugel-Coraplexes  TT  (X  YZH)  ==  0  verbunden, 

Z  ah  die  verlangte  Function  von  X  und  Y  giebt.  Diese  Bemerkung, 
oder  eigentlich  eine  damit  üquivalente ,  verdanke  ich  Herrn  Klein, 
der  darauf  ilurch  seine  linieugeometrischeu  Untersuchungen  geführt 
wurde  (vergl.  dessen  zweite,  hier  folgende  Arbeit).  Andererseits  theilt 
Herr  Darboux  mir  eben  (October  1871)  mit,  dass  er  eine  entsprecheade 
Form  durch  Untersuchungen  über  Kugel- Com plexe  gefunden  hat 


•Die  wichtigsten  Resultate  der  drei  ▼orangehenden  Paragraphen 
fasse  ich  folgendermassen  znsanunen: 

Partielle  Differenikil' Gleichungen  n^*'  Ordnung,  deren  Charäkte- 
risliken  Hauptkmgenten-Curvm  oder  Krümmungslinien  siiuif  wul  jsine 
Glosse,  deren  CharäkterisliJcett  geodätische  Linien  siml,  bilden  äquwO' 
lenie  Froblenie  in  dem  Sinne ,  dass  sie  gegenseitig  in  ima/ndeir  trans- 
formirt  werden  Jcönnen.  Ist  insbesondere  n  gleich  1 ,  so  cntspredien 
diesen  Problemen  Untersuchungen  über  Cotigruensen  und  Complexe,  deren 
Elemente  fjfradc  Linien  oder  Kuf/eln  sind. 

Hier  soll  auch  darauf  aufmerksam  gemacht  werden,  dass  ebenso  wie 
es  einen  Cyclus  von  Verwandtschaften  giebt,  welche  die  Gleichungen 
/)„  1  in  ( ileiehungeji  derselben  Art  nl)erführen,  alle  linearen  Punkt-  '. 
Transforni;itionen  nämlich  zusammen  mit  allen  dualistischen  Umfor- 
mungen des  Raumes,  es  auch  einen  Cyclus  von  Verwandtschaften  giebt, 
welche  besüglich  die  Gleichungen  D^i  und  D^s  ihren  Chaiakter  be- 
halten lassen. 

§  17. 

üebar  Unitn-Gompleze,  wekhe  infinitesimale  lineare  Traneformationen 

in  sieh  aelbet  heeitien.*) 

49.  Linien -Complexc,  die  sich  durch  eine  Gleichung  der  Form: 

F(XyZ)--0 

darstellen  lassen,  bilden  sich  als  die  Kugehi  ab,  deren  Bfittelponkte 
auf  der  Fläche  F(X7Z)<^0  liegen.  Dieser  Engel -Gomplez  wiid 
nun  offenbar  durch  eine  Miehige  Parallel-Transfonnation,  oder  was  auf 
dasselbe  hinauskommt,  durch  eine  infimte^maie  solche  in  sieh  selbst 
flbergeftthrt,  und  also  können  wir  nach  §  13.,  38.  den  Linien-Complez 

*)  Cfr.  Sur  une  cerkune  fiuniüe  de  eourbes  et  de  swrfaeea  par  Klein  et  Lie, 
CoiTiph>s  rt'iulus  1870.  Ueber  wrtantmXbare  lineare  TramformaUtme»  von  Klein 
nud  Lie,  Math.  Ann.  Bd.  4. 
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.  F(XYZ)  =0  dadoioh  cbarakterisireti)  dass  er  eine  infinitesimale 
TraBsformatiou  van  der  Form: 

geetattei. 

Nim  iai  ea  bekannti  dass  die  Aufgabe,  die  allgemeine  Flache  zu 
findra,  deren  Krümmungs-Gentra  des  einen  Systems  auf  einer  gege- 
benen Fläche  liegen,  darauf  hinauskommt,  die  geodätischen  Curven 

dieser  Fläche  zu  fiiuUni.  Unsere  früheren  Theorien  geben  also  den 
folgenden  interessanten  Satz:  Die  Bestimmuwj  der  Hanpttangniien' 
Curven  des  Linien- Complexes  F{XYZ)  =  0  und  die  Axtff'mduny  der  • 
ffcodäfiscJien  Curven  auf  der  Fläche  F{XYZ)  =  0  si)ul  äquivtdetüe 
Frohleme.  Es  ist  zu  bemerken,  dass  der  Grad  des  Linien -Coiuplexes 
gleich  der  Ordnung  der  Fläche  ist;  wUlireud  aber  (bi?  Flüche  eine  be- 
liebige ist,  musä  der  Complex  die  besprochene  iuiiuitesimale  Trans- 
formation in  sich  selbst  liesit/en. 

Unter  den  linearen  Tangential -Complexen  des  Kugel -Cuuiplexes 
F{XYZ)  =  0  betrachte  ich  den  folgenden: 

dessen  Engehi  eine  Tangential -Ebene  der  FlSche  F{XTZ)  =  0 
orthogimal  schneiden  (§  10.,  30.).  Eine  beliebige  Ptodlel- Transfor- 
mation ftthrt  sowohl  den  gegebenen  CSomplex  wie  den  Tangential- 
Complez  in  sieh  selbst  fiher,  und  also  sehen  wir,  dass  diese  Gomplexe  * 
einander  in  einfach  unendlich  vielen  gemeinsamen  Kugeln  berühren. 
Der  Complex  F{XYZ)  =  0  Iiis  st  sich  in  Folge  dessen  als  Bnve- 
loppe-Gebilde  von  zweifach  unendlich  vielen  linearen  Complezen  auf- 
fassen. Wenden  wir  uns  za  den  Linien-Vorstellungen,  so  können  wir 
den  entsprechendeji  Linien- Complex  definiren  als  Enveloppe- Gebilde 
von  zweifach  unendlich  vielen  linearen  Complexen,  die  mit  einem  gege- 
benen linearen  Couiplexe  H  =  0  in  Involution  lioi^en,  u]id  ausserdem 
eine  gemeinsame  Genulo  desselben  (die  Fundamental- Uerade  des  Rau- 
mes r)  entlialten  (cfr.  §  Kl,  P,0.). 

Zweifach  unendUch  lineare  Complexe^  dir.  mit  einem  ijKjdwncn 
in  Involution  lieym  un<l  fiu^ficrdem  eine  Gerade  dieses  letzten  Conijjlca'ts 
enthalten,  umhüllen  einen  Linien-Comjjlex,  desioi  Haupttarujcnten-Curv&n 
sich  dtidureh  hea^mmen  lassen^  dass  man  die  (jeodätischcn  Curven  einer 
gewissen  FIM^  aufsuehi. 

Im  nächsten  Abschnitte  werde  ich  auf  den  Inhalt  dieser  Nnmmer 
zorBckkonimen. 

50.  Durch  die  Entwickelangen  der  vorangehenden  Nommer  wird 
man  darauf  gefiOurt,  sich  die  Frage  zn  stellen/  ob  die  Bestlmmnng 
der  Haupttangenten -Curven  sich  immer  vereinfachen  lasst,  wenn  der 
betreffende  idnien- Complex  eine  infinitesimale  lineare  Transformation 
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gestattei  Die  Antwort  liegt  unmittelbar  in  den  obengenannten  Ar-  . 
beiten  von  Herrn  Klein  nnd  mir  (vergl.  besonders  diese  Annale 

Bd.  4.  p.  80.).  Wir  baben  uämlich  überhaupt  die  Aufmerksamkeit 
darauf  gerichtet,  dass  >vciin  bei  einem  Gebilde  eine  infinitesimale  Traus- 
formation  bekannt  ist,  sieb  die  Bestimmung  von  anderen  Gebilden,  die 
mit  dem  gegebenen  in  einer  durch  die  betreffende  Transformation  un- 
zerstörbaren Beziehung  stehen,  ün  Allgemeinen  durch  passende  Goor- 
dinaten -Wahl  vereinfachen  lasst. 

Hierbei  rauss  man  diejenigen  Cjurven  anwenden ,  die  den  geome- 
trischen Ort  bilden  für  die  infinitesimalen  Wege,  welche  alle  Pujikte 
des  Raumes  wäiireud  der  besitrochenen  Trausforniation  beschreiben. 
Hetzen  wir  insbesondere  voraus,  dass  die  bekannte  Transformation  eine 
lineare  ist,  so  werden  diese  Curven  eben  die  von  Herrn  Klein  und 
mir  unter  der  Bezeichnung  Raum-Curven  W  untersuchten.  Man  ordne 
die  betreffenden,  zweifach  unendlich  vielen  Curven  W  auf  zwei  Weisen 
zusammen  in  FU&eben-Schaaren: 

f/,  U^  =  B. 

Es  geht  aUdann  jeile  Fläche  LT,  oder  durch  die  zugehörige  Transfbrnm- 
tiuu  in  sich  über.  Mau  wähle  ferner  eine  dritte  Schaar:  diejenigen  Flächen 

nämlich,  die  aus  einer  beliebig  gewählten  durch  continuirliche  An- 
wendung der  betreffenden  Transfornuition  hervorgehen,  und  hierbei 
soll  C  der  Parameter  der  Transformation  sein. 

Führt  man  nun  t/, ,  U.^  und  V  als  Punkt- Coordinaten  ein,  so 
nimmt  beispielsweise  die  Gleichung  einer  jeden  Fläche,  die  jene  Trans- 
formation gestattet,  die  Form  an: 

F{U^  U,)  =  (). 

Ebenso  kann  eine  i>artielle  Differential-Gleichung  erster  Onbiung,  deren 
Inbegriff"  von  elementaren  Complex  -  Kegeln  durch  die  Transformation 
uugeäudert  bleibt,  folgenderweise  geschrieben  werden: 

was  bekaniitlioh  «in  Sdurttt  vorwirti  isl  Dieses  ist  insbesondere  der 
Fall  mit  der  2),)  eines  Linien-Gomplezes,  der  selbst  ungeilndert  bleibt. 

Betrachten  wir  /..  B.  die  vier  paarweise  in  Involution  liegenden 
linearen  Complexe  XsssO,  Jrs=0,  «0,  H^O  und  einen  Linien- 
Gomplez,  dessen  Gleichung  die  folgende  ist: 

so  ist  es  einleuchtend,  dass  eine  jede  Transformation  unter  den  un- 
endlich vielen: 
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umeren  Complex  in  flieh  fiberiQbrt,  and  also  nimmt  die  zugehörige 
Dil  die  obenttehende  Fixrm  an.  Hierher  gehdrt,  wie  im  nächsten 
Abechnitte  gezeigt  werden  soll,  ein  Complex  zweiten  Grades  mit  17 
Gonstanteni  und  Ewar  ist  derselbe  der  allgemeine  Complex  zweiten 
Grades,  dessen  Singularitateu- Fläche  eiue  Regelfläche  ist.  Die  Com- 
plexe  zweiten  Grades  mit  18  und  19  Constanten  gestatten  keine  in- 
finitesimale lineare  Transformation.*) 

51.  Ebenso  ist  es  für  die  Untersuchung  von  räumlichen  Gebilden, 
welche  zwei  infinitesimale  und  permutable  lineare  Transformationen 
gestatten,  vortheilbaft,  eine  besondere  Coordinaten -Wahl  zu  machen. 
Erstens  nimmt  mau  die  einfach  unendlich  vielen  Jblächen 


die  durch  unsere  Transformationen  ungeändert  bleiben.  Man  wähle 
ferner  zwei  distincte  Infinitesimale  Transformationen  ß,  y  aus  unserem 
geschlossenen  Systeme  und  endlich  zwei  Flächen  B^^  und  C„.  Durch 
contiiiuirliche  Anwendung  der  Transformationen  ß  und  y  auf  diese 
Flächen  erhiklt  man  zwei  Flächen -»Schaaren: 


wo  B  und  C  Transformations-Constanten  bezeichnen.  Wählt  man  nun 
V,  und  Punkt-Coordinaten,  so  nimmt  die  /),,  eines  Liiiien-Com- 
plexesy  der  durch  unsere  Transfonnationen  ungeändert  bleibt,  die  Form: 


Die  Integration  dieser  Gleichung  laset  sich  bekanntlich  auf  eine  (.Qua- 
dratur zurückfuhren. 

Wir  treffen  somit  eine  Classe  Oomplexe,  deren  llaupttangeuten- 
Curven  wir  bestimmen  können.  Hierher  gehört  z.  13.  der  Complex 
zweiten  Grades^  dessen  Siugularitaten-Flache  in  zwei  Flächen  zweiten 
Grades  lerfotten  ist,  wdehe  dann  nothwendig  vier  Erzeogende  gemein 
haben. 

*}  Der  LittieD-Complex  ^  ^)     ^  definixen  als 

Envelo^te-Oeliilde  swdfkidi  anendlich  vielen  linearen  Complexen,  die  mit  zwei 
gegebenen  linearen  Genplezen  in  Involution  li^en.  ünter  den  llan]>ttangenton- 

Curven  eines  solchen  Coraplexes  giebt  es  einfach  unendlich  viele  aasgezeichnete 
Schaaren.  Jede  besteht  aus  einfach  unendlich  vielen  Coraplex-Curvcn  einos  linea- 
ren Complezes  ^'  +  ^  —  H*  ^  Coust.  Das  eben  ausgesprochene  Theorem 
i>t  in  gleieher  Zeit  dne  Traasfonaation  nnd  VeraUgemeinernng  de«  bekannten 
Satzes:  Unter  den  geodätischen  Carven  einer  Fläche  giebt  es  einfach  anendlich 
viele,  deren  Tangenten  den  iuiaginilren  Kugel-Kreis  schneiden.  Die  hier  betrach- 
teten Linien  -  Complexe  besitzen  die  charakteristigche  Kipenschiift,  das«  ihre  Sin- 
gularitätcn-Flächea  Kegelflächen  mit  zwei  geraden  Leitlinien  sind.  Jede  krumme 
Hanpttangenten'Car?e  einer  solchen  Bogelflftohe  wird  anoh  von  Geraden  eines 
linewren  Complezes  +  Z*  —  if* * Consi  nmhfittt 
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Mul  erfaali  hier  beUpielsweise  eine  allgemeine  Bestimmung  der 
geodfttiechen  Gnr?en  auf  einer  jeden  Schraubenflache.  Der'InbegrüF 
aller  Kugeln,  deren  Mittelpunkte  auf  einer  solchen  Fluche  li^en,  ge- 
stattet iiuralich  zwei  permutable  infinitesimale  Tninsforiiiatiouoii  in  sich 
selbst:  eine  Schrauben -Bewegung  und  eine  Parallel -Trausformationi 
und  nach  §  13.  entsprechen  solche  Umformungen  des  Kugel- Raumes 
Ii  linearen  Punkt-Transformationen  des  Linien-llaumes  r.  Es  gehört 
also  diejenige  />,,,  deren  Integration  mit  der  Bestimmmig  jener  geo- 
dätischen Curveii  äquivalent  ist,  in  die  in  N.  öl.  besprochene  Kat^orie, 
womit  meine  Beliauptuii«^  erwiesen  ist. 

Sucht  njan  die  geodätischen  Curveii  aut  einer  Fläche,  die  eine 
infinitesimale  lineare  Punkt- Transl'ormation  gestattet,  bei  welcher  der 
imaginäre  Kugel -Kreis  seine  Lage  behält,  so  kann  man  nach  der  in 
50.  auseinander  gesetzten  Metliode  dieses  Problem  darauf  zurUck- 
führeii,  eine  gew5hiiliche  Diffsreutial'Gleiehung  erster  Ordnung  swisehen 
zwei  Vanaheln  zu  integriren.  Die  Erflmmungslinien  und  Hanpttan- 
genten-Gunren  dieser  Flachen  können  bestimmt  werden.  (VergL  die 
citirte  Arbeit  Math.  Ann.  Bd.  4  p.  84.) 

52.  Als  letztes  Heispiel  betrachte  ich  endlieh  die  bekannte  Auf- 
gab«: alle  Flächen  zu  linden,  deren  Normalen  einem  gegebenen  Linien- 
C'omplexe  angehören.  Herr  Abel  Tran  so  n  hat  goz<'ig-t,  dass  dieses 
Problem,  welches  muuittelbar  auf  eine  Oleichung  der  Form: 

führt,  immer  eine  Vereinfachung  zulässt**)  Dieselbe  kann  auf  die 
folgende  einfache  Bemerkung  des  Herrn  DarbottX  (Bulletin,  Novbr. 
1870,  p.  3)  gestützt  werden;  Die  Parallelllächen  einer  lutegralfläulie 
sind  selbst  Integralflächen.  Der  Inbegriff  aller  Integralflächen  gt  stuttet 
also  eine  infinitesimale  Parallel  -  Transtdi  niation ,  und  sonüt  gehört  die 
Gleichung  F  ==  ()  in  die  Kategorie  der  Nummer  50. 

Setzen  wir  mm  weiter  voraus,  dass  der  Linien -Complex  eine  iu- 
fuiitesinuile  Bewegung  zulässt,  so  wird  F=()  integrahel.  Dies  ist 
insbesondere  der  Fall,  wenn  der  Comjdex  durch  Rotation  einer  Linien- 
Congrueuz  um  eine  feste  Axe  beschriebeu  werden  kann.  Hierher  ge- 
hört der  lineare  Complex,  und  es  ist  in  der  That  auch  bekanut,  obgleich 

*)  Bt  ist  vielleidit  nirgendwo  anigeqwoolien  wmrden,  dan  diese  Airfjptbe  in 
gewiMem  Sinue  mit  der  folgenden  äquivalent  ist:  alle  FUcbSB  sa  finden,  die  eine 

Schaar  prodätische  Ciirven  enthalten ,  doron  Taiitronten  einem  gejfobenen  Linien- 
Compluxe  angehören.  Sieht  man  ab  vun  den  Devuloppablen  des  betreffenden  Linien- 
Complezei,  so  drficki  sich  das  eben  besprochene  Problem  mmnittMar  doreh  eine 
psrtielle  Gleichnng  entm-  Ordanng  aas. 

**)  Jonmal  de  l*EoDle  Polytschnique  IMl. 
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es  vielleiohi  nirgendwo  eiplidie  auageaprochen  worden  ist,  dun  alle 
Sehrftobenflftehen,  die  einer  gewissen  Sdunnben-Bewegoug  entsprechen, 
der  betreffenden  Gleiclinng  F^O  genügen.*)  Hierher  geh5rt  femer 
ein  Oomi^ez  zweiten  Grades,  dessen  Singularitäten  -  Fläche  aas  einer 
Kogel  und  zwei  parallelen  Tangenten-Ebenen  derselben  besteht,  endlich 
aach  der  bekannte  Complex,  dessen  Gerade  ein  Tetraeder  nach  con- 
stautem  Doppel -Verhältnisse  schneiden,  unter  der  Voraussetzung,  daas 
awei  Tetraeder- Ecken  auf  dem  imaginären  Kugel -Kreise  liegen. 

Herr  Darboux  findet  mittelst  seiner  obensteheuden  Bemerknn«i^, 
diiss  es  eine  andere  lioiiior/raphisclio  Partie ularisatioii  dieses  Complexes 
giebt,  die  von  Jüin  t  und  Cliasles  betrachtete  nänilieh,  dessen  zu- 
gehörige F  =  0  i-ieli  integriren  lässt.  Dies  Hesse  sich  auch  daraus 
schliesseii,  dass  mau  in  diesem  Falle,  wie  Herr  Ueye  bemerkt  iiat, 
/weifach  unendlich  viele  Flachen  zweiten  Gnulcs  angeben  kann,  deren 
Normalen  lk)mplexlinien  ^iud. 

TnJeetoiie-KnlB.  Tr^aotorie-Oiim. 

53.  Auf  jeder  Kugel  eines  Kugel-Complexes  liegt  ein  ausgezeieh- 
neter  Kreis,  der  gewissermassen  als  Repräsentant  der  benaclibart^Mi 
Kugeln  aulzufassen  ist.  Um  den  Sinn  dieser  Behauptung  zu  erklären, 
um  ferner  die  Gleichung  dieses  Kreises  zu  finden,  wird  es  vortheilbaft 
sein,  flieh  auf  die  Linien -Geometrie  zu  stützen. 

Nadi  Plücker  gieht  es  einfoch  nnendlich  viele  lineare  Gomplexe, 
die  einen  gegebenen  Complex  F{XYZH)  ^0  in  einer  Geraden 
(X^Y^ZqHq)  desselben  berühren;  dies  ist  so  zu  Terstehen,  daas  die 
unendlich  benachbarten  Geraden  .aUen^dieaen  Oomplezen  gemein  aind. 
In  unaerem  Coordinaten-Sjateme  iat  ein  Tangential -Complex  anage- 
seiehnet,  der  folgende  nämlich: 

Deraelbe  besteht,  wenn  wir  zu  den  Kugel-Vorstellungen  zurQckkehren, 
aus  allem  Engeln,  welche  die  Ebene: 

-  i/.  - 1^  (X  -  X.)  + 1^;  (F  -  r.)  +  ff    -  ) 

*]  Ein  Knearer  Complex  gettattet  swei  infinitenmale  und  permatable  Be- 
wagongen.    In  Folge  dessen  beiÜBt  die  sngehOrige  2^  =  0  drei  infiiutesimale 

und  permutable  Transformationen  in  sich  selbst.  Die  entsprechende  partielle 
Differential-(ileichung  des  Linien-itaumes  r  i^'fstattot  drei  solche  Trausformationeii, 
die  lineare  Puttil^-TraQsforuiatioucn  tiiad.  iliuiuua  liusst  sich  k.  D.  schliesseii,  dusn 
eine  jede  Sdnanbea-Bewegang  sweifiMh  miemllich  viele  SohraabenflKcbeii  giebt, 
aar  denen  die  betreffenden  Schranbenliniea  KrOrnnrangslinien  nnd. 
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unter  demselben  Winkel  schneiden,  wie  die  Kagel: 

JSTo«  -  (X  -  X,)'  +  (F-  T,y  +  - 

Man  sieht,  dass  die  beiden  letzten  Gleichungen  oder  der  durch 
dieselben  dargestellte  Kreis  die  beuachbart^'ii  Kugeln  definirt.  Insbe- 
sondere wird  die  Kugel  (X„F„Z„i/„)  in  den  Punkten  dieses  Kreises 
von  eintuch  unendlich  vielen  benachbarten  Kugeln  berührt.  -Man  kann 
bemerkeu,  dass  unser  Kreis  zugleich  auf  dem  der  Kugel  i/g  zuge- 
hörigen elementaren  Complez- Kegel: 

(x  _  X,)'  +  ( y  -  Y„y  + 

Mefjif  und  dies  ist  geometrisch  endent,  indem  dieser  E^gel  alle  Bich- 
tungen definirty  nach  denen  man  aas  dem  Ponkte  j[2C^  7,  Z«)  geben 
mnss,  wenn  die  sagehörige  Kogel  die  onprfingliohe  {X^Y^Z^H^  be- 
rOhren  solL 

'  Erinnert  man  nun  die  geometrische  Bedeutung  des  Problems: 
die  einem  Kugel-Complexe  zugehörige  jD,,  zu  integriren,  so  sieht  man, 
dass  jede  Integralflache,  die  eine  stationäre  Berührung  mit  der  Kugel 
Hq  hat,  dieselbe  in  einem  Punkte  jenes  Kreises  berührt;  hierbei  ist, 
wie  ich  sogleich  beweisfMi  werde,  die  /.ugehörige  'J'angente  PT  (siehe 
die  l  'i<^nir)  des  Kreises  jedesmal  die  entsprechende  Tr^ectorien-Kichtung 
der  iiitegralfläche. 

Die  Gerade  P0(-  0  ist  der 
Mittel -Punkt  unserer  Kugel  — )be- 
riihrt  nämlich  in  0  eine  auf  der 
CenterflSche  unserer  Integralfläcbe 
gelegene  geoditnehe  Gor?e,  deimi 
Tangenten  die  Integralflftche  in  den 
Punkten  einer  Obarakteristik  (Krüm- 
^mnngsUnie)  treffen.  Beseichnet  nun 
einen  vcn  diesen  Pankten,  der 
P  unendlich  nahe  liegt^  so  oscalirt 
die  Ebene  OPP'  die  besprochene 
geodätische  Conre  in  0,  und  steht 
in.  Folge  dessen  senkrecht  auf  der 
Ebene  OFT,  die  zugleich  den  ele- 
mentaren Complez -Kegel 

(z  -  2y»  +  (F-  r,)» + (2- 

=  [1^  (X  -  x„)  +  |i^  (y  -  y„)  +  ^    -  A,)} 

nach  der  Geraden  OP  und  die  Centerfläche  im  Punkte  O  berührt. 
Die  elementare  Linie  PT  schneidet  also  die  KrOmmungs- Bichtang 
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PP  orthogonal  —  FT  ist  die  Trajectorien-Richtung.  Es  soll  dämm 
unser  Kreis  der  Trajcctorieii- Kreis  der  Kugel  heissen. 

Jiwfc  Kugei  eines  Kugel  -  Complexes  wird  in  den  Punkten  ctnrs  ge- 
wissen Kreises  von  benachbarten  Kugeln  des  Cotnplr.rrs  h  rührt.  Allr 
Integralflächen  der  engehörigen  D,,,  für  welche  die  Kugel  Haupt-Kugel 
ist,  hfTÜhrm  dieselbe  in  einem  Punlie  jenes  Kreises,  und  hierbei  ist  dir 
rnfsjmehende  Tangeute  des  Kreises  ji  dismal  die  Trajeefm'ien- Jiichtung. 
Dieser  Kreis,  den  ich  als  Trajectorien- Kreis  der  Kn<frl  hizeichnCf  spielt 
eine  bedeutende  Jlolle  in  Untersurhwujoi  idur  Ku(je} -Couiplexc. 

Alle  Kugeln  des  Haumes,  die  eine  gegebene  Kugel  eines  Coni- 
jdexes  in  den  Punkten  des  Trajectorien  -  Kreises  berüliren,  bilden  eine 
Kugel -Congruenz,  die  das  Bild  derjenigen  speciellen  linearen  Liuien- 
Congraenz  ist,  welche  allen  einer  ComplexHnie  zugehörigen  linearen 
Tangential- CSomplezen  gemein  ist 

64«  Eine  sinnlicbe  Yoretellang  des  Problems,  eine  gegebene  D|, 
sn  intogriren,  echält  man  folgenderwose.  Eine  jede  partielle  Diffe- 
rentinl^Gleichnng  ersten  Grade«: 

F{xysp(i)='Q 

scheidet  aus  den  fOnffacb  unendlich  vielen  Flächen -Elementen  des 
Raumes  Tierfach  nnendlieh  viele  ans.  Die  einer  D,,  entsprechenden 
Flachen -Elemente  Tertheflen  sich  insbesondere  in  dreifach  unendlich 
▼iele  Scfaaaren,  deren  jede  Ton  einfach  unendlich  vielen  Elementen 
gebildet  ist^  die  anf  einer  Kugel  des  gegebenen  Complezes  liegen  und 
sich  an  den  Tngectorien -Kreis  derselben  anschliessen. 

ffier  mag  die  Bemeifcnng  ihren  Plata  finden,  dass  man  aus  der 
Qleiehung  eines  Eugel-Complexes  n=  F(XYZ)  folgendennassen  die 
Differential-Gleichung  zwischen  XYZ  dXdYdZ  finden  kann,  welche 
die  Trajectorien  der  zugehörigen  befriedigen.  Aus  den  beiden 
Gldchungen  des  Trajectorien -Kreises: 

und  den  entsprechenden  Differential -Gleichungen: 

elxmuiirt  man  und  es  geht  die  gesuchte  Gleichung  herror. 

Um  endlich  die  partielle  Dilferential-Gleichnng  selbst  aus  der 
Gleichung  des  Kugel -Gomplezes  an  finden,  könnte  man  in  folgender 
Weise  Torgehen.  Der  Tngectorien- Kreis  genOgt  der  Gleichung: 

(i)     + 1^2;  (X  -     +     ( i-  -  r.)  +  Jl«  (z  -  z.)  =  u, 
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ferner  gelten  für  die  Flüchen -Elemente  nnaerer  Kngel,  die  sich  an 
diesen  Kreis  ansehliessen,  welche  somit  der  Gleichang  D„  genflgeu, 
die  folgenden  Relationen: 

Bei  Einsetsang  dieser  Werthe  in  (1)  findet  man: 

/  i  +  P«  +  (?:^+        +  (;>  ffj  -  f ^^«^  =  0, 

und  in  diese  Gleicluuig  muss  man  statt  A',  F,,  Z„  setzen  die  aus  (2) 
genommenen  Werthe  dieser  Grössen^  ausgedrückt  durch  X,  Y,  Z, 
F  und  Q. 

In  den  letzten  analytischen  Entwickelungen  dachten  wir  uns  immer 
als  eine  gegebene  Function  von  X,, 

55.  Unter  den  elementaren  Cüm|)lex  -  Kegeln  einer  Z>,.^,  deren 
Scheitel  iu  einer  Ebene  liegen,  giebt  es  einfach  unendlich  viele,  welche 
diese  Ebene  berühren.  Der  Ort  der  betreffenden  Seheitel  ist  eine 
Corvo  c,  deren  Tangente  (als  Trajectorien-Biehtuug)  jedesmal  senkrecht 
steht  hinsichtlich  der  Berührangs-Bichtong  des  entsprechenden  Com- 
plex-K^gele  (die  Richtung  der  ChanJkteiistik).  Die  Corve  c  liesse  sich 
auch  definiren  als  geomebriwäier  Ort  aMer  Flächen- Elemente  unserer 
Ebene,  wMe  der  gegebenen  D„  genügen. 

Man  konnte  ebenso  alle  elementaren  Complex-Kegel,  deren  Scheitel 
auf  einer  beliebigen  Kugel  hegen,  betrachten  und  den  Ort  der  Punkte 
Buchen ;  deren  zugehöriger  Kegel  die  Kugel  berührt.  Ich  behaupte, 
dass  auch  dif  Tangente  dieser  Curve  und  die  ttitsjyrcchende  Beruh' 
nings-Tiichtumj  des  Krgris  orthogonal  sind.  Zum  Beweis  ist  nur  er- 
forderlich, eine  Transformation  durch  reeiproke  Radien  auszuführen, 
in  solclier  Weise  nämlich,  dass  die  Kugel  in  eine  Ebene,  der  Kugel- 
Complt?x  in  einen  neuen  Kugel  - Complex  übergeht.  Die  besprochene 
Curve  nennen  wir  die  Trajectorien- Curve  unserer  Kugel,  und  es  ist 
klar,  dass  wenn  die  Kugel  dem  Complexe  gehört,  dass  dann  die  Tra- 
jectorien-Curve  in  den  Trajectorien-Kreis  und  eine  zweite  Curve  zerfallt. 
Wir  können  auch  sagen,  dass  die  Trajcctorien- Curve  ^her  Kugel  dir 
geomeirisehe  Ort  fSr  aSe  FUtdien'Elemenk  derst^ben  ist,  wdehe  der  ge- 
g^enen  2^,2  genügen. 

Wenn  die  Kugel  infinitesimal  wird,  so  umhfillen  diejenigen 
FlBchen- Elemente  derselben,  die  sich  an  die  Tngectorien- Gurre  an- 
schliessend den  betreffieinden  elementaren  Co^nplez- Kegel. 

Der  K^^,  dessen  Spitie  im  Centram  einer  beliebigen  Kugel  liegt 
und  welcher  die  Trajectorien-Curve  derselben  enthält,  geht,  wenn  die 
Kugel  infinitesimal  wird,  in  den  entsprechenden  Normalen-Kegel  über, 
das  hcisst  in  denjenigen  Kegel,  dessen  Erzeugende  Normalen  aller 
Integralflächeu  sind,  die  durch  den  betreffenden  Punkt  gehen. 
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Denkt  mau  sich  beispielsweise,  dass  man  eine  kennt,  deren  sämmt- 
liohe  Trajecturien-Curven  Kreise  sind,  so  lässt  sich  schliessen,  dass  alle 
Normal-Kegel  und  also  zugleich  alle  elementaren  Complex-Kegel  Unt- 
drehungs-Kf-gd  sind.   Alsdaiui  hat  unsere  i>|2  die  folgende  Form: 


Ueber  einige  |Mu:tielle  Differential-Uleiehungeu  zweiter  OnluiiJig. 

Partielle  Differential- Gleichungen  zweiter  Ordnung  theilen  sich 
bekanntlich  in  zwei  Gruppen,  indem  durch  jeden  Punkt  dner  Integral- 
fiScfae  entweder  nur  eine  oder  auch  zwei  Charakteristiken  gehen  können. 
Unter  den  Gleichungen  der  ersten  Gruppe  betrachte  ich  diejenigen, 
deren  Charakteristiken  Haupttangenten-Cur?en  oder  Krfimmungslinien 
sind.  Diese  Gleichungen  haben  die  folgende  Form,  vorausgesetet,  dass 
F  eine  beliebige  Function  von  xygpq  bezeichnet: 

r  +  22?'»  +  JF^*«0  (%) 

[rt  -     J'«  -  [(1  -f  iP)  t-2pqs-^{\-\-  cf)  r]  ;/l  4-  i>^T7 . F 

'  +11  +i)'  +  r'l»«o.  (%)  . 

Die  Integration  einer  D'm  kommt  gcumetrisch  darauf  hinaus:  alle 
BlSchen  zu  finden,  d&cea  Haupttangeuten  des  einen  Systems  nach 
irgend  einem  Gesetz  durch  die  Lage  des  Flächen-Elementes  {jcyzpq) 
bestimmt  werden.  Andererseite  ist  die  geometrische  Bedeutung  einer 

die  folgende:  alle  IflSchen  zu  fiifilen,  deren  Haupt-Kugeln  des 
einen  Systems  durch  das  Fl&chen- Element  bestnnmt  werden. 

Ebenso  betrachte  ich  unter  den  Gleichungen  der  zweiten  Chruppe 
alle,  deren  beide  Schnaron  von  Charakteristiken  ilaupttangenten-CurTcn 
oder  Krflmmungslinien  sind.   Die  Form  derselben  ist: 

— «»  — (Ä) 

r  -  1+^  5  +  1+«'  Fs  -  Ft  =  0-  (Ä) 

Eine  1)^  bestimmt  jedesmal  alle  Flächen,  deren  KrOmmungs^Mass  von 

der  Lage  des  Flüchen -Elementes  nach  einem  gegebenen  Gesetze  ab- 
hängt. Endlich  kommt  die  Integration  einer  D'J^  darnnf  hinaus,  alle 
Flächen  zu  finden,  auf  denen  die  Richtungen  der  Krümm nngslinien 
durch  das  Flächen -Element  bestimmt  werden. 

Diese  vier  wichtigen  Clleichungen,  die  durcii  meine  Abbildung 
paarweise  einander  entsprechen,  sind,  wie  man  sieht,  Speciallalle  der 
bekannten  Dift'erential - Clleiehung : 

(1)  {rf  -      +  Ar  +  lU  +  (7/  -f     =  0. 

Man  weiss,  dass  Gleichungen  dieser  Art  zuweilen  ein  oder  zwei  all- 
gemeine erste  Integrale  besitzen,  und  es  existirt  sogar  eine  allgemeine 

Jtlatheiaktitcli«  Aiiualeu.  V.  11 
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Mt'ihudc,  um  zu  eutschcidou ,  ob  dies  bei  einer  gegebenen  Gleichung 
der  Fall  ist.    Dagegen  hat  mau  sich,  so  viel  ich  weiss,  nicht  dauiit 

heschiUtigt,  die  allgeineiiiste  Form  der  < Jleichuiigeii  (1)  anzugeben, 
welche  ein  erstes  Integral,  be/üglich  zwei  allgemeine  erste  Integrale 
zulassen.  Ks  ist  mir  gelungen,  diese  Bestimmung  für  die  Gleichungen 
^^'21,  J^'i:,  J^n,  iy>i  durehzuführeu,  und  ich  uiiUlite  sogleich  hervor- 
heben, dass  die  LJVsung  dieser  Fragen  eine  sehr  eini'aclie  i  orm  erhÜLlt, 
wenn  man  die  liogrillo  Linicn-Coniplex,  i^inieu-Congrucnz,  Kugel-Com- 
plex  und  Kugel-Cougruenz  anwendet.*) 


§  19. 

Partielle  Differaiitlal-&leielui]|g«i  sweltar  Ordnimg,  denn  Int^gral- 
ilfielien  nur  eine  Schaar  von  GharakteriBtiken  enthalten,  nnd  iwar  sokhe, 
welche  Haapttangenten-Corven  oder  ErfimmangaliBien  sind. 

5G.  Zunächst  bestimme  idi  die  allgemeine  Form  aller  partiellen 
Dili'erential  -  Gleichungen  zweiter  Ordnung,  deren  Integralllächen  nur 
eine  Hchaar  von  Charakteristiken  enthalten,  welche  zugleich  die  Haupttan- 
geuteu-Curveu  des  einen  Systems  tler  betreffenden  Flädie  sind.  Bezeichnet 

F(xy  z pqrst)  = 
die  allgemeine  partirUe  Ditt'erential- Gleichung  zweiter  Ordnung,  und 
ferner,  wie  gewöhnlich,  Ii,  S,  T  die  partiellen  Uerivirteu  von  F  hin- 
sichtlich     s  und  ty  so  ist  bekanntlich 

Ii  dy'  —  6'  (hf  <Jx  +  Tdx'  =  0 

die  Differential- Gleichung  der  beiden  Obarakteiietiken.  Andexeiseite 
bestimmt 

+  2sdx<ly-{-t<Jif  =  0 
die  iiichtungen  der  beiden  Uaupttangentt  ii,  und  also  drückt 

(1)  Rr  -f  ,^.s-  -f-  27  =  0 

die  Forderung  aus,  dass  die  beiden  ( 'haraktenetiken  überall  hinsicht- 
lich der  entsprechenden  Uaupttangeuten  harmonische  Lage  haben  sollen. 
Es  sagt  ferner 

(2)  4i2I'— Ä^  — 0, 

aus,  dass  die  beiden  Charakteristiken  immer  zusammenfallen.  Gelten  also 
sowohl  1 1)  als  (2),  so  fallen  die  beiden  Dichtungen  der  Charakteristihen 
überall  mit  der  einen  Haupttangente  zusammen ,  und  das  war  unsere 
ursprüngliche  Forderung. 

*)  .Es  ist  einleaehtend,  daaa  Gleichungen  «weiter  Ordnung,  deren  Chank- 
texiatikeii  des  einen  Systems  Krflmmangslinien  sind,  durch  meine  ÄbbUdung  mit 
denen  äquivalent  sind,  deren  GhandEteriBttken  des  einen  Systems  Haopttangentea* 
Curven  sind  u.  a.  w. 
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Die  Ulciciiimg  (1)  zeigt,  Ua^iä  F  die  Küiiu: 

besitzt,  und  bezeichnen  wir  hier  der  Kürze  wegen  '  und  —  durch  q  und 

r,  so  geht  {2)  in  die  folgeude  über; 

eine  rileichung,  die  sich  nach  den  allgemeinen  Methoden  integriren 
lätwt.   Mau  findet  so  als  allgemeine  Form  der  Gleichungen  D\i  • 

r  +  2N»-\-NH^0  ♦), 
und  hierbei  g^ügt  die  Bichtang  dw  GharakteriBtik  der  Gleichmig: 

Aus  dem  Vorsfclioidf  ii  foUjt,  dass  eine  jrdr  1)'.,^  drr  andlifdüchr  Aiis- 
i/riii  J:  dis  fnlf/rrtdi')!  Prohlrms  ist :  die  alh/rnn  i)tr  J''lä(  Jn  nu  fhidoi.  din  ii 
Unup(t(i)i[i(  idrti  drs  ri)i(  i/  !^i/s((  iiis  n(uh  rinrm  (jryi  hniui  (iini  tz  dun  ii 
dir  LiKje  des  etilsprccJicndcu  Fläciicn- Ekmcnts  {x  y  e  ^  q)  hestimmt 
werden**). 

57*  Es  ist  bekannt,  dass  wenn  eine  Diiferential- Gleichung: 

(1)  ar-\-hs  +  ct  +  d  =  0 

ein  allgemeines  erstes  Integral: 

(2)  u-f{v)  =  0 

besitzt,  auf  einer  Fläche,  welche  (2)  und  also  auch  (1)  genügt,  die 
Charakteristiken  liinsichtlich  (2)  zugleich  Charakteristiken  des  einen 
Systems  hinsichthch  (1)  sind.  Es  folgt  hieraus  (§  14.),  dass  wetm  eine 
J/21  cm  erstes  Integral  ««0  euyieht,  dasselbe  eine  Z>„  sein  musSf 
und  hierbei  muss  man  erinnern,  dass  es  zwei  distincte  Classen  JD,,  giebt. 

*)  Das  ridgaläre  Integr^  der  Qleichimg  (3)  giebt  die  bekanute  Dilt'erentiai- 

(iieicbung; 

r«  — — 0 

IMeBslbe  bentit  bekamtMch  ein  allgemeineB  erstes  Integral. 

**)  Schon  früher  habe  ich  gesagt,  dass  es  vortheilhaft  sein  wird,  die  erwei- 
terten geometrischen  Begriffe  der  modernen  Geometrie  bei  der  Behandlung  par- 
tieller Diüereatial  -  Gleichungen  anzuwenden.  Als  weiteres  Beispiel  deute  ich  im 
Folgenden  eine  Theorie  an,  die  ich  eben  (wahrend  der  Correktor)  finde,  und  welche 
mir  wichtig  seheint.  Zan&qhst  bemerke  ich,  dass  «ne  jede  Gleichung 

(I)  r*  — **  +  -4r  +  B«+0*+ D  =  0 

bei  passender  Wahl  de«  Uaumelements  zu  der  linearen  Form  r-{-As-\-Bl-\-C=^0 
gehriicht  werden  kann.  Besitzt  nun  die  Gleichung  nur  et'nr  Schaar  Charakteristiken, 
80  ist  dieselbe  der  aualjrtische  Ausdruck  eines  Problems,  welches  sich  ganz  in 
derselben  Weise  auf  Tierfhoh  nnendliöh  vi^e  Bamnourren  beziehti  wie  die  Glei- 
chnng  r'\tilf»'^  N*^0  auf  alle  Baomgerade.  ffieraos  folgt,  wenn  ieh  nidit 
irre,  dasa  jede  Gleichung  (I)  mit  intermediärem  Integrale  und  eintr  Schaar  Cha- 
rakteristiken sich  in  dem  von  Boele  angegebenen  Sinne  aui'  einem  Flächen-Com- 
plexe  bezieht 
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Wir  wissen,  dass  eine  2Xu  oder  die  äquivalente  Gleichung  N 

jedem  l^lSeben- Element  eine  Richtung  zuordnet.  Betrachten  wir  nun 
die  EUemente  einer  Ebene,  so  bildet  die  continuirliche  Aufeinander^ 
folge  dieser  Richtungen  eine  OurTcn- Schaar  e,  die  in  diesem  Para- 
graphen eine  wichtige  Rolle  spielen  wird. 

Man  denke  sich,  dass  unsei^  D',t  particulares  Integral  eine 
D),  entspricht,  und  zwar  eine,  deren  Cliarakteristikcn  die  Geraden 
cinei'  Oongrucnz  sind.  In  jeder  Ebene  E  des  Raumes  liegt  eine  oder 
einige  Gerade  l  dieser  ('oii<rruen/,  und  uffenbar  iiinsscu  dieselben  in 
(Irr  dieser  Kbeiie  zugehörigen  Curven-Scliaar  r  enthalten  sein.  Tutor 
den  Intogrultläclien  unserer  7>,,  giebt  es  nämlich  unbegrenzt  viele,  die 
l  enthalten  und  dabei  die  Ebene  K  in  einem  beliebig  gegebenen  Punkte 
jt  tlieser  (leraden  l)erUliren.  Auf  allen  diesen  I'Mk  lieii  ist  nun  /  eine 
•^eiiieiiisanie  Ilaupltan^eiile ,  unil  also  ist  die  Kii  iituii^  ,  wcK  he  unsere 

»leiu  l''l!ulit'ii - Klenieiiti'  [pl'j)  /uj^eordnet,  mit  dem  betrellenden 
Tiinien- Kiemeute  von  /  identisch}  hiermit  ist  meine  iiehauptung  er- 
wiesen. 

Man  setze  amlorerseits  voraus,  dass  unsere  als  particuläres 

Integral  eine  7),,,  welche  einem  Liuieu-C'(MMj>/cx  entspricht,  zugiebt^ 
In  einer  beliebigen  Ebene  liegen  einfach  unendlich  viele  Complex- 
Linien,  welche  eine  Curve  h  umhüllen.  Es  ist  einleuchtend,  dass  h 
eine  von  den  Ourven  c  dieser  Ebene  sein  muss. 

Einfach  unendlich  viele  Linien  «Oomplexe  bestimmen  in  jeder  Ebene 
des  Raumes  eine  Schaar  Gomplex-Gurven  h  Hau  wShle,  was  immer 
mdglich  ist,  die  IfVmction  N  in  solcher  Weise,  dass  diese  Gurven  h 
eben  die  zugeordneten  Curven  c  sind.  Alsdann  erhält  man  eine  U^^, 
die  ein  erstes  Integral  mit  arbiträren  Gonstanten  besitzt.  Es  ist  an- 
dererseits leicht  zu  erkennen ,  dass  eine  7)'  ,,  höchstens  einfach  unend- 
lich viele  erste  Integrale  dieser  Art  besitzen  kann.  Man  betrachte 
nämlich  in  einer  beliebigen  Ebene  unter  den  einfach  unendlich  vielen 
Curven  c  eine  bestimmte,  lerjier  eine  Taugente  g  derselben  und  end- 
lich eine  zweite  Ebene  F/ ,  welebe  ebenso  die  Gerade  (j  enthält.  In 
F/  liegen  einfach  unendlich  viele  Curven  r',  und  unter  denselben  wühle 
man  eine,  welche  y  berührt.  In  dieser  AVeisu  kann  man  nun  unbe- 
grenzt weiter  gehen,  und  wir  linden  somit,  dass  eine  gewühlte  Curve 
c  zur  Constructiou  des  betreflenden  Linien -Complexes  JiinrcicJtt,  vor- 
ausgesetzt uatürlicher weise ,  dass  diese  Coustruction  möglich  ist.  Meine 
Behauptung  ist  also  eridesen:  Soll  eine  Ghtehwug  von  der  Form 

r-|-2JVs4-iS'2/  =  0 

ein  craUs  Inhynd  Ix  sitzen,  tvdchcs  Ichic  lineare  partuUe  Diff'errnfidl- 
Gleidmu'i  isf,  sieh  also  nielif  auf  eine  Linivnconyruenz  hryiebf ,  so  Jcann 
daaseWe  zwar  eine  arbiträre  ComtantCf  dagegen  keine  arhUrärt  Fundion 
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enthalim,  Ea  ergibt  sich  dieses  InUffral  durch  die  InUgrtUion  einer 
ffewohnlidten  IHfferefiHaigleiehung  misehen  swei  Vari4iblen. 

68.  Wenn  die  Gurven  e  krumme  Linien  sind,  so  können  nur  erste 
.  Integrale  der  eb^  besprochenen  Art  auftreten.  Sind  dagegen  alle  c 
gerade  Linien,  so  existirt  zuweilen  ein  allgemeines  erstes  Integral. 
Dies  ist  der  Fall,  wenn  die  allen  Elx  iicii  zuf^eordneten  (ieraden-Schaaren 
einen  Complex, 'Und  nicht  den  Inbegritl'  aller  Geraden  des  Uaiimes, 
bilden.  Alsdann  ist  jede  in  dera  betreHenden  Complexe  enthaltene 
Linionfläche  eine  Integralttäehe,  und  demziifolge  entspricht  jeder,  diesem 
Compkxe  zugehörigen  Cougrueuz  eine  D^,  die  ein  erstes  Integral 
darstellt*!. 

»So//  (lif  (ilrirhuiit/  r  -\-  2Ns  -{-  ^V'-'/  =  (*  rhi  /ilh/niii  im  s  r'/  s^rs 
Tnfefjral  l» sitzen j  so  muss  lUc  ycwöhnliche  Diffcrvtüial-Glcithuwj  zicisckcn 
X  und  y: 

,         =  N{x,  y,  i}X  -f.      +  A;,  q) 
sich  in  der  Form: 

y  «  ata?  +  /•(«) 

iniegriren  lassen,  und  ausserdem  muss  ewisdten  den  vier  Linien- Coordi- 
naien  der  Cteraden: 

y^9x  +  f{n)',  « -.i>aj -{- gy  +  * 

eine  BdaHon  staUfinden.  Der  hierdureh  definirie  Limen-Complex  be- 
stimmt nadt  dem  ObensMienden  sowohl  ein  aXlgemeines  erstes  Integrai, 
wie  das  allgemeine  gweüe  Integral  mit  gwei  arlriträren  Functionen.  In 
diesem  FaBe  ejßistirt  «umA  §  3.,  10.  sugleich  ein  singuläres  erstes  In- 
tegred,  die  unserem  Linim-Complrxc  zuyehürige  Djj. 
Wenn  endlich  die  Differential -Gleichung: 

^1  =  N{x,  y,  p.r  +  7  //  +  k,  2h  ü) 

eine  Zahl  particuhirer  Lö.sun<^a'ii  von  der  Form  [y  =  «  f  -f-  ß)  zngiebt, 
und  ferner  zwei  Relationen  stattäudeu  zwischen  den  Linien- Coor- 
dinaten  der  Geraden: 


*)  Mau  aagt  gewöhnlich,  gluube  ich,  dass  wenn  die  Intcgralflüchen  einer  Gld- 
ohmg: 

(1)  A{rt  —  tf)-k-Br  +  C8-^Dt  +  E'^0 

nur  eine  Schaar  Cbarakteristiken  enthalten,  hdehstens  ein  altgemeinos  oratcs  In« 
tegral  cxistiit.  Dieses  ht  nicht  correct.  IJi  ispielawciöO  bcnHst  dl'  riuiiii  Linien^ 
Comjilc.if  :{i<ic}idri(fc  Jj'j,  uiil'<-(jrt  }i:f  riih  till(ji  mrinr  i  rt^lv  Tuti  fjrah- ,  ili<  irisoiflich 
verschieden  sind.  Daa«ell>n  gilt  ciucr  jeden  tJlcichuug  r -|- '-■Ä''* -h  -j" 
diu  einem  Curven  -  Complexe  entspricht  (§  3.,  8.  9.)i  v><i  auch  jcdw  Gleichung  (1), 
die  uk  dem  von  Boele  angegebenen  Sinne  (CrcUc«Borchardt*8  Journal.  61.) 
einem  Flächen -Complexe  entsprichl 
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y  ==  «T  -f  /3,  Z  =  px  4-  qi/  4-  /.• , 

so  besitzt  die  <|;o<rebejie  /)'.,,  als  jjarticuläres  Integral  die  der  hervor- 
gehenden Linien -Cüngriienz  zuf^ehörige  Z),,. 

59.  Alles,  was  -wir  über  Gleicbiaigeu  X)'^,  gefunden  haben,  über- 
trägt sitli  nun  unmittelbar  auf  Differential- Gleichungen  D'jj* 
schranken  uns  auf  das  Folgende: 

Eine  jede  Differential'  Gleichung  Zweiter  Ordnung,  deren  Integred' 
flächen  nur  eine  Sehaar  CharakterisUken  enilhaUen  und  gwar  sdl^, 
weldie  KrUmmungslmien  sind,  lässt  sich  als  anaHifHscher  Äusdruek  des 
folgenden  Problems  auffassen:  die  aUgemeine  Flache  9u  finde»,  deren 
Hauj^'KrümmungS'Badius  des  einen  Sgstems  von  der  Lage  des  Fläche»- 
Elements  nach  eiticm  gcgeheiien  Gesetze  abhängt*). 

Wir  schlieasen  hieraus,  daas  die  Gleichung  der  Haiupt^KrUmmungs- 
Badien: 

vorausgesetzt,  dass  man  iu  derselben  Ii  als  eine  beliebig  gegebene 
Function  von  (./  y  e  p  q)  auffasst,  eben  die  allgemeine  Form  einer 
ist. 

Wenn  eine  1/^  dreifach  unendlich  viele  Kugeln  als  partumdäre 
Integrale  "bebtet,  dann  und  nur  daim  exisHH  ein  allgemeines  erstes  In- 
tegral. Dass^be  entspru^  den  in  dem  hesprochenen  Kugd'Con^pIlexe 
enthaltenen  KugtA-Congruenten.  Die  dem  Complexe  Mugehärige  D^  ist 
ein  singuläres  erstes  Integral. 

Endlich  mochte  ich  ausdrflcklich  aussprechen  —  was  freilich  in 
dem  Obenstehenden  iniplicite  liegt  — ,  dass  jeder  Linien-  oder  Kugel- 
Complex  eine  i>'„  oder  D„  bestimmt,  welche  ein  allgemeines  erstes 
Integral  besitzt 

§  20. 

Vi'heA'  partielle  Ditfereiiti<\l-Gleichnnp:en  zweiter  Ordnung,  deren  Integral- 
flächen  zwei  Schaaren  von  Charakteristiken  und  zwar  eben  die 

Krünuniingslinien  enthalten. 

^*  Bei  der  Behandlung  partieller  Differential -Gleichungen  zweiter 
Ordnung  lege  ich  im  Folgenden  eine  einfache  geometrische  Auffassung 
der  allgemeinen  ersten  Integrale  u  —  /(v)  »  0  zu  Grunde.  Vielleicht 
wird  es  nicht  onndthig  sein,  einige  Worte  hierüber  zu  sagen. 


*)  Die  Honge*8che  Differential- Oieichmtg  nur  Bestiminimg  aller  Fl&chen,  auf 

denen  nnr  eine  Schaar  Krümmimpfslinicn  licj^on,  ist  eine  ausgezeichnete  D'„.  Die- 

^'•llio  riitspricht  (leriii  dcrlftztcii  Xuiiiiner  f:i.'fitii(l-nion.iUHtrcz(.'ichn('t<'ii  7)'^,.  ''r(  — .s"=o). 
Wir  wistien  ja,  dms  Devc'loii|)al)lL'n  des  hiuicu- Kamueiä  sich  im  Kugel-liaume  Ji 
als  RcgclBücheu ,  die  den  imagiullrcu  Kreit»  euthalteu,  abbilden. 
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Man  fasse  U'^O  und  v  0  als  die  Gleichungen  zweier  Flachen 
anf  und  betrachte  dabei  die  beiden  Fl&chen-Schaaren 

ti     Gonsi ,  V  «  Const. , 

wie  auch  die  zweilVicli  uiieudlicli  vielen  I)ur(  iis(  liiiitt.s-Curveu  je  zweier 
FlUelieii,  ilie  verscliiotleiieii  Seliaaroii  i^'eliiaeii.  Kiiitiu  h  iiiiendlicli  viele 
solclier  Curveii  erzeugen  bekanntlic  h  immer  eine  I' lache ^  deren  («lei- 
chung  die  Form  u  —  f{r)  =  0  besitzt  und  andererseits  entspricht  jeder 
Fläche  mit  dieser  Gleichuugsform  eine  solche  Erzeugung. 

Bezeichnen  nun  u  und  v  Functionen  von  xy  s p  (£,  so  gestattet 
die  Oleiehnng  u  —  f{v)  ==  0  eine  iUinliche  Interpretation.  Hierbei  be- 
trachte ich  eine  partielle  Differential -Gleichung  erster  Ordnuug  als 
die  analytische  Definition  yon  vierfach  unendlich  vielen  Flächen -Ele- 
menten, unter  denen  diejenigen,  die  durch  einen  Punkt  gehen,  den 
entsprechenden  elementaren  Complez- Kegel  umhüllen.  Zwd  solche 
Gleichungen  bestimmen  dreifach  unendlich  viele  Fl&chen- Elemente, 
diejenigen  niimlich,  die  l»eiden  Gleichungen  genügen.  Dieses  voraus- 
gesetzt betrachte  man  die  beiden  Schaaren  von  Differential-Gleichungen : 

und  ordne  dieselben  aul'  alle  mögliche  Weisen  in  Paar  i  „)  zusammen. 
Jedes  Paar  (u«  —  und  es  giebt  zweifach  unendlich  viele  solche  — 
bestimmt  dreifach  unendlich  viele  Flachen -Elemente.  Wählt  man  nun 
nach  einem  arbiträren  Gesetze  einfach  unendlich  viele  Paare  {un  i  n), 
so  bestimmt  der  Inbegriff  der  zugehdrigen  Flächen -Elemente  eine  par- 
tielle Differential  •Gleichung,  die  sich  in  der  Form  «  —  f(v)  0 
schreiben  lässt. 

Hierbei  sind  zwei  Fälle  möglich.  Entweder,  und  das  ist  der 
allgemeine  Fall,  durchziehen  die  gemeinsamen  Elemente  der  beiden 

Gleichungen  u  =  ti„,  v  =  Vn  den  ganzen  Baum,  und  alsdann  ordnet 
das  Paar  (Un  v„)  jedem  Punkte  des  Raumes  ein  oder  einige  Elemente 
zu;  oder  dieselben  haben  zweifach  uneudlich  viele  •  elementare  Com- 
plex- Kegel  gemein,  und  dann  definircn  die  gemeinsamen  Elemente  in 
gewissem  Sinne  eine  Flache,  den  Ort  nämlich  aller  Spitzen  der  .be- 
sprochenen Kegel. 

(»1.  Bei  Herrn  Du  Bois- 1»  e  v  niond*)  finde  ieli  an;^o:'p'ben,  dass 
die  allgemeinste  iiartielle  Diü'erential  -  (ileieluini^''  /.weikr  Ordnujig, 
deren  beide,  und  zwar  distiucte,  Hchaaren  von  Cliarakteristilveu  Krüm- 
mungslinieu  auf  den  Integraltlächeu  sind,  die  folgende  ist; 

0)" 


*)  Partielle  DUTereotialgldchiiiigeD,  pg.  130. 
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Man  übertengt  sich  leicht,  dass  diese  Qleichnng  sich  auch  folgender^ 
weise  schreiben  lasst: 

(2)  [pqt-il  +  f)s]r-\-  [(1  -hp')f-(l  +  7')  r]r+  \(l  -^p')s-pfjr\=0, 

vorausgesetzt,  dass  /'wie  F  eine  willkürliche  Function  von      y  z  p  q) 

bezeicluet.  Wenn  man  aber  in  (2)  statt  f  ^  setst,  so  erhält  man 

eben  die  DiflEierential»  Gleichung  der  l&rQmmungslinien  einer  Flache, 
und  also  können  wir  sagen: 

Eine  jede  IT,,  lässt  sich  als  ondlyHsiAer  Ausdntdt  des  fol^emkn 
BrobHems  auffassen:  die  allgemeinste  FUUke  su  finden,  deren  KrümnnmgS' 

Biehtungen  rwch  in/rmi  einem  gegebenen  Gesetz  durth  die  Lage  des  ent- 
Sjprechmik'H  Flüchen  -  Kh  mcnts  bestimmt  sind. 

Mau  bemerke  wohl,  dass  eine  jede  D''^,  in  der  eben  angegebenen 
Bedeutung  jedem  l^lächen- Elemente  zwei  orthogonale  Richtungen  zu- 
ordnet. Betrachtet  man  nun  alle  Elemente  einer  Fläche,  so  bildet 
die  continuirliclio  Aufeinanderfolge  der  zugeordneten  Richtungen  zwei 
orthogonale  Curven  -  8chauren ,  die  ich  mit  den  Symbolen  und  ö  be- 
zeiclinen  werde.    Eine  IntegralHüche  unserer  lässt  sich  dadurch 

charakterisiren,  dass  die  zugeordneten  Curven  s  und  ö  el)en  Krüm- 
mungslinien der  Fläche  sind.  Im  Folgenden  trerdni  die  einer  bcliebigm 
Kugel  zugehörigen  Curven  s  und  a  eine  wichtige  lioUc  spielen. 

62.  Aus  der  Form  der  Differential -Gleichungen  D'^,  (§  19.,  57.) 
folgt,  dass  wenn  eine  «olde  Gleiekimg  ein  parHadätes  erstes  Integral 
besitst,  dassdbe  eine  2)„  sein  nwss,-  und  hierbei  ist  sn  erinnern,  dass 
es  zwei  distincte  Classen  i),,  giebt. 

Setzen  wir  zunächst  voraus ,  dass  unser  erstes  Integral  Df^  oner 
Kvgd-Cangruens  entspricht.  EÜne  jede  Kugel  dieser  Oongmenz  wird 
von  den  unendlich  nahen  Kugehi  derselben  Congruenz  nach  einfach 
unendliclt  vielen  Kreisen  geschnitten,  und  offenbar  bilden  diese  Schnitt- 
Hnien  in  Verbindung  mit  den  zugehörigen  Ortliogonal- Gurren  das 
unserer  Kugel  durch  die  gegebene  D"^  zugeordnete  Orthogonal -Sy- 
stem {Sf  &). 

Es  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  es  T>'\o  giebt,  welche  einfach 
unendlicli  viele  particuliire  Integrale  von  dieser  Art  besitzen.  Man 
denke  sieh  nünilich  ('iiifai  h  unendlich  viele  Kugel -< 'ougruenzen  und 
auf  jeder  Kugel  einer  scjjclien  C'ongnu'uz  die  l)esprochenen  Kreise  mit 
den  zugehijrigen  Ortliogunal  - ('urven.  Ks  werden  in  dieser  Weise  jedem 
Fliiclien  -  Elemente  des  Kaunies  zwei  tu  thogonale  Richtungen  zuge- 
ordnet, und  es  ist  klar,  dass  die  i^';,,,  welche  eben  diese  Zuordnung  be- 
stimmt, durch  die  gegebenen  einfach  unendlich  vielen  i)),  befriedigt  wird. 

Wir  setzen  nun  die  Existenz  eines  allgemeinen  ersten  Integrals 
dieser  Art: 
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▼oibus,  wobei  wir  der  BeqnemHohkeit  wegen  Ltmen-YorsteUungen 
uiwenden  worden.  Es  beieichnet  alsdann  jede  der  Gleieliungen: 

u     Gonsi,  V  s  Consi 
ein&ch  unendlich  yiele  lineare  Differential -Gleichungen  Dt,,  deren 
Eogeh&rige  Linien -Oongmenzen  jedesmal  einen  Complez  bilden;  und 
zwar  werden  wir  erstens  den  Fall  erledigen,  dass  die  beiden  Con- 
gmenz-Schaaren  demsdben  Complexe  gehören. 

Ein  in  dem  allgemeinen  Integrale  enthaltenes  particolSres  Integral 

ordnet  jedem  Werthe  Ton  u  einen  entsprechenden  Werth  Ton  v  zu: 
v«)  ^i)  •  •  •  V»)*  reprSsentirt  sowohl  «  —  als  v  t^» 
eine  dem  Complexe  angehl^rige  Congmenz*),  und  also  stellt  die  Gmppe 
(«s  Vn)  eine  in  dem  Complexe  enthaltene  Linienfllche  dar :  demzufolge 
ist  auch  u  — /o(^)'*"0  lineare  7),,,  deren  zugehörige  Linien- 
Cougruenz  unserem  Complexe  gehört.  Die  lutegralflnclien  der  Differen- 
tial-Gleichungen H  —  /'(r)  =  0  sind  somit  Linien flüclu'n  des  Oom- 
plexes.  Es  ist  aber  nach  §  19.,  58.  die  partielle  Difierential- Glei- 
chung zweiter  Ordnung,  welche  diese  Flächen  befriedigen,  eine  l/^i 
und  nicht  eine  I)",^ 

Seien  zweitens  die  Complexe,  in  denen  die  zu  w=('onst.,  7;  =  Const. 
gehörigen  Liniencongruenzen  liegen ,  verscliieden.  Es  enthalten  als- 
dann im  Allgemeinen  zwei  Congnienzeu  Up  und  v,,  nur  eine  endliche 
Zahl  gemeinsame  Gerade,  und  also  durchziehen  die  gemeinsamen  Ele- 
mente der  Dillerential- Gleichungen  iip  und  r,,  den  ganzen  Kaum. 
Wir  können  somit  sagen,  dass  die  Gruppe  (up  Vq)  Jedem  Punkte  ein 
Fl&chen  •  Element  zuordnet.  Man  erhllt  zweifach  unendlich  Tide 
solcher  Zuordnungen,  und  wenn  man  unier  denselben  nach  einem  be- 
liebigen Gesetze  einfach  unendlich  viele  auswählt,  so  werden  jedem 
Punkte  einfach  unendlich  viele  Elemente  zugeordnet.  Es  soll  die 
hierdurch  definirte  partielle  Di£ferential  •  Gleichung  erster  Ordnung 
eine  lineare  Du  sein.  Da  nun  der  Inbegriff  dieser  Du  ein  aUffememes 
erstes  Integral  bilden  soll,  so  muss  jede  Zuordnung  unbegrenzt  vielen 
D||  gehdren  können,  und  demzufolge  muss  dieselbe  durch  einen  linc- 
arm  Complex  vermittelt  sein;  dieser  Linien -Complcx  ist  nämlich  der 
einzige,  der  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  durch  einen  Punkt 
gehenden  Geraden  einen  ebenen  Büschel  bilden''^).   Den  zweifach  un- 

*)  Jede  partielle  Ditiereutial- Gleichung  eibter  Ordnung  bestimmt  vierfach 
unendlieh  Tide  Fiaoben- Elemente.  Eiuer  linearen  D,|  entsprechen  insbesondere 
Elemente,  die  sieh  in  zweifach  uncmllich  viele  Gruppen  vertlioiicn ;  die  Elemente 
jeder  Gruppe  schliessen  »idi  an  eine  Gerade  der  zugehörigen  Linien-Congrneiiz  an. 

**)  Herrn  Klein  verdanke  ich  die  liemcrkung,  dass  es  apecielle  Linien -Com- 
plexe giebt,  deren  Complex  Kegel  ebene  Strahlbüschel  sind.  So  ist  es  z.  Ii.  der  Fall  / 
bei  dea  Gomplexen,  die  ans  dem  Inb^riffe  aller  Tangenten  einer  devoloppablen 
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endlich  vielen  Zuordnungen  entsprechen  somit  zweifach  unendlich  vi^e 
lineare  Complexe,  und  zur  Existenz  eines  allgemeinen  ersten  Integrals 
ist  Doihwendig,  dass  jedemnal  einfach  unendlich  viele  dieser  Gomplexe, 
die  beliebig  gewählt  sind,  eine  Oongrnenz  gemein  haben,  dass  ferner 
diese  Congmenz  mit  der  Gomplez*  Schaar  varürt.  Dieses  ist  aber  absurd. 

Eine  i)'«,  gesUsttä  nimaU  ab  aügememea  enites  Integrtd  Unettre 
IHffertnHal'Gleidmigm  D|,. 

Eim  ffestattd  nimah  als  aSgememes  erstes  Integrtd  Biffe^ 
rential-Gleichumjen  D„,  ufddte  Kuffd'Cangruenten  entsprechen. 

03.  Setzen  wir  nun  voraus,  das  eine  gegebene  D'jj  als  particuläres 
erstes  Integral  eine  2>|2  zugiebt,  die  einem  Kugel- Coni2)l€Xc  entspricht, 
und  betrachten  wir  eine  Kugel  dieses  Complexes.  £s  ist  nach  §  18., 
53.  klar,  dass  än'  entsprechende  Trajeciorien- Kreis  sielt  unter  den  dieser 
Ktuid  (Iure}/  (lir  (iniihnir  1)".,,  zugeordneten  Cnrvcn  {s,  o)  hefindrf. 
Existireii  eiuiacli  ujiL'iidlit'h  viele  Inte«Trale  dieser  Art,  so  muss,  weil 
einfach  unendlich  viele  Kugel -Coniplexe  alle  Kugeln  des  l'aumes  um- 
fassen, das  einer  beliebigen  Kugel  zugeordnete  Orthogonal  -  be  stem 
(s,  a)  eineu,  oder  einige  Kreise  enthalten. 

yoll  endlich  ein  allgemeines  erstes  Integral  dieser  Art  existiren, 
80  wären  a  priori  zwei  Fälle  denkbar.  Unter  den  einer  Kugel  zuge- 
ordneten Curveu  {s,  a)  befinden  sich  entweder  nur  eine  endliche  Zahl 
oder  auch  unendlich  viele  Kreise.  Ich  werde  beweisen,  das  der  erste 
Fall  unmöglich  ist. 

Setzen  wir  denselben  voraus.  Bezeichnet  alsdann  JJ»  F{X  YZ) 
einen  Kugel- Gomplez,  dessen  zugehörige  D,^  ein  erstes  Integral  ist^ 
so  liegt  der  Tnjectorien-Kreis  einer  Kogel  dieses  Oomplezes  in  der 
Ebene  (§  18.,  53.): 

-  flo  -     (X  -  Xo)  -f  f  ^;  ( r  -  Fo)  + ^i:    -  ^o) . 

Andererseits  lässt  die  Gleichung  dieser  Ebene  sich  auch  folgender- 
massen  schreiben: 

-      =  F,{X-  X„)  -f  F, i  Y  -  r,)  +  F,{Z  -  Z,)  , 
und  hierbei  bezeichnen  J*^, ,  i', ,  F.^  Functionen  von  X,,,  ^ot 
die  nach  dem  Obmstehenden  durch  die  gegebene  D'^^  bestimmt  sind. 
Es  gelten  also  die  Gleichungen: 


Flache  bestehen.  Man  erkennt  leicht,  dass  es  ausser  diesen  und  den  linearen  Com- 
plexen  keine  Complexe^giebt,  welche  die  geftodsrte  Bigemchaft  bedtnii.  Daw 
die  fienterkuDg  von  Herrn  Klein  die  RostilUte  des  Textes  nicht  bednflasst,  liegt 
darin,  tiasa  man  keine  zweifach  imeiulliLlio  Flilcheuscliaar  finden  kann,  welche 
die  Eigenüchaft  besitzt,  dass  jedesmal  oo'  Flüchen  der  Schaar  oo'  gomeinsaue 
Tangenten  haben. 
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die  —  vorausgesetzt,  dass  sie  iiidit  contradictorisch  sind,  —  ein  In- 
tegral mit  arbiträrer  Consfrottc  ^^cstatten. 

Wemi  vtnc  J)'\  ,  ein  nlhji  nirnu  s  t  rsivs  Jxiiurdl  t/rstfiffen  soll,  so 
niiiss  das  einer  hdithiijm  Kinjd  zaiiioribu  tc  ()rUin(/n)i(il  -  Si/s/t m  (s,  ö) 
(JUS  einer  Schaar  von  Kreiden  und  den  ZügchOriyen  Orthoyonal- Cui  ven 
bestehen. 

Sau  eim  Z)".^,  zwei*)  allgoneme  erste  Integrak  heeiiten,  90  tmm 
das  einer  U^igen  Kugd  sugeordnete  OrfhogonoA' System  {s,  0)  aus 
Mwei  Kreis 'Sdiaaren  bestdien.  Es  gihen  alsdann,  noih  einer  Bemer^ 
hmg  des  Herrn  Bonnet,  die  Kreise  jeder  Schaar  dwxh  Mwei  feste 

Es  ist  in  dnem  gegebenen  Falle  leicht  zn  verifidren,  ob  diese 
Bedingungen  erfüllt  sind.  Ick  muss  hier  zofSgen,  dass  ich  die  Frage, 
ob  die  vorsteheuden  iiotliwendigeu  Forderungen  auch  hinreichend  sind, 
nicht  entschieden  habe.  Da  es  mir  aber,  wie  ich  später  zeigen  werde, 
Illingen  ist  die  allgemeinste  anzugeben,  welche  ein,  bezüglich 
zwei,  allgemeine  erste  Integrale  besitzt,  so  scheint  mir  diese  Frage 
▼on  untergeordneter  Bedeutung. 

f  21. 

üeber  einige  Gleichnngeii       und  V^, 

64.  l'm  nicht  im  Folgeiideii  die  Darstolluiii?  abbrechen  zu  müssen, 
schicke  ich  in  dieser  Nummer  einige  Entwickelungen  voraus,  auf 
welche  ich  mich  später  melinnals  stützen  werde.  Es  ist  überhaupt 
der  Zweck  dieses  Parai^raplu-n ,  einerseits  einige  bekannte  Theorien  in 
^  erbiudung  mit  meinen  Complex  riit  orien  zu  brinj.,'en,  andererseits 
das  Verständniss  der  wichtigen  Ergebnisse  des  nächsten  Paragraphen 
vorzubereiten. 

Die  Gleichung: 

definirt,  wenn  X  ein  Parameter  ist,  X,  T,  S  Linien-  oder  Kugeln 
Goordinaten  bezeichnen,  einfach  unendlich  nele  Complexe,  die  Unear 
sein  sollen.  Denselben  entspricht  in  gewöhnlicher  Bedeutung  des  Wortes 


*)  Muu  sagt  oft,  dass  weun  eine  Glfiehung: 

rt  —  8«  +  Ar  +  Bs-\-  et  -i-  D=>0 
ein  allgemdnes  erstes  Integral  u  —  f{v)=ssO  besitzt,  nocli  ein  solches  Integral 
eodatirt  Und  doch  ist  es  wohl  bekannt,  d^  weun  dfie.  Gleiehimgj 

Bdf^  —  Sdp  dx  +  Td^  —  0 
in  zwei  Uneare  Gleichungen  zcrfiillt,  jene  Behauptung  im  Allgemeinen  falsch  ist, 
dasä  ferner  in  dttn  aUgemetnen  Falle  die  sogenannten  fteidsi»  Integrale  ein  trre* 
d^iblM  Integral  bilden. 
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ein  Enveloppe-Gomplex  A,  dessen  Gleichnng  man  findet,  wenn  man 

zwischen  F—0  und  ,,  =0  die  Gkösse  X  eliminirt. 

(11. 

Um  eine  geometrische  Vorstellung^  von  der  dem  Complexe  Ä  zu- 
goh(")rigen  T),,  oder  /),.,  /u  erhalten,  kann  nian  die  folgi'iidi.'u  Betrach- 
tunggn  machen.  Kin  Linien- (Komplex  ordnet  im  Allgtnicinen  jed(?m 
l'unkte  des  Raumes  einlach  uueudlicli  viele  Flächen  -  Elemente  zu,  die 
den  betreffenden  Cumplex  -  Kegel  umhüllen.  Eine  Aufnahme  macht 
nnr  der  lineare  Complex,  dessen  Qerade  bekanntlich  dreifach  unendlich 
▼iele  ebene  Bfischel  bilden.  Dagegen  ordnet  der  Inbegriff  von  einfach 
unendlich  vielen  linearen  Gomplnen  jedem  Punkte  einfach  unendlich 
viele  Elemente  za,  und  zwar  umhüllen  dieselben,  wie  eine  einfache 
Ueberlegmig  zeigen  wird,  jedesmal  den  Gomplex-^Kegd  des  Enveloppe- 
CSomplexes.  Zwei  oonsecntive  lineare  CJomplexe  schneiden  sich  nämlich 
nach  einer  linearen  Congmenz,  und  demzufolge  l&sst  der  Enveloppe- 
Complex  A  sich  auffassen  als  gebildet  von  einer  Schaar  Congruenzcn, 
aus  denen  imm»  zwei  consecutive  demselben  Complexe  geh5ren.  Be- 
trat htet  man  nun  insbesondere  unter  den  Geraden  von  A  solche,  die 
durch  einen  Punkt  gehen,  so  ist  es  klar,  dass  zwei  unendlich  nahe 
unter  denselljen  jedesmal  einem  der  gegebenen  linearen  Complexe  an- 
gehören ,  und  also  ist  meine  Behauptung  erwiesen. 

Andererseits  wisse))  wir  ,  dass  die  vie)-faeh  unoullich  vielen 
Flächen  -  P]lemente  einer  sich  an  die  dreita»  Ii  u)H-)i(lli(  h  vielen 

Trajt^ctorien- Kreise  (§  18.,  54.)  anschliessen.  Nun  schneiden  die  Kugeln 
eines  linearen  Complexes  die  /.ugchörige  Fundamental- Kugel  S  10.^ 
30.)  unter  constaiitem  \\  inkel  und  zwar  jedesmal  nach  den  l'rajectoi  ien- 
Kreisen.  Es  giebt  alsdann  nur  dreifach  unendlich  viele  ausgezeichnete 
Häehmi-Blemaite,  die  äeh  in  zweifach  unendlich  viele  demmtare 
ümdrehungs- Kegel  von  derselben  Winkel- Oeffnung  zusammenfassen 
lassen,  und  hierbei  liegen  die  Kegel -Spitzen  auf  5,  ferner  sind  die 
.  Kegel -Axen  Radien  dieser  Kugel.  Jietracliten  wir  ntm  emfauA  iiti- 
enäUek  vide  Uneare  Kuffd- Complexe ,  so  liegen  also  auf  jeder  der  ew- 
gdiorigen  FmdamenUA'Kugdn  die  SpUsen  von  Mweifaek  unemBkh 
viden  Ümdrehungs -Kegeln,  und  der  Inbi^ff'  aüer  eUeser  Kegd  gieht  die 
ffeonirfrisrhc  Definition  vm  der  dem  Envchppen-CoDqiJexe  sugcMrigen  Di<^, 

Es  ist  auch  bemerkenswerth ,  dass  eine  jede  solche  D|j  der  ana- 
lytische Ausdruck  <Ies  f<dgenden  Problems  ist:  (dh  FIncJien  eu  finden, 
die  eine  Srhaar  Kugeln  tndcr  ijeejchnicn  Wivhehi  srlnieidm;  hierbei 
sind  die  Schnitt -('urven  Krnnimu))gslinien  des  einen  Systems. 

Die  elementaren  Kegel  U))serfr  7),  ,  sind  i)))  Allgemei)ien ,  w  ie  ge- 
sagt, Ihmlrehungs- Kegel,  und  also  besitzen  diese  Gleichungen  die 
folgende  Form: 
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hier  bezeichnen  aUe  F  Fanctionen  von  Zj  die  indessen  gewisse 
Relationen  befriedigen  müssen.  Wir  werden  später  beweisen  (§  22.,  69.), 
dass  wenn  eine  IT^  ein  allgemeines  erstes  Integral  besitat,  die  be« 
treffenden  Differential  -  Gleichungen  erster  Ordnung  zu  der  hier  be- 
sprochenen Kategorie  geh&ren. 

Wir  setzen  jiim  voraus,  dass  die  gegebenen  einfaeli  unendlich 
vielen  linearen  Complexe  C  mit  dem  linearen  C'uniplexe  ff  =  0  in 
Involution  liegen.  Jeder  C  wird  alsdann  bekanntlich  von  den  Ortho- 
gonal-Kugeln  einer  gegebenen  Kugel  gebildet,  und  also  degeneriren 
alle  elementaren  Unidrelinnirs  -  Kegel  in  Ebenen -BUstbei.  Die  dem 
Euvuloppe- Complexe  /ugeliürige  1)^,  ist  somit  eine  Inuiin  partiell«; 
DiHerciitial-GIeicliiin*;.  deren  zwoitai  li  uiieiidlic  li  viele  Charakteristiken 
<lie  gei,'el(«Mien  Fundamental  -  l\UL(('lii  orthogonal  schneiden.  Eine  solche 
(neicinuig  oitsjiricht  detii  v<»n  Ik'rrn  Bonn  et  gelösten  l'rohleme:  alle 
Flächen  zu  linden,  welche  einlach  unendlich  viele  gegebene  Kugeln 
orthogonal  schneiden*). 

65.  Wir  fordern  f  dass  in  der  Gleichmg  einer  D".,.,: 

f  nur  die  Variahein  x  und  if  nilhüUf  und  suchen  dabei  die  allycntrinste 
Form  dieser  Grösse,  für  weicJw  unsere  JJf'^  ewei  allgemeine  erste  In- 
tegrale zuffieht. 

Die  Düi'erential- Gleichung  der  Charakteristiken  des  einen  Systems: 

besitzt  ein  Integral  mit  arbiträren  CV)nstanten  (p  {x  y)  =  Const., 
welches  eine  Schaar  von  Cjhndern  darstellt,  und  nach  §  20.,  61.  ist  es 


*)  SchUeast  man  diejenigen  linearen  partieUen  Diflinrential-Gleichmigen  ans, 

deren  Charakteristiken  Oerade  von  der  Länge  MoU  sind,  so  kann  man  behaup- 
ten, dji88  die  im  Texte  beBproclieuen  (Jlficlmnpen  die  einzigen  linearen  Z)„ 
sind,  iiutraclitcn  wir  uätnUch  zweifach  uncudiich  viele  Curven  c,  die  nach 
einem  arbitiftren  Gewtie  sn  Flftchen  snsammengefiuit,  immer  Krflmmm^Uiuen 
derselben  Brnd,  und  ferner  das  nmattane  Qjstem: 

d.r         .hl  _ 

X  "  y  ~  z  ' 

dessen  Integrale  eben  die  Curven  c  bestimmen.  Es  liLsst  sich  beweisen,  daSB 
Xdx-\-  Ydy-\-  Zdz  der  Integrabilitatu- Bedingung  genügt,  dass  also  die  Curven 
e  eue  FUUshen- Schaar  8  orthogomJ  aehneideii.  Mnn  bilden  «nfach  unendlich 
viele  e  immer  eine  Flftche,  die  eine  jede  8  orthogonal  schneidet  und  swar  nach 

einer  gomcinHamen  Krümminic7>1iriie  dieser  Flüihen.  Hieraus  folgti  dass  eine  jede 
auf  N  (Telegene  Curve  eine  Krümmuugslinie  dersell)eu  ist,  dass  also  alle  »5 Kugeln 
sind.  Deu  ünearea  1J^^  entspricht  eine  ausgezeichnete  Clause  l^n.  Jede  solche 
Gleicfanng  bentat  oo'  geradlinige  IntegralflAoben,  miter  denen  oo*  einem  linearen 
CompleM  gehören. 
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klar,  dass  die  (ilficliuiij^  (1)  ulle  l'lilclien  bestimmt,  deren  Krümmungs- 
liiiicn  den  einen  S}>tenis  auf  tlieüen  ('^lindern  liejj^en. 

Pas  einer  lie!i('bi<j^en  Kugel  (§  2<>,,  Gl.)  zugeordnete  Ortliogonal- 
Sy.steni  i  .s,  O  l  wird  nun  otlenbar  voji  den  Durclisi  Imitts  -  Curven  mit 
den  (Jylindern  q  Const.  iii  Verbindung  mit  den  zugebi)rigen  Ortho- 
gonal -  C'urveii  gebihU  t.  Es  soll  aber  nach  §  20-,  ü3.  das  Sj'stem  (s,  ö) 
aus  zwei  Kreis  -  Schaareu  bestehen.  Unsere  Cylinder  müssen  also  eine 
jede  Kugel  nnd  also  angleich  eine  jede  Ebene  nacb  Ereiseii  sclmeiden, 
und  demzufolge  sind  sie  selbst  Ebenen.  Femer  sollen  die  Kreise  der 
beiden  Schaaren  8  und  a  jedesmal  durch  zwei  feste  Punkte  gdien, 
und  also  enthalten  die  Ebenen  9 Gonsi  eine  gemeinaame  Aze. 
Wir  werden  aomit  auf  das  von  Joaehimsthal  gdSäe  Problem  geßhrt: 
aUe  Flächen  «w  finden,  deren  Krünmmifft^iinien  des  einen  Sysiems  m 
einem  Ebenen^BUedtd  Uegm. 

Joaehimsthal  hat  gezeigt,  dass  in  diesem  Falle  zwei  allgemeine 
erste  Int^ale  ezistiren,  und  wir  werden  finden,  dass  dieselben  zu 

der  in  der  letzten  Nummer  besprochenen  Kategorie  gehören.  Man 

ordne  jeder  Ebeue  des  Büschels  q)  ==  Const.  nach  einem  bdiAigen 
Gesetze  einen  Winkel  zu  und  betrachte  alle  linearen  Kugel -Complexc, 
deren  Kugeln  jedesmal  eine  Ebene  9p  unter  dem  betreffenden  Winkel 
schneiden.    Dem  Enveloppe-Complexe  entspricht  eine  Djj,  die  nach 

§  21.,  04.  ein  erstes  Integral  ist.  Man  betrachte  andererseits  einfach 
unendlich  viele  Kugebi ,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Axe  des  Ebenen- 
Büschels  liegen.  Es  ist  geometrisch  evident,  dass  die  Curven,  welche 
diese  Kugeln  orthogonal  schneiden,  in  den  Ebenen  (p  liegen,  und 
also  ist  die  lineare  1)^^,  deren  Charakteristiken  (§  21.,  64.  iSchluss) 
diese  Curven  sind,  ein  erstes  Integral. 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  jedes  der  beiden  allgemeineu  ersten 
Integrale  in  einer  gewissen  Beziehung  zu  zweifach  unendlich  vielen 
linearen  Complexen  steht.  Wenn  -\-  k  L..  —  0  alle  Ebenen  des 
Büschels  <p  darstellt,  so  detinirt  die  Gleichung: 

in  welcher  X  und  Parameter  bezeichnen,  die  zweifach  uuendlieh 
vielen  Gomplexe,  deren  Kugeln  jedesmal  eine  Ebene  9  unter  con- 
stantem  Winkel  schneiden,  deren  Fünkt-Kugeln  also  in  dieser  Ebene 
liegen.  Alle  diese  Compleze  bilden  eine  dreigliedrige  Gruppe*),  und 
enthalten  also  einüsch  unendlich  viele  gememaame  Kugdn,  die  PimH- 
Kugein  nänUit^  der  Axe  des  Ebenen- Bfischels: 

  Xj  — 0,  £2  =  0,  ir— 0. 


*)  Flacker  neue  Ueometrie  (1868  —  09)  pg.  112  uud  fg. 
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AndoriTSoits  gicbt  es  zweifach  uueuillich  vielt'  Kugeln,  (Imn  Mittcl- 
puukto  auf  der  Axe  (L,  =  L.,  =  lieircii.  Hie  zuj^<'höri;j;i'ii  Ortho- 
gonal -  Kugeln  bilden  zweifacli  unendlich  viele  lineare  Coniplexe,  welelio 
die  J'JirHf  II  (f>  als  [/t  tin  insrntic  Kuytln  enthalten.  Auch  hier  treÜ'eu  wir 
somit  eine  dreigliedrige  (irujtpe. 

Die  Beziehung  zwischen  den  beiden  Gruppen  wird  vielleicht  noeli 
anschaulicher  j  wenn  wir  zum  Linien  -  Räume  r  übergehen,  uuil  daliei 
erinnern,  dass  einer  Geraden  in  7i,  aufgel'asst  einmal  als  Puuktgebildc, 
andermal  als  Ebenengebilde,  im  iJaume  r  die  beiden  Geraden -8chaaien 
eines  Hyperboloids  entsprechen.  Unsere  leiden  dreigliedrigen  Gruji^pcu 
linearer  Complexe  stehen  also  in  der  Smidiung,  dass  die  ffememsamen 
Geraden  der  einen  Gruppe  eine  Flädte  eweUen  Grades  bilden,  deren 
Erseuffende  des  »weiten  Systems  aUen  Complexen  der  anderen  Gruppe 
angdtoren,  Soldie  Gruppen  werde  ich  aXs  cor^ugirte  heteiehnen*). 

Die  JoachimsthBrsche  Theorie  giebi  somit  die  folgenden  flQr 
die  Geometrie  der  Compleze  bemerkenswertben  Resultate: 

Es  seien  gwei  conjugirte  dreigliedrige  Gruppen  linearer  Complexe  ge- 
geben. Man  wähle  in  jeder  Grvppe  einfath  unendlu^  viele,  und  eudie 
die  beiden  mtgehSrigen  Enveleppe- Complexe;  densdben  entapredien  ewei 
parH^  IHfferenHail'GUii^ungen  (oder  D,,),  wdehe  immer  einfaeh 
unendUdi  vkie  gemeinsame  Integrale  beritten,  JMe  Du  der  einen  Grvppe 
bilden  das  aiOgemeine  erste  Integral  einer  H'^,  w^^ies  noth  em  äUge- 
meines  erstes  Integral  engidft,  und  ewar  sldit  dieses  in  derselben  Be- 
eidmng  eu  der  eweiten  Gruppe, 

Wählt  man  in  der  einen  Gruppe  die  Compleze  eines  Büschels, 
so  d^generirt  der  Enveloppe-Complez  in  eine  lineare  Congmenz**).  Die 
zugehörige  lineare  D,,  ist  natHriieherweise  ein  particulSres  erstes  In- 
tegral, und  offenbar  finden  sich  zweifech  unendlich  viele  solche  in 
jedem  allgemeinen  Integrale.  Der  obenstehende  Satz  Aber  gemeinsame 


♦)  Seien  x,  =  0,  ar,  =  0  Cg  =  o  Ilenrn  Kleina  sedis  Fondamental- 

Cotoplexe  (Math.  Annalen,  Bd.  II,  pg.  198).  Die  beitlen  Cirtijipen:  .r,-{-  ceXi-\-ßxrf==0, 
^4  ~1~  y^5  ~i~  Sxti^O  stehen  in  der  hier  besprocheneu  Beziehuug.  £in  Complex  der 
ersten  Gruppe  liegt  nach  Herrn  Kleine  Auadracke  immer  in  Involution  mit 
einem  jeden  Complexe  der  »weiten  Gnippe. 

**)  Die  Qmiqpe  S|  +      +  ßx^-=0  eotUUt  xweifaioh  unendlich  viele  eoldber 

linearen  Congruenzcn  K,  deren  Directriceu  auf  der  zugehörigen  Fläche  z'weiten 
Grades  liegen.  Ebenso  bestiuinit  .»^  -|-  yx.^  -\~  S.i\,  —  o  zweifiich  unendlich  viele 
lineare  Congruenzeu  A",  deren  Directriceu  der  zweiten  Erzeugung  der  besprochenen 
Flftehe  geboren.  Zwei  Congmensen  K  and  K'  sieben  somit  immer  in  der  Be- 
nehung,  dass  die  beiden  Directricen<FUure  ein  rüumlichoä  Vierseit  bilden.  Zwei 
mlche  Congriienzm  liegen,  werde  jc/»  sagen,  in  Involution.  Dieser  Ausdraek  ent- 
spricht der  von  Herrn  Klein  eingeführten  Terminologie. 
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integrale  '/.n'^i  insbesondere,  dass  weun  man  eine  lineare  aus  jedem 
allgemeinen  luiograle  nimmt,  dieselben  einfach  unendlich  viele  gemein- 
same lutegraltlüchen  hesii/.cn ,  und  (lies(*s  ist  a  priori  LTt'oinetrisch 
nvidoiit;  unsrre  l)oitlcn  lint'iircn  7>^,,  entä|irechen  nämlich  linearen  Con- 
^auenzen,  deren  Directritcn  Paar  ein  räundiches  Vierseit  bilden,  und 
es  \fu^)t  bekanntlieh  einlach  unendlich  viele  t'lächeu  zweiten  Grades, 
ilie  ein  .solehes  enthalten. 

(>(>.  Der  Fall,  dass  in  der  (»leiehnnj;  einer  1> 

I ;> V  /  -  ( 1  +  ^f) ^]  +  K 1  +  '  -  ( 1  +  T)  '■]  />  I (1  +P') -pq r]  =  0 
/"nur  p  nn«l  (/  enthält,  dass  also  die  Kiehtun«^en  der  Krünmmngslinien 
jedesnuil  imr  vim  der  Uiclitunij  des  Flächen  -  Elements  abhängen,  ent- 
8|tri(  lil  dem  bekauntm  Problemer  <ilU:  Fh'irhm  zu  fimhu ,  die  citir  </c- 
ifrlictu  .sj)Ii(irist  li(:  Al)bUdHn(j  hrsiizoi.  Das  Orthogonal  -  Systejn  (x,  a) 
einer  bidiebigeu  Kugel  ist  nun  mit  dem  gegebenen  sphärischen  Bilde, 
auf  diese  Kugel  übergeführt,  identisch,  und  also  geben  unsere  früheren 
Resultate  (§  20.,  33.)  den  folgenden  Satz: 

DkparUdUJHfferetOkilFGlekSi^  die  älk  Flät^ 

von  einer  gegdtenen  ^phäHsdten  Ahfiüduny  deßnirtf  Jcatm  nur  mUer  der 
Voramseigung  ein  oBgemeines  erstes  Integral  gestatten,  dass  jene  MbH- 
dung  ans  einer  Sthaar  Kreise  und  die»  äugdtSrigen  Or&togonät-Oufven 
hes^;  mm  allgemeine  erste  Jnt^raHe  können  mtr  außreten,  wenn  ani^ 
diese  letsten  Curven  Kreise  sind*), 

Herr  Bouuet  hat  gezeigt,  dass  in  den  angegebenen  If'allen  ein, 
bezüglich  zwei,  allgemeine  erste  Integrale  existireu,  und  wir  werden 
nun  dieselben  etwas  näher  nntersuchen.  Wir  betrachten  die  Ebene 
eines  Kreises,  der  dem  gegebeneu  sphärischen  Bilde  angehöi*t,  und  femer 
alle  Kugeln ,  welche  diese  Ebene  unter  demselben  Winkel  wie  die  Bild- 
Kugel  sehneiden.  Auf  den  daraus  hervorgehenden  linearen  Kugel -Com- 
plex  wenden  wir  alle  mögliche  Translationen  au  und  erhalten  so  einfach 
unendlich  viele  Conijdexe.  Indem  wir  in  derselixii  Weise  mit  allen 
Kreisen  des  sphärisclien  Bilds  verfahren,  bekommen  wir  zivcifach  un- 
cndUdt  ritlr  (iiictirc  Kii(jtl-C<>nqih:xc  C,  und  es  ist  einleuchtend,  dass 
wenn  mau  unter  denselben  nach  einem  beliebigen  Gesetze  einfach  un- 
endlich viele  auswählt,  dem  Enveloppen-Complexe  eine  i)|2  entspricht, 
die  ein  erstes  Integral  ist. 

Wir  setzen  nun  insbesondere  ymos,  das  die  aphirisehe  Abbil- 
dung aus  zwei  Ereisschaaren  besteht,  und  betrachten  die  durch  swei 


*)  £s  lässt  Bich  sogar  eehr  leicht  beweisen,  dass  auch  particuiüre  iutegrale 
nnr  ia  den  aogegebeaeii  fUlen  exiatiieD.  Harr  Darboaz  hat  gefonden,  daas 
die  besprochene  Ao^be  doh  aach  is  anderen  IlUlen  ala  in  d«n  Ton  Herrn  Bonnet 
gelobten  erledigen  liLsst.  Seine  Methode  kann  nach  dem  Texte  nidii  darin  baetehen, 
(hu8  er  allgemeine  erste  Integrale  gesucht  hat 
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feste  Rankte  l}^  uud  gehenden  Kreise  der  einen  Sehaar,  die  offenbar 
Tngectorien- Kreise  sind  fOi  alle  Oompleze  C,  welche  unsere  Bild-Kugel 
Q  enthalten.  Diese  Compleze  haben  ausser  Q  alle  Punkt- Kogeln  der 
Oeraden  ji| ,  gemein ;  sie  enthalten  also  zogldch  die  hierdurch  be- 
stimnite  lineare  Congmenz  nnd  bilden  ein  Bfischel,  dessen  61ei- 
chnng  sei: 

Qiebt  man  nun  X  einen  bestimmten  Werth  und  versteht  unter  eine 
Constante,  so  ist: 

(1)  •    L,  ^-^'A>^-.«  =  o 

die  Gleicliun^  eines  Complexea ,  in  den  der  ^ewilhlte  dun  Ii  eini' Triiiis- 
latioii  libergt't'ülirt  wird.  Wir  finden  somit,  dass  die  ('onijiiexe  feine 
»Ireigliedrigo ,  durcli  (1)  durgeslellte ,  (irn])jM'  hilden.  Wir  wonlen  l)o- 
weiseii,  dass  diese  Grujijio  eine  piirtieularisirle  ist,  nnd  liierhei  winl 
es  voriheilliaft  sein,  Linien -Vorstellungen  iin/uwendeii.  Die  ( Jleieiiungon 
«=  0  und  =  0  siud  hinsichtlich  -X,  1',  Z,  H  linear,  uml 
somit  (§  10.,  30.)  enthalten  die  entsprechenden  Linien -Oomplexe  als 
gemeinsame  Gerade  die  Fundamental -Gerade  Kanmes  r.  Femer 
stellt  Oonst.  *«>  0  alle  Creraden  dar,  welche  die  letztgenannte  Linie 
schneiden,  nnd  wir  finden  so,  dass  die  gemeinsamen  Geraden  aller 
Compleze  (1)  eine  gerfaUende  Fläche  zweiten  Grades,  das  heisst  zwei 
ebene  Büschel  bilden. 

Die  hier  auftretenden  Gebilde  sind  also  ein  Degenerationsfall  von 
den  in  der  rorangehenden  Nummer  untersuchten.  Die  heiden  eonju- 
girtm  dreigUeärigen  Gruppe»  loerden  nun  dwrh  Mwel  Funkte  j»,, 
U)nd  ztcci  durch  diesdben  gehende  Ebenen     ,      bestimmt.   Die  Com- 

plexe  der  einen  Gruppe  enthalten  sämmtlich  die  heiden  Strahlen-Büschel 
(jf>,  jy,)  (pj-ß'j))  ebenso  enthalten  die  Coniplexe  der  zweiten  Gruppe  die 
Büschel  {PiE%)  (Ps-^i)-  Dies  Resultat  entspricht  dem  bekannten  Satze: 
Die  BonncA'üchc  Diflhiut'nd-GkUliuny  zweiter  Ordnung  zur  Be- 
stimmung aUer  Fläciten,  deren  sätmu fliehe  Krümmungslinim  ehcii  sind, 
lässt  sich  ah  ein  Degenerationsffdl  auffnasen  von  der  Joachimsthal'- 
schen ,  welche  alle  FJäclicti  gichf,  deren  Krümmungsiinien  des  einen  Sy- 
Sterns  in  einem  gegebenen  Elf  nrn- Büschel  liegen. 

67.  Als  letztes  Beispiel  betrachte  ich  die  Aufgabe,  alle  Flächen 
zu  finden,  deren  Krümniungslinien  des  einen  äjstems  einer  gegebenen 
Helation  von  der  Form: 

Tl(x  gßdxdy  ds)  ^  0 

genügen.  Zur  Existenz  von  zwei  allgemeinen  ersten  Integralen  ist  es, 
werde  ich  beweisen,  nothwendig  und  hinreichend,  dass  TT  hinsichtiich 
der  Differentiale  linear  ist,  dass  ferner  TT  «->  0  integrabel  ist,  dass 

aUthenuitiwh«  Aaiwlon.  15 
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endlich  die  Integralflächeu  dieser  totalen  Differential -Oleicbaiig  eine 
Kngel-Schaar  8^  -^IS^^O  sind. 

Wir  setzen  die  fizistens  eines  allgemeinen  ersten  Integrals: 

voraus  nnd  betrachten  f&r  eine  parfcicaläre  Wahl  der  Function  f  den 
einem  Punkte  zugehörigen  elementaren  Complex- Kegel ,  der  ein  üm- 
drehnngs -Kegel  sein  muss*).  Die  constanten  Erflmmongs* Richtungen 
aller  Flächen -Elemente,  welche  diesen  Kegel  umliülleu,  sind  (li<>  l!i  - 
rühruugs-ltiehtang  des  Elements  mit  dem  Ko*^c\  und  die  /ugebürige 
Orihogonul- Richtung,  und  zwar  ist  es  geometrisch  evident,  da^s  diese 
lr/:'<)f  7}irJ>fi()Uf{fi  einen  dtenen  liüschel  hildm,  dessen  Axf  zugleich  die 
MUiclIinit'  des  Umdrehtm/s-Krf/rls  isf.  Die  Gleichung  TT  =  0  ist  also 
hinsichtlich  dx,  «lij.  d.:  linear,  nnd  ferner  ist  khir,  dass  /dir  clrn/cidarm 
Jioffiflons-  Kcfff  ] ,  dir  für  rhir  vt  y.<rhirdr)}r  Wfdd  drr  (n  hiträt'm  Fundion 
f  cinrm  yrgrh  nni  Ptoddt  i  vls^irn  hm  ^  dirsrlhr  Axe  Imben. 
Man  betrachte  nun  zwei  i)arti(  iiliire  Integrale: 
«-r,(t)  =  0,  M-/,(t;)  =  0 

und  zwei  Integralflächeu  derselbeui  Ii  und  1.^,  weh  he  eine  gemeiu- 
same,  TT  »  0  genügende  Curve  c  enthalten.  Alsdann  ist  r  eine 
Krümmungslinie  auf  den  beiden  Flüchen,  jdie  sich  in  Folge  dessen 
unter  constautcni  Winkel  sclmeidcn.  Für  einen  jeden  Punkt  der  Curve 
r.  ist  aber  der  besjirdchene  Winkel  gleich  der  Dillcrenz  zwischen  den 
Winkel -( )efrnun*^en  der  beiden  zugehi'trigeii  elementaren  L  nidrehungs- 
Kegel ,  und  also  iiat  dirsr  Difj'rrrn-  drusrUtru  Wi  rtli  f  i'tr  rdlr  Pind.tc 
loisrrrr  Ciinr.  Lilsst  nun  TT  =  O  sich  vidd  inlegriren,  l^o  kann  man 
zw  is(  hm  zwei  beliebigen  l'unkten  des  llaunies  eine  Curve  ziehen,  welche 
TT  0  genügt,  und  in  diesem  Falle  existirt  also  höchstens  ein  Inte- 
gral mit  einer  arbiträren  ConstatUen. 

Es  bleibt  zu  untersuchen  der  Fall,  dass  TT**0  ein  lutegral 
8(xy  m)  =  Oonst.  besitzt.  Das  einer  beliebigen  Kugel  zugeordnete 
Orthogonal -System  {js,  a)  besteht  nun  aus  den  Durchschnitts- Gurren 
mit  allen  Flachen  S  zusammen  mit  den  zugehörigen  Orthogonal-Curven. 
Es  ist  aber  die  Kugel  die  einzige  Flache,  welche  jede  beliebige  Kugel 
nach  Kreisen  schneidet,  und  also  sind  die  Flächen  8,  wie  oben -be- 
hauptet, Kugeln.  Sollen  ferner  immer  sowohl  die  Curven  s  als  <r 
Kreise  sein,  die  jedesmal  durch  zwei  feste  Punkte  gehen,  so  mfissen 
die  Kugeln  >S'  unendlich  viele  Punkte  gemein  haben,  das  heisst,  sie 
bilden  einen  Hüschel  S  -f-  —  0.  Wir  werden  also  auf  die  Aufgabe 
geführt:  aUß  Flächen  mh  finden,  deren  KtiknmunffiUmen  des  einen  Sff- 


*)  Der  Beweis  dieser  Behaaptuag  liegt  in  den  8ehlQn-fie&ierknn0en  des  Pma» 
graphen  18.  VergL  auch  Nonuner  83. 
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ttms  auf  einem  Büsdtel  von  Kugdn  liegen ,  und  bekamiÜidi  fuhrt  eine 
Transformation  durch  recvproke  Radien  dieses  ProHdem  in  das  von  Jo'o' 
ehimsfhal  i/rlostc  über. 

Nach  HeiTii  Bonn  et  bestimmt  unsere  Aufgabe  alle  nicht  röhren- 
förmigen Flächen,  deren  sänimtliclie  KrünuuungsUnien  sphärische  Cur- 
Ten  sind. 


08.  Endlich  wenh'  ich  andeuten,  wie  die  von  den  Herren  Bonn  et 
und  Serret  erledi^^te  Aulgalie:  alle  Flüclien  mit  s]dläri^(■llen  Kriini- 
mungslinien  zu  l)estinnnen,  nach  den  Anschauungen  tler  Ku<^el-d'eo- 
metrie  zu  l»ehandehi  ist.  Alles  kommt,  wie  num  leiclit  beweist  ( i?  2  t., 
8<).),  daniut'  hinauij,  iu  allgemeiuster  Weibe  zwei  Schaureu  linearer 
Complexe  zu  finden,  die  paarweise  in  Involution  liegen.  Herrn  Klein  's 
Thome  der  sechs  Fnndamental-Complexe'^): 

ar,  =  0,  flf,  =  0  .  .  .  .  :t>.  =  0 

beantwortet  unmittelbar  «Hese  Frage.  Alan  betrachte  uiuulich  entwetier 
die  beiden  dreigliedrigen  Gruppen: 

+      -  I  /^  ^'3         ^4  4-  y^Ä  -|-  öa;j  =-  ü 
oder  die  beiden  Gruppen: 

«I  +  ««*  —  0,  iJ^  + +  ya^ -j- *a?e  —  0, 

und  wihle  jedesmal  einfach  unendUch  viele  Complexe  aus  jeder  Gruppe. 
Die  den  beiden  £nveloppe-Complexen  zugehörigen  Du  (oder  Dy^  be* 
sitaen  an&eh  nnendlicli  viele  gemeinsame  Integralflachen,  die  unsere 
Aufgabe  in  aUgemeinster  Weise  befriedigen.  Die  hiermit  angedeutete 
Methode  giebt  zugleich  mit  grosster  Leichtigkeit  die  verschiedenen 
bei  diesen  Untersuchungen  gefundeneu  Resultate.  (Veigl.  eine  Note 
des  Herrn  Picart  in  den  Comptes  rendus.  1858.) 

§  22. 

Bestifflmimg  aller  i>",|  and  D'\,^,  welche  allgemeine  erste  Integrale 

besitzen. 

69.  Es  hat  sich  gezeigt,  dass  wenn  eine  jy^x  allgemeines 
erstes  Integral: 

II  — /•(!,)  — 0 

zugiebt,  dasselbe  zuweilen  durch  zweifach  unendlich  viele  lineare 
Complexe  definirt  werden  kann,  und  ich  behaupte,  dasa  dieses  innner 
der  FaU  isL  Der  Beweis  grfindet  sich  darauf,  dass  ein  jedes  in  dem 


*)  Man  aittH  die  venehiedenen  Begeneratioiien  des  Syitems  der  aeehi  Fun- 
damental-Complexe  berOokaichtigen. 

16* 
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allgenit'ineii  Integrale  enthaltenes  paiticuläres  eine  2),,  (62.,  G3.)  sein 
muss,  und  zwar  eine,  welche  einem  Linien -Complexe  —  ich  nenne 
denselben  in  der  folgenden  Entwickelung  einen  Integrtd-Complex  — 
entspricht. 

Eine  jede  der  Gleichungen: 

«  »  Gonst.,  V  B  Gonsi 
bestimmt  einfach  unendlich  viele  solche  Integral- Gompleze,  welche 
wir  auf  alle  möglichen  Weisen  in  Paare  {Up  v,)  zusammenfassen  und 
dabei  bemerken,  dass  eine  beliebige  Gruppe  {upV^)  jedem  Punkte*) 
des  Raumes  ein  oder  einige  Flächen -Elemente  zuordnet  —  gemoin- 
sanien  Tangenten -Ebenen  von  Complex* Kegeln,  welche  dieselbe  Spitse 
haben,  entsprechend.  Wählt  man  unter  den  zweifach  unendlich  vielen 
Gruppen  {Uj.  r.)  nach  einem  beliebigen  (Jesetze  einfach  unendlich  viele, 
so  ordnet  man  damit  jedem  Punkte  einfach  unendlich  viele  Elenicnte 
/,n ,  und  zwar  wissr-u  wir,  dass  dieselben  jedesmal  den  Complex- Kegel 
eines  Integral  i'ouiplexcs  uniliiillen. 

Zwei  consecutive  Grui)p('n  (x,,  r,j) ,  {Uf,^^ij,  v./ ^  j.j)  ordnen  jedem 
Punkte  eine  oder  einige  Ilichtungen  zu,  und  dieselben  gehören  offenbar 
unbegrenzt  vielen  Integral -Coniplexen  an.  Es  f(dgt  hieraus,  dass  der 
geometrische  Ort  dieser  dreifach  unendlich  vielen  ilichtungen  eine 
Linien' Cmgrueng  sein  muss,  und  es  ist  nicht  schwer  zu  erkennen,  dass 
wenn  {itp  v,,)  constant  bleibt,      + '  +  ^7)  dagegen  varürt,  wir,  allen 

Wertheu  der  Grösse        entsprechend,  einfach  unendlich  viele  Cou> 

gmeneen  erhalten ,  deren  Inbegriff  einen  Gomplez  C  bildet  Die  Qt' 
raden  dieaes  Com^plleses,  die  dwrek  einen  PuM  gdtenf  Hegen  mm  immer 
in  einer  Ebene,  deijenigen  nämlich ,  die  ilurch  die  Gruppe  (n^  v,)  dem 
betrefTenden  Punkte  zugeordnet  wird,  und  also  ist  C  ein  lineam  Oom- 
plex.  Wir  können  somit  den  folgenden  Satz  aussprechen**): 


*)  Die  dreifiM^  mendlieb  vielen  gMneinninen  Flftofa«i -Elemente  sweier  par- 
tiellen I)iff('rcntial-01eichiin}fen  erster  Ordnung  brauchen  nicht  den  g;inz»'n  Raum 
zn  tlm  i  hzichen ;  es  ist  nämlich  niöLflicli ,  ihiss  zweifach  unendlich  viele  elenu-ntaro 
Complcx  -  Kugel  zugleich  beiden  Gieicbungeu  augchöruu.  Dieser  Fall  kann  hier 
nicht  eintreten;  zweifach  unendlich  viele  Complez-E^l  bestimmen  nftmlioh  beratt 
einen  Xmien -Compiex,  nnd  unsere  D^^  ontaprechen  ja  Linien  -  Complezen. 

••)  Herrn  Klein'»  Hemorkuug,  da^s  <He  Tangenten  einer  developjiablen  Flilche 
eineu  Complex  bilden,  di  syr  n  ( 'oiiii)li'x  -  Kegul  eliene  T'iiscbel  sind,  macht  es  notb- 
wendig,  die  Möglichkeit  in  Uetraclit  zu  ziehen,  da.Sft  alle  C  »olehe  C'omplexe 
wihren.  Alsdann  würden  jedesmal  00'  C  einen  speeiellen  Comidex  nmhflllen,  dessen 
Intcgralfl&chen  DeodoppaUea  wbmi.  Wir  würden  also  höchstens  die  bekannte 
Uleichung 

rt  —  8»  =  0  • 

erhalten,  die  wir  schon  als  eine  D'n  mit  allgemeinem  erBien  Integrale  angegeben 
haben. 
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Wenn  eine  iy\^  ein  aUfjcnwims  erstes  Int^'(/ral  lusitzt .  so  mtsprechen 
demselben  .mnetfadi  uncndlirh  viek  liwarv.  Comiilexe  C  und  zwar  in 
solcher  Wfise,  dnss  einfach  uiumdlich  tnele  C  immer  itinm  F.nvchppe- 
Comple.r  fjt'hryi,  dessen  ZH(/rhöriifr  T)^^  <  in  pttrtindiirrs  i  rsfes  Inlefjnd  ist. 

Wir  t'rl(M]it;<Mi  nun  die  Fra;^(' ,  <>l)  zweitucli  iiiiLMi<lli(li  virlc  liiir.uf 
('oiuplexe  iuuncr  t-iiic  Dittercutiiil  -  ( Jlei(  Iiuiil;  /weik-r  Onliiung  mit  t  iu«-m 
iilliifemeijn-n  ersten  Intef^rali'  ht-stiniineii ,  iiiul  liiorb«»i  w  inl  o-  vortlu'il- 
hat't  seiu,  Kuj^ol -VorstcllunLft'M  aii/uw^Midcn.  Einem  jeilcii  liiii-an'U 
Kugel  -  Complexc  entspredien,  wie  wir  wissen  dreifach  unendlich 

viele  Flücheu- Elemente,  die  sich  an  die  betreffende  Fundamental -Kugel 
aadchlieasen.  Befamchten  wir  also  sweifaeli  unendlich  viele  lineare 
Kugel -Complexe  so  gehört  jedes  Element  des  Raumes  nur  einem 
oder  einigen  C  als  an^jpezeichnetes  Element  an.  Man  ordne  nun  einem 
jeden  Flächeu- Elemente  die  Durchschnitts -Richtung  mit  der  Funda- 
mental-Engel  des  zugehörigen  C  zu  und  betrachte  diejenige  D"2«> 
welche  eben  diese  Zuordnung  (§  20.,  61.)  bestimmt.  Dieselbe  wird 
ofienbar  von  einer  jeden  7),2  befriedigt,  die  dem  Enveloppe- Complexe 
von  einfach  unendlich  vielen  C  entspricht. 

Zweifach  unendlich  viel  Jinrarr  Linim'  oder  Kugvl'Comple.ci  Ih>- 
stimmen  immer  etne  oder  iy\^  mit  einem  aügememm  ersten  In- 
tegrale. 

Unsere  zwcitadi  »inondlich  vielen  iineuren  Complexe,  deren  (Jlei- 
chuugmitxwei  Parametern  k  und  ft  sich  folgendermasseu  schreiben  läset: 

(D(X  Y  Z  II  X  ^)  =  0, 

bestimmen  einen  Envelo]ipe-Coniplex  A,  dessen  Gleichung  mau  findet, 
indem  man  zwischen  den  Gleichungen 

♦_o,  r*-.o,  §*-o 

die  Parameter  eliniinirt.  Es  liegt  nahe  zu  verinutlien,  dass  die  <lem 
Complexe  Ä  zugehörige  ein  singiiläres  erstes  Integral  darstellt, 

und  das  ist  in  der  That  auch  der  Fall.  Betrachten  wir  nämlich  eine 
in  A  enthaUene  Kugel  Q  und  zugleich  den  entsprechenden  Kneareu 
Complez  C,  der  sich  offenbar  unter  den  einfach  unendlich  vielen 
linearen  Tangential -Complexen  befindet,  welche  A  in  Q  besitzt,  so  ist 
es  khir,  dass  dieser  Kugel  Q  dersdhe  Trf^eetorien- Kreis  hinsicMlich  A 
wie  hmaiMii^  emes  hdiäbigen  unter  den  früher  htirachtelen  Envetoppe- 
Comptßxenf  der  von  C  umhüllt  wird,  entspricht.  Es  zeigt  sich  also, 
da88  die  Integralflächen  von  A  unserer  2)%}  genOgen. 

Eine  D"^  mit  dium  (dhjemanen  ersten  Tnf^sffrudc  hesitßt  im  AUgc- 
meinen  ausserdem  ein  sInf/tUäres  erstes  Intcgr<d. 

Ich  werde  nun  andeuten,  wie  man  dur(  h  analytische  Operationen 
entscheidet,  ob  eine  gegebene  7)"j,  ein  allgemeines  erstes  Int^ral 
besitzt,  wie  mau  ferner  in  diesem  Falle  dasselbe  bestimmt 
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Man  nnteranehi  zuerst,  ob  die  einer  beliebigen  Punkt -Kugel  durch 
die  ir„  zugeordneten  Cur?en  8  oder  0  Kreise  sind,  und  bestimmt 
unter  dieser  Voraussetzung  die* elementaren  Umdrebungs-Kegel*),  weldie 
diese  Kreise  enthalten  (d5.).  Sei 

F{xif  gpqv)^0 

die  allgemeine  GHeichnng  der  besprochenen  Kegel  mit  einer  arbitiftren 
Constanten  v  ausser  der  Scheitel -Goordinaten  x,  ff,  Man  sucht 
nun  den  analytischen  Ausdruck  eistens  von  der  Winkel  «Oeffnung: 

ferner  Ton  der  Richtung  der  Kegel -Axe: 

dx       (I  tf   dz 

Y~'  Z  ' 

In  den  Functioneu  X,  Y,  Z,  die  von  x,  y,  e,  v  abhUngeu ,  setzt  man 
statt  V  den  Werth  dieser  Grösse,  genommen  aus  der  Gleichung 

=3  <t>(af  y  «  v) 

und  bildet  den  Ausdruck: 

Xdx  +  Ydy  +  Zde  —  0. 
Wenn  diese  Gleichung  sich  integriren  l&sst,  und  zwar  in  der  Form: 

dann  und  nur  dann  existiri  ein  allycnaiiies  erstes  Integral,  Die  letzte 
Gleichung  enthiUt  zwei  Parameter  und  H  und  stellt  also  die  zwei- 
fach  unendlich  vielen  Fundamental -Kugeln  unserer  linearen  Kugel- 
Gomplexe  C  dar.  Hieraus  findet  man  leicht  die  allgemeine  Gleichung: 

dieser  Gomplexe,  und  damit  ist  das  allgemeine  erste  Integral  bestimmt. 
Endlich  giebt  die  Elimination  von  l  und  ft  zwischen  den  Gleichungen 

"  =  '''l?  =  *^'?^  =  0 

das  singulare  erste  Tntepfral. 

Wenn  rinc  jy\,  ein  alh/rnn  ints  crsfrs  Jntnjrnl  ziif/trhf,  .so  lä.ssf 
sirh  (I(i6sclhc  wie  auch  dtis  sugdwriyc  sinyaLärc  erste  Inteyrai  immer 
angcheth**). 


*)  Wenn  die  auf  eijier  l(oliel»igeii  rimkl  Ku;;i'l  ^('1<.'r«mh'Ii  Curvcn  iiml  o 
Kreise  Hind,  so  ordnet  iinserf  //'j,  in  dein  angegebenen  Sinne  jrdeni  Punkt-e  ein- 
fach unendlich  viele  i.'m«//<7<*<«</.s- Kegel  zu.  Die  »o  gefundenen  c»'  Kegel  ordnen 
sieb,  wenn  erste  Integrale  existiren,  in  Scfaaarcu  von  oo'*  die  jedesmal  ein  erstes 
Integral  bestinunen. 

**)  Ein  putfs  I{f>isi>i»'l  einer  /^''j,  mit  einem  aU^jenieinen  ersten  IntefTrale  lunl 
einem  zugehörigen  singulilreu  integrale  giebt  die  Aufgabe :  alle  1-lächeu  zu  tiuden, 
die  einfiMdk  onendlidi  viele  Tangentenebenen  einer  gegebenen  Fluche  0  orÜiogomü 
schneiden.  Das  singuUre  erste  Integral  entspricht  der  Bestimmung  aller  Fl&chen, 
deren  Krflmmnngs  -  Centra  des  einen  Systems  auf  <t>  liegen.« 
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70.  In  fler  folgenden  Untersuchung,  deren  Zweck  ist,  alle 
mit  zwei  allgemeinen  ersten  Integralen  zu  bestimmen,  werde  ich  mich 
auf  den  früher  (65.)  eingeführten  Begriff  der  involutorischen  Lage  zweier 
linearen  Cougruenzen  stützen.  Wir  müssen  dabei  erinnern,  dass  wenn 

zwei  Z,ö??Vn - Congrueiizen  in  dieser  Bezioliuii«^  stehen,  die  beiden  Direc- 
triceii  -  Faare  ein  räumliches  Viers<'it  bilden.  Es  sei  andererseits  Q  dio 
eine  genieinsaine  Ku^el  der  entsprceiienden  linearen  Kugel-Coii^jfruen/eit, 
und  es  seien  ,  p.^  die  beiden  auf  Q  ^-eleijenen  Tuuld- KH<j(in  der 
einen  Congruenz,  7ty,  7t.,  die  entsprechendeii  l'uiikt  -  Kugeln  der  an<leren 
Congruenz.  Die  vier  l'uiikte  jj, ,  j>., ,  ;r, ,  ;r.,  unserer  Kugel  stehen 
alsdann  in  der  Beziehung,  dass  ein  jeder  durch  2>\  "ml  j^,  gehender 
Kreis  einen  beliebigen  Kreis,  der  durch  ar,  und  n.^  geht,  orthogonal 
Bebaeidei 

Dieses  Toransgesetsst,  betrachten  wir  die  durch  unsere  D^^,  einer 
beliebigen  Kugel  Q  zugeordneten  (61.)  orthogonalen  Kreis -Schaaren, 
die  bezflglich  durch  zwei  Punkte  j»,,  oder  durch  zwei  andere  sr,, 
gehen.  Alle  Integral- Compleze,  welche  Q  enthalten,  theilen  sich 
in  zwei  Systeme,  und  zwar  ist  es  klar,  dass  der  Trqectorien- Kreis  eines 
jeden  Complexes  des  einen  Systems  durch  und  7).,  geht,  wahrend 
die  Complexe  des  zweiten  Systems  in  derselben  Beziehung  zu  den 
Punkten  t,  und  Ttj  stehen.  Hieraus  lässt  sieh  schliessen,  dass  einem 
lithyral-Cainplexc  des  ersten  Systems ,  der  die  Kugel  Q  enthält,  anssfrdem 
die  tMÜden  unendUch  nahen  Kugeln  Q  und  Q\  wclehc  Q  hcziUjlirli  in 
//i  ftnd  p  berühren j  anfjrliörin.  Indem  wir  dicsselben  Schlüsse  auf  Q' 
und  (^"^w.  s.  w.  anwenden  ,  sclien  M  ir,  dass  alle  r()ni])lt'xe  dos 
einen  kSyst<'ms,  welche  eine  gegebene  Kugel  enthalten,  ausserdem 
wenigstens  zweifach  unendlich  viele  Kugeln  geniein  haben.  Mehr 
können  es  aucii  nidit  sein;  denn  sonst  wären  sie  identisch,  und  dann 
hätten  wir  kein  allgemeines  Integral.  Es  zeigt  sich  also,  dass  eine 
jede  Kugel  des  Raumes  eine  Kugel -Congruenz  bestinuut,  und  zwar 
giebt  es  zweifach  unendlich  yiele  solche,  die,  wenn  man  sie  nach 
einem  arbiträren  Gresetze  zu  Complezen  zusammenfasst,  immer  Inte- 
gral-Complexe  geben. 

Ich  werde  nun  zeigen,  dass  diese  erzeugenden  Congruenzen  —  ich 
nenne  die  des  einen  Systems  5,  diejenigen  des  zweiten  lineare 
Cougruenzen  sind.  Zu  diesem  Zwecke  betrachte  ich  noch  einmal  die 
Kogel  Q  mit  den  Punkten  und  in  denen  und  die  g^ebeue 
Kugel  berühren.  Einer  jeden  dieser  letzten  Kugeln  ordnet  unsere 
D'  -n^emiaat^^gc'iQxchniiitöVxiXi^iQ  p{y  p.j  und  y>,",  p.^'  zu,  und  zwar 
erkennt  man  leicht,  dass  mit  p^,  p.^"  mit  id&Uisdt  sein  müssen. 
Hieraus  folgt  durch  eine  einfache  Ueberlegung,  dass  alle  cinfaeh  un- 
en((li<h  vielen  Kwjeln,  welehr  i'i  oder  p^  hcrührnt,  un^rrcr  Cim- 

grueus  S  güdiren;  diese  Congruenzen  lassen  sich  atlso  in  einfach  uu- 
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eiullich  viele  Scbaaren  von  Kugeln,  die  jedesmal  einen  gemeinsamen 

Berührungspunkt  haben,  zusammenfassen,  und  hierbei  gehört  jede 
Kugel  rim  solchen  Schaaren  an.  Die  enlsprechenclcn  Liiiieii-Conji^ruenzeii 
ordnen  sich  also  in  •'inCacli  niit'iulHcIi  viele  el»eiie  Hiisciu'l,  und  /.war 
geliört  eine  jede  C'uiiu:riu'ii/.  Linie  zwei  soh  lien  Büticheiu  au.  Dieses 
ist  al)er  für  die  lineare  (Jongruenz  cliarakleristisch. 

Wr)iii  tiuc  D".y^  zwd  alhjrnuiuf  rrsfr  Jnfifjrnh'  hcsitzf,  sti  ,nt- 
sprcchcn  (icrsrUn  n  zwei  Schfinn  u  von  z(Ci  if(it  /i  unrndl/f  h  cü  lai  Umarm 
Cmufrtwtisai  S  und  Z.  Einlach  mündlich  i-ide  S  oder  1  bilden  immer 
einen  IvUegrcA-Complrx. 

Mit  Berttcksiclitigung  des  Anfengs  dieser  Nummer  findet  man  nun, 
dass  zwei  belieln<re  Cougruenzen  8  und  £  immer  in  InToluÜcm  liegen, 
dass  also  die  beiden  Directricen  «Paare  der  betreffenden  Linien •fifjateme 
jedesmal  ein  räumliches  Vieradt  bilden. 

Hierans  folgt,  dass  die  Oirectricen  aller  S  keine  zweifach  unend- 
liche Mannigfilltigkeit,  sondern  nur  eine  Linienflache  bestimmen.  Sonst 
existirten  uamlich  zwei  Linien  -  Gongrueuzen  —  alle  Directricen 
unserer  beiden  Systeme  —  deren  ^e<ri'iiseitige  Beziehung  eine  solche 
wäre,  dass  eine  jede  (ierade  der  einen  Congruenz  alle  Linien  der 
zweiten  träfe.    Dieses  ist  aber  unmöglich. 

Die  Directricen  bilden  also  die  beiden  Erzeugungen  einer  Linien- 
tläclie,  die  bekanntlich  eine  Fläche  zweiten  (iiades  sein  muss,  und  also 
werden  wir  auf  die  in  Nummer  (56.  unter.suchteti  (iebilde  zurikk^efidirt. 

Zivri  coii/uf/irfr  d  r  (  i  tfl  >  <■  d  r  /  (/ r  (r  r  i(  ]>  prn  linearer  Coni- 
ph  .ri  dl  fini rcn  dir  nUgt' uw nt ^te  D'^^  {oder  D'^.^  mit  zwei 
alliji  ni I  (ncn  ersten  I nf i  fi r<il(  )>*). 

71.  Ehe  ich  diesen  Ab5<cliuitt  schliessu,  will  ich  noch  beweisen, 
duss,  wie  früher  behauptet,  die  allgemeine  Form  einer  D'\^  die 
folgende  ist: 

ferner  an  diese  Form  eine  Interpretation  und  einige  Sätze  anknüpfen. 
Die  Differential -Gleichung  der  Charakteristiken  einer  partielkn  Diffs- 
rential-Gleichung  zweiter  Ordnung  F{j  ij  ^  j)  (j  r  st)  ^0  schreibt  sich 
bekanntlich: 

^       —  ^  dy  dx  f  '    da?  =  0. 

Andererseits  befriedigen  die  Haupttangentcn-Curven  die  iielatiou: 

t  dif  -I-  2s  dy  dx  +  r  dx-  =  0. 

Sollen  also  die  Haupttangentcn-Curven  beider  Systeme  ^arakteristiken 
sein,  so  gelten  die  folgenden  Gleichungen: 


*)  Auf  ilcu  Iiiti  iT! iiKiiiclifU  einer  bolcheii  />",,  {^rliüren  TjinL'enten  etn^r 
beliebigeu  Üaupttangeutcu-Curve  jedesami  einem  linuarun  Couiplcxe  aa. 
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f']^        rF  dF 
dr  et 
i        —  2»      ■  r  ' 

und  wenn  man  hier  nuc})  den  «^Gewöhnlichen  Methoden  iniegrirt,  so 
tiudet  ni:in  die  oben.'stehende  Form. 
Wie  bekannt,  ist 

die  Formel  des  KrflnuniuigS' Masses»  und  also  kommt  die  Integration 
einer  D^,,  darauf  hinaus:  äSe  Flächen  su  finden,  deren  KrünmungS' 
Mass  nach  einem  gegebenen  Chaetge  von  der  Lage  des  Flächen  -  Elements 
abhängL 

Unser  früherer  Satz,  dass  wenn  eine  D",!  ein  erstes  Integral 
«aO  besitzt,  dasselbe  eine  7),,  sein  muss,  dass  ferner  jede  i^n  unbe- 
grenzt vielen  J)\^  genügt,  giebt  leicht  das  folgende  Theorem,  welches 
sich  übrigens  unmittelbar  aus  (Miiem  Satze  des  Herrn  Enneper  (diese 
Aunalen  II.,  p.  öiKi,  Anni )  ableiten  lässt: 

Wrtni  zivvi  Fh'irhni  rhunuli  r  titu  li  t  oit  yCiirrrhcrühn  n,  und  dabei  • 
ji  (1(111  Pnnlif  (lit.srr  Ctu  rc  ilassiUir  Kriiiininnii/s-  }fi/ss  lil)isii  lifll(li  hriih  r 
J'lit'  /n  u  i  ntspricht .  so  i,sf  dir  Citrn   imr  (i<  im  insmiir  HauiittiDKjndvti- 
Currv.   Wi  nn  <indrn  rsi  its  -irci  Fläclim  (  imnuh  r  nach  ciwr  solchen 
Curvc  berühren,  ao  (tndd  jene  Beekhung  immer  statt. 


Vierter  Abschnitt. 

Zur  Theorie  der  Complexe. 

•In  den  beiden  ersten  Paragraphen  dieses  Abschnittes  beschäftige 
ich  mich  mit  den  Haopttangenten- Gurren  des  Complexes  zweiten 
Grades.  In  §  25.  zeige  ich,  dass  mehrere  bekannte  Theorien,  die  sich 
auf  zwei  zuerst  von  Herrn  Kammer  untersuchte  l^lachen  vierter  Ord- 
nung —  die  mit  16  Knotenpunkten  und  die  mit  einem  Doppel  -  Kegel- 
schnitt —  beziehen,  durch  meine  Kugel  -  Abbildung  in  einander  überge- 
führt werden  köuuen.  Endlich  beabsichtige  ich  mit  den  Entwickelungen 
de.s  l«'t/t.'ii  Paragraphen,  den  Zusammenhang  zwischen  den  Ideen  dieser 
Abhandiuug  und  einigeu  Arbeiten  des  IXerrn  Klein  darzulegen. 

§  23. 

üeber  einen  Linien -Gomplex  zweiten  Grades. 

72.  In  §  17.  hai)en  wir  gefunden,  dass  die  Haupttangenten-Curven 
des  Linien  •  Complexes  F{X  Y  Z)  —  0  immer  durch  Differentiation 
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und  Elimination  liettinunt  werden  kAunen,  wenn  saent  die  geodätiaehen 
Gorren  der  Flache  F  ^  0  gefunden  sind.  Die  hier  anftretenden 
Linien- Com] )lexe  charakterisirten  wir  dadurch,  da»  sie  eine  infinite- 
simale Transformation  ▼on  der  IV>nn: 

(l)  ü,     ^j,  a:,  =  a;j  +  ae^  -f  6,     =  j/j  -f  cz.,  +  d 

besitzen;  es  io\^i  hieraus,  dass  auch  die  zugehörigen  Siuguluritiiten- 
flächen,  deren  Beziehung  zu  den  Coniplexen  bekanntlich  eine  durch 
lineare  Transformationen  unzerstörbare  ist,  durch  die  besprochene  in- 
finitesimale Transformation  in  sich  ttbergeführt  werden ,  und  demsulbige 
müssen  sie  jedesmal  Ton  einfkch  unendlich  vielen  Gurren  W  (vgl.  §  17.) 
des  entsprechenden  Transfonnations  Gydus  erzeugt  sein.  Nun  bestimmen 
die  Gleichungen  (1)  in  jeder  Ebene  m  —  Gonst.  eine  Parallel -Ver- 
schiebung, und  also  sind  die  betreflfonden  Gurren  W  die  Geraden  einer 
specidlen  linearen  Congruenz,  deren  Directricen  in  die  unendlich  weit 
entfernte  Gerade  der  Ebene  zusammengefallen  sind.  Die  Singvr' 
laritätenfläclw  eines  jeden  lAnk-ii  -  Compkxes  F{X  Y  Z)  ^  0  ist  eme 
Linienflädie,  deren  Erzeugende  dieser  speddlen  Unearen  Congrueng  a»- 
g^törm. 

Wenn  man  die  kSingularitätenflüche  eines  Linien -Complexes  be- 
stimmen will,  so  kann  man  nach  IMücker  in  folgender  Weise  ver- 
lalireu.  Man  sucht  alle  (Joradcn  dos  (\)niidexos ,  deren  zuLTelil'trige 
lineare  Tangential  -  CViniidexe  specielle  (  'unijiloxe  sind.  Die  gelundeneu 
zweifach  unendlich  vielen  Conijdexlinicn  umhüllen  zwei  Flüchen,  unter 
denen  die  Singnlaritätenlläche  die  eine  ist. 

Unser  Complex  l'\X  Y  Z)  =0  besitzt,  wissen  wir,  nur  zweiTacJi 
unendlich  viele  (§  17.,  49.)  Tangential -Uomplexe  mit  der  (Jleichungs- 
form: 

(1)  aX-[-hY  -\-  eZ  -{^  ,/Il-\-e^O, 

und  auf  die  Helraehtung  dei'sellM  ii  k<"innen  wir  inis  liesi  liränken.  Hierbei 
ist  immer  =  ind(Mn  ein  Coniplfx  (I)  von  allen  Kugeln  gebildet 
wird,  deren  Centra  ant  einei  langenteueljeue  «lei'  l'läelie  /'' =  O  liegen. 
Ein  solcher  Coniplex  kann  nur  unter  der  Voraussetzung  ein  specieller 
sein,  dass  die  betreffende  Tangentenebene  zugleich  den  imaginSren 
Kugel- Kreis  berührt.  Wir  werden  somit  auf  die  Betrachtung  der  ima- 
ginären Developpableu  geführt,  die  zugleich  nml'^a«0  und  den  ima- 
ginären Kugel -Kreis  umgeschrieben  ist  Die  Ebenen  dieser  Abwickd- 
harcn  bilden  sieh  im  Linien- ßaume  r  als  die  Erseugenden  (§  0.,  27., 
§  10.,  SO.)  der  8i}\gularitäUnfiäche  ad*)>  ^         erhalten  wir  m 


*)  Ilicraiw  folgt,  dasg  wenn  F{X  Y  Z  1)^0  in  der  gcwMmliclien  Inten^rc- 
tation  alle  FlAchcn  eines  Orthogonal -Synteins  darstellt,  die  LinSen-CompleM 
F[X  Y  Z  l)  f^i)  eine  gemeinsame  SingularitäienflBche  haben.  Diese  Complexe 
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äiner  Weisr  die  rollständige  Singularitätm fläche.  Hierbei  ist ,  wie  eine 
geometrische  Ueberlegiing  zeigt,  die  Classe  der  imaginären  Developpablen 
glacb  der  Ordnung  der  Singularitätenfläche'''). 

Es  sei  nun  insbesondere  =  0  eine  Hegelfläche.  Alsdann  bildet 
der  Inbegriff  aller  Kugeln,  deren  Centra  »uf  einer  geraden  Erzeugenden 
liegen,  eine  lineare  Kugel -Congruenz.  Der  Linien -Complex  F=0 
wird  also  von  einfach  unendlich  vielen  linearen  Congruenzen  gebildet, 
und  hierbei  sind  die  zngeliörigen  Directricen  jedesmal  das  Bild  der- 
jenigen Tnngeiiteiiebeuen  der  Fläche  i<'=0,  welche  die  besjuocheue 
Er/engende  enthalten  und  /ugleicli  den  inia<,'iiiären  Kugel- Kreis  be- 
rühren. Die  Erzeugenden  der  Sinf^uhiritätcntläclie  r  ordnen  sich  in 
diesem  Falle  paarweise  zusammen  als  Directricen  jeuer  linearen  Con- 
gruenzen. 

Eine  Fläche  zweiten  Grades  =  0  kann  bekannthch  auf  zwei 
Weisen  durch  eine  gerade  Liuie  erzeugt  werden,  und  also  enthält  der 
Linien  -  Complex  —  0  zwei  Sdiaaien  linearer  Congmenzen.  Es 
ist  aber  m  bemerken,  dass  die  eben  besprochene  imaginäre  Developpable 
im  Allgemeinen  nicht  zerfällt,  daas  also  die  beiden  Directrioen-Systeme 
«eine  irrednetible  Fläche  t  bilden.  Nun  gehört  jede  Linie  unseres  Oom- 
plezes  twei  linearen  Congruenzen  an  *~  einer  ans  jeder  Schaar  —  nnd 
schneidet  in  Folge  dessen  die  Mäche  t  wenigstens  in  vier  Fuidrten. 
Andererseits,  wissen  wir,  dass  die  Singularitäten  fläche  des  allgemeinen 
Conij  lexes  zweiten  Grades  von  vierter  Ordnung  ist,  also  ist  dieselbe 
eine  Linienfläche  vierten  Grades. 

*Bie  SingtdarUäienfläche  des  Complexes  0  ist  eine  lAmm- 

flächt  vierten  Grades  mit  MUfei  zusamiiimgefnVtnen  Doppellinien;  alle 
CamplexUnieii,  die  eitw  Ereeugende  schneiden,  treffen  ausserdem  die  eine 
von  zwei  snigeordneten  Ereeugenden. 

73.  Es  ist  bekannt,  dassJacobi  die  geodätischen  Curven  auf  der 
Fläche  zweiten  Grades  nu'ttelst  hyj)erelli|itischerTranscendenten  bestimmt 
hat,' und  also  können  die  Haupttuugeuteu  - Curven  des  Linien- Complexes 
J'\  ==  mittelst  hyperelliptischer  Transccndenten  gefunden  werden.  Im 
Folgenden  werde  ich  alle  hierher  gehörigen  Complexe  aufzählen  und 
dabei  aus  den  Eigenscbatten  der  versclüedeueii  Flächen  zweiten  Grades 


bilden  in  Verbindung  mit  den  linearen  Complexen  Hi^  Cönat.  ein  vollstaiMliges 
InvolationB- System  in  Herrn  Klein*B  metrischer  Linien- Geometrie. 

•)  Ut  die  FirRhe  <t>{X  Y  Z)  ~  0  eine  imaginäre  Dovoloppable»  die  den  iraa- 
ginilmi  Kii^'d- KreiK  eiithiilt.  ho  ist  der  Linien  -  Complex  }' ;^  i  =  0  der  In- 

liegri ff  aller  Tangenten  einer  Kegclfliulie,  die  einer  sjM  i  ii  llen  liiii'.iren  Congriicn/. 
.gehört,  InBhcBOmlere  ist  X»  +  1'^  -f-  Z»     0  einerhcit«  die  Gleielmng  einer  Punkt 
Kugel,  andererseits  fixe  Herr  Klein  es  dnrch  andere  Betrachtungen  gefunden  hat, 
die  Complex -Gleichung  einer  Fläche  swmten  Grades  (vgl.  diese  Aunalen  II,  p. 
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eutuprechende  Eigeuthflnilichkeiteii  des  Bild-Compleic»  scbliesaen.  Zum 
leiebiereu  VenAaitdnisse  schicke  ich  eiaige  Bemerkungen  voraus. 

In  §  13.  dachte  ich  mir  den  Raum  r  einer  lincarm  Transformation 
unterworfen  und  betrachtete  die  ent^rechenden  Umformungen  von 
unter  denen  icli  alle  Bewegunf^on ,  die  Aoliiilichkeits -Transformation 
und  die  Parallel -Transformation  fand.  Es  ist  nun  einleuchtend,  dass 
wenn  eine  gegebene  Flüche  oder  Conijdex  des  einen  Kaunies  durch 
eine  infinitesimale  Traiisforiimtion  in  sich  übcrirefülirt  wird,  dasselbe 
mit  der  entspreclieiKien  Fi^ur  des  anderen  Raumes  der  Fall  ist. 
Eine  Uotationsfläche  des  Raumes  Ii  jj^estattet  z.  B.  eine  infinitesimale 
Rotations -Bewegung,  und  also  können  wir  schliessen,  dass  die  Bild- 
Üäche  eine  gewisse  inlinitesimale  Unnirc  Transformation  zugiebt. 

Ferner  ist  klar,  dass  wenn  ein  Gebilde  swd  unabhängige,  infini- 
tesimale und  zugleich  pcrtnutablc  Transformationen  gestattet,  dieses 
auch  mit  der  entsprechendai  Figur  der  Fall  ist.  In  dieee  Kai^rie 
gehört  z.  B.  einerseits  der  Inbegriff  von  Kugeln,  deren  Mittelpunkte 
auf  einer  beliebigen  Schraubenflache  liegen  ~  die  betreffenden  per- 
mutablen Operationen  sind  Schrauben  «Bewegung  und  Parallel -Trans- 
foimation  —  andererseits  der  entsprechende  Linien -Complex  wie  auch 
die  sugehdrige  Singularitatenflache,  welche  also  nach  Herrn  Kleinas  und 
meinen  Untersuchungen  entweder  durch  die  Gleichung  i/'  —  Const. 
dargestellt  wird,  oder  als  Degeneration  einer  solchen  Fläche  sich  auf- 
fassen lüsst  (vgl.  Comptes  Rendns  1870).  Als  letztes  Beisjnel  betrachte 
man  endlich  alle  Kugeln,  deren  C'entra  auf  einem  Rotations- Kogel  liegen. 
Dieser  Complex  gestattet  drei  unabhüngpge  infinitesimale  Transfornia- 
tionen  :  1)  eine  Aehnliclikeits-Transtornintion ,  deren  ('entruui  die  Kegel- 
Spitze  ist,  2)  eine  Rotations- Bewegunu'  tun  die  Krrjel-Axe,  eine 
Parallel -Transformation,  und  zwar  ist  die  zweite  0])(.'rati()ii  sowohl  mit 
der  ersten  wie  mit  der  letzten  peiinutaljel ,  wälirend  dieses  niclit  mit  der 
ersten  und  letzten  der  Fall  ist.  Der  Linien-t'omplex  und  die  zugehörige 
iSingularitätenfläclie  besitzen  die  entsprechenden  Eigr'iischafteii. 

7-1.  Im  Räume  H  ist  bei  unserer  Abbildung  der  unendlich  weit 
entfernte,  imaginäre  Kreis  und  sonst  nichts  ausgezeichnet  —  das  heisst» 
fär  eine  projectiTische  Auffassung.  Wenn  wir  also  alle  Special -Formen 
des  Linien- Complexes  F^{XYZ)^Q  suchen,  so  mttssen  wir  sunachst 
erinnern,  dass  die  projectivische  Punkt -Geometrie  nur  eine  Particn- 
larisation  der  Fföche  zweiten  Grades  kennt  —  den  Kegel  nämlich; 
femer  firagt  es  sich,  wie  viele  Terschiedene  Lagen  diese  beiden  Flachen 
hinsichtlich  des  genannten  Kreises  haben  können.  Nun  ist  es  eben 
nach  diesen  Gesichtspunkten ,  dass  die  metriscA«  Geometrie  die  Fliu  hen 
zweiten  Grades  ordnet;  hierbei  niuss  man  indessen  wohl  bemerken, 
dass  die  gewöhnlichen  Aufzähkingen  keine  Fläche  berücksichtigen,  deren 
Gleichung  imaginäre  Coefhcienten  enthält    Zunächst  stellen  wir  zwei 


kju^  jd  by  Google 


Partielle  Ditfcrcntiul  -  Gleicbuugen  und  Complexe. 


237 


Gruppen  aaf,  je  nachdem  die  unendlich  weit  entfernte  Ebene  eine 
Tsngenteneb^ne  ist  oder  nicht. 

A.  Wenn  nicht  toh  der  unendlich  weit  entfernten  Ebene  be- 
rührt wild,  80  edireibt  rieh  die  entsprechende  Gleichung  in  der  folgen- 
den Form: 

(1)  ar  H-  dij»  +  «t*  -  rf, 

Torausgedetst  dass  |  0,  >^  »  0,  I;  =  0  die  Hauptebenen  sind. 
Durch  eine  Bewegung  laset  die  Flache  (1)  sich  im  Allgemeinen  in: 

(2)  aX"  -{-bY^  -\-  cZ'  =  d 

überführt*«,  und  zwar  können  wir  uns  auf  die  Uetrachtung  dieser 
letzten  Flache  beschränken;  einer  Bewegung  des  Ruunies  R  entspricht 
nämlich  eine  Ihicnrr  Transformation  des  anderen  Raumes. 

Es  sind  nun  X  =  1'  =  f^,  Z  =  0  allgemeine  lineare  Kom- 
plexe, Const.  =  0  dagegen  ein  specieller  Coniplex;  f«'rn»'r  liegen  <lie,se 
Complexe  (§  10.,  30.)  paarweise  in  Involution,  und  also  hängt  ihr 
System  von  13  Constanten  ab;  wir  Huden  somit,  dass  der  Linieu- 
Complex  16  wesentliche  Couatanten  enthält.  Setzt  man  in  (2) 
statt  X,  Yf  Z  (§  9.,  27.)  die  mitsprechenden  Ansdrficke  durch  die 
Plficker'schen  idnten^Ooordinaten  r,  p,  a: 

X>^  Q     s,  iY=  Q  — ^  s,  Z  =  a  —  r, 

so  findet  man  nach  der  gewöhnlichen  Methode  die  Gleichung  der 
SingnUritätenflache  in  der  folgenden  Form: 

4a5c(y*  — »0«— (lc(a--ft)(«^+<*)+J(4a6— 2ac— 26c)s*<«  —  0  ♦).  ' 

1)  Wenn'  die  Coefficienten  a,  hy  Cj  d  allgemeiu  sind,  so  ist  die 
SingularitittenflSche,  wie  wir  schon  von  früher  wissen  (70.)  i  rine  Linira- 
fl&che  vierter  Ordnung;  dieselbe  wie  auch  der  Complez  gestattet  eine 
infinitesimale  lineare  Transformation. 

2)  Sei  a «  (;  die  FUiche      ist  dann  eine  Botationsflichei  und 
also  besitzt  der  linien-Gomph^x  F.,  zwei  permutable  infinitesimale  ' 
lineare  Transformationen ,  welche  einer  Rotations- Bewegmig  und  einer 
Parallel- Transformation  entsprechen.   Die  Singnlaritateniiäche: 

igy  ^a^t-  j/^  .  dät)  {ey-  xt  +  •  c/^0  =  0 

zerfallt  in  zwei  Flächen  zweiten  Grades,  die  einander  nach  einer  ge- 
meinsamen Erzeugenden  (^r  =  0,  ^  «=  0)  berühren. 

3)  8ei  f7  =  0;  F^  ist  ein  Kegel.  Der  Kugel -Complex  besitzt  zwei 
infinitesimale  Transformationen,  die  nicht  perniutabel  sind:  Parallel- 
Trausformation  und  Aebulichkeits-Trausfornuktion.  Die  Singulahtäteu- 


*}  Gs  toll  die  OrOne  t  eine  homogene  vierte  Coordinate  beseiehnen. 
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flache  des  Linien -GoiDplexes  iit  eine  doppettiShlende  Flftche  sweiten 
Gndee: 

4)  Sei  =  0,  a  =  Z»;  ist  ein  Rotations- Kegel;  der  Kugel- 
Complex  gestattet  drei  infinitesimale  Transformatioueu :  Parallel-Ti  ans- 
formation^  Botations- Bewegung  und  Aehnliehkeiis -Transformation.  Die 
beiden  ersten  wie  auch  die  beiden  letzten  sind  perniutabel;  dies  ist 
dagegen  iiiclit  th-r  Fall  mit  der  ersten  und  letzten.  Der  Linien -Com- 
plex  besitzt  die  entspicelienden  Eigenschaften.  Die  Singularitätenfläche 
ist  wiederum  eine  iloppeltzälilende  FÜlfhe  zweiten  (Jrades. 

5)  Sei  r  -='>-  K,  ist  ein  Cylinder,  Der  Kugel- Coinj)lex  besitzt 
zwei  permutable  Transformationen:  Trauslations-Bewegung  uml  riirallel- 
Ti  ansformation.  Die  .SingularitäteuÜäche  des  Linien  -  Complexes  wiid 
von  zwei  doppeltzäldendeu  Ebenen  gebildet  {ss^i^  =  0). 

6)  Sei  a  c  -»  0;  ist  ein  Rotations -Cylinder.  Der  Kugel- 
Complez  gestattet  drei  permntable,  infinitesimale  Transformationen: 
Translation,  Rotation  und  Parallel- Transformation.  In  Folge  dessen 
ist  der  Linien -Ckimplez  eme  Degeneration  deqenigen,  dessen  Gerade 
ein  Tetraeder  nach  constantem  Doppel-Verh&ltnisse  schneiden.  Die 
Singolaritätenfliche  wird  Ton  zwei  doppeltiahlenden  Ebenen  «  0) 
gebildet. 

7)  Sei  a  =  5  =  c;  F^  ist  eine  Kugel.  Der  Kugel  -  Complex  ge- 
stattet drei  unabhängige  infinitesimale  Rotationen,  die  indessen  nicht 
)>ermutabel  sind.  Die  Singiüaritatenfläche  ist  eine  doppeltaablende 
Fläche  Eweitoi  Qrades: 

{zy  —  xty-  =  0. 

U.  Wenn  die  unendlich  weit  entfernte  Ebene  die  Fläche  F^  be- 
rfihrt,  so  nimmt  die  Gleichung  derselben  die  folgende  Furiu: 

1)  Die  SingalarifötenflSche: 

4abzl{xt  —  ye)  _  («  _  6)  c{e^  +  t*)  —  2{n-\-  h)  cz'  P  =  0 

ist,  wenn  a,  b,  c  allgemein  sind,  eine  Linienfläche  vierten  Grades. 

2)  Sei  fi  =  h]  i'j  ist  ein  Rotations- Faraboloid.  Die  ?>ingularitäten- 
fläclie  besteht  aus  einer  Fläche  zweiten  Grades  und  zwei  Tangenten- 
ebenen  derselben. 

3)  Sei  <i  =  (>;  F.J  ist  ein  parabolischer  Cylinder.  Die  Siugularitaten- 
fläcbc  wird  von  zwei  doppeltzählcndeu  Ebenen  gebildet. 


75.  Die  f(dgcnde  Aufzählung  aller  Complexe,  deren  Oleichnng 
die  Form  Ft{XYZ)'^0  erhalten  kann,  ist  vollständig. 
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Ff  ist  eine  allgemeine  Fläche  BweiUn  Grades, 

Der  Complez  kann  in  swei  Weisen  durch  eine  lineare  Omgraens  er- 
aengt  werden. 

A.  Schneidet  F^  die  unendlich  entÜnmie  Ebene  nach  einem  nicht 
zerfallenen  Kegelschnitt  9,  so  fallen  die  Leitlinien  jener  linearen  Oon- 
gruenzen,  das  heisst  die  ^Erzeugenden  der  Siiignlaritätenfläche  niemals 
mit  der  Fundamental -Geraden  in  r(CouBt.  =»  0)  zusammen.  Nach  der 
Lage  des  Kegelschnitts  d  hinsichtlich  des  imagiuSren  Kugel  •Kreises 
erhalten  wir  sechs  Unter-Formen. 


1)  d  untl  X  liabeii  eine  allgemeine  gegenseitige  Lage. 

Die  Doveloppable  ist  Die  Biiigularitiitcntläclie   ist   eine  Ijinieii 

eine  jillgenieiue 
bare  vierter  Clas.se.    ö  und 
X  haben   vier  gemeinsame 
Punkte  und  vier  gemeinsame 
Taugenten. 

2)  ä  und  X  berühren  einander  in  einem  Punkte. 


e   isi  eine 

Al)>vickel-!  fliicbe  vierter  Oiiliiuiig  mit  zwei  /.usumnien- 
gef'ullenen  Doppelliiiien  (N.  12.  der  Cre- 
mona'scben  Aufzäblung).  Es  giebt  vier 
Congrueuzen  in  jeder  (iruppe,  die  speciell 
sind.  Es  giebt  vier  singulare  Erzeugende. 


Die  Dereloppable  (F,x)  ist 
eine  Abwickelbare  vierter 
Olasse  mit  einer  Doppel - 
^Ebene.  In  den  Berührungs- 
punkt zwischen  d  und  x 
fallen  zwei  gemdnsame  Tan- 
genten wie  zwei  gemeinsame 
Punkte  zusammen. 


Die  SinguIaritStenflilche  ist  eine  Linien- 
flache  vierter  Ordnung,  die  luisser  der 
Doppelliuie  Gonst.  =  0  noch  eine  Dop- 
pelerzengende  enthält.  In  dieselben  haben 
sich  zwei  Leitlinien  specieller  Congruenzen 
wie  auch  zw^  singulare  Erzeugende  ver- 
einigt.  (Uremona's  Aufzählung  M.  6.) 


3)  S  und  «  haben  zwei  verschiedene  Berfihmngspunkte. 


Die  Develop{>able  (F.^x)  zer- 
lallt in  zwei  Abwickelbare 
zweiter  Classe  mit  zwei  ge- 
meinsamen Ebraen. 


Die  Singularitätenfliiche  be-steht  aus  zwei 
Fläclu!n  zweiten  Uratles  mit  zwei  gemein- 
samen Erzeugenden  jeder  Schaar.  Die 
Uirectriceu  der  linearen  Congruenzen  bil« 
den  die  eine  Erzeugung  auf  jeder  Flache. 


4)  d  berührt  »  dreipunktig  in  einem  Punkte. 


(JPj  ^)  Developpable 
viörtec  Classe  mit  einer  sta- 
tionSren  Ebenes  Li  den  be- 
sprochenen Berührungs- 
punkt sind  drei  gemeinsame 
Punkte  und  ebensoviele  Tan- 


genten zusammengefallen.  {(Cremona's  N.  6.) 


Die  Singdarit&tenflSche  ist  eine  Linien- 
flSche  vierter  Ordnung  mit  einer  Doppel- 
linie (Gonst.  =  0)  und  einer  stationären 
Erzeugenden,  in  die  sieh  drei  Leitlinien 
specieller  Congruenieni  wie  auch  drei 
singulixe  Erzeugende    v^einigt  haben. 
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5)  d  berOlirt  n  Tierpunktig. 


{Fyx)  ist  serfaUen  in  zwei 
K^l  zweitenGrades,  die  ein- 
ander  nach  einer  gemeinsa- 
men Erzengenden  berfihren. 


Die  Singularitätenflfiche  wird  von  zwei 
Flächen  zweiten  Grades,  deren  Durch- 
schnitt aus  zwei  doppeltz&blenden  Geraden 
besteht,  gebildet. 


6)  ä  und  X  siiul  identisch. 


Die  Aliwicki'Iharc  (/*'. x)  ist 
ein  (lojipclt/'.äJih'mit'r  Kei^el 
zweiten  Ciratles,  nämlich  der 
Asymptoten -Kegel  der  be- 
treffenden Kugel.  Durch  jede 
imaginäre  ESrzeugcndc  geht 
nur  eine  Tangenten -Ebene 
des  Asymptoten -Kegels. 


Die  Sin<^uluritiitt'nfl;ichc  ist  eine  doppelt- 
ziihleiide  Flüche  zweiten  Grades.  Der  Com- 
plex  wird  in  zwei  Weisen  von  oo'  speciellen 
linearen  Congrueuzen  erzeugt,  und  hierbei 
bilden  ^ie  betreffenden  Leitlinien  jedesmal 
dieselbe  Erzeugung  der  Singularitäten» 
fläche. 


J?.  I\  berührt  die  unendlich  weit  entfernte  Ebene.  Der  Durch- 
schnitts -  Kegelsclmitt  zerfallt  in  zwei  (lerade  7  und  j,  die  filnf  ver- 
schiedene Lagen  hinsichtlich  x  haben  können.  Unter  den  linearen 
Congrueuzen  jeder  (jruppe  giebt  es  im  Allgemeinen  eine,  deren  zu- 
sammengefallene Leitlinien  mit  Gonst.  ==  0  idenüsdi  sind. 

7)  y  inid  j  haben  eine  allgemeine  Lage  hinsichtlich  x. 


Die  Developpable  (JP^x)  ist 
eine  Abwickelbare  vierter 


Die  Singularitäten  fläche  ist  eine  Linien- 
ttäche  vierter  Ordnung  mit'  einer  Leit- 
Classe,  unter  deren  Ebenfji '  linie ,  mit  welcher  zwei  Erzeu<?endo  zu 
sich  die  unendlich  entfernte  sammenfallen.  Es  giebt  in  jeder  Sehaar 
zweimal  findet-  sowohl  ;  linearer  ('(»ngruenzen  zwei  specielle,  deren 
wie  j  schneiden  x  in  zwei  j  Leitlinien    von    Const.  =  0  verschieden 


Punkten.  Durch  den  Durch- 
sclinittsjunikt  vun  7  und  j 
gehen  zwei  Tangenten  an  x. 


sind.    Es  giebt,  wie  schon  früher  gesagt, 
zwei  singulare  Erzeugende,  die  mit 
Const.  =  0 

zusanimeuget'aUen  sind.  (Cremona's 
N.  10.) 

8)  g  berührt  x,  j  schneidet  denselben. 


Die  Developpable  (F^»)  zer- 
{aUt  in  ein  Ebenen-Bflschel, 
dessen  Axe  g  ist  und  eine 
Abwickelbare  dritter  Classe, 
unter  deren  Ebenen  sich  die 
unendlich  entfernte  einmal 


Die  Singulariföienfläche  besteht  ans  einer 
Oayley'sehen  Linienfläche  dritter  Ord- 
nung zusammen  mit  einor  durch  die  Doppel- 
linie gehenden  Ebene.  Den  Congmenzen 
der  einen  Schaar  entsprechen  Leitlinien, 
unter  denen  jedesmal  die  eine  auf  der 
findet.  Die  Erzengenden  des  i  Linientiüche  li(!gt,  während  die  zweite  einem 
einen  Systems  schneiden     |  ebenen  Büschel  in  jener  Ebene  gehört  Die 
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Es  giebt  eine  Erzeugende 
der  Fläche  F^,  die  %  be- 
rührt. 

9.  Sowohl  ff  wie  j 

Die  Abwickelbaiv  be- 
steht aus  einem  Kegel 
zweiten  Grades  und  zwei 
Ebenen -Boscheln.  hat 
zwei  Erzeugende,  eine  aas 
jeder  Schaar,  g  and  die 
*  berühren. 


lieitliuien  der  zweiten  Erzeugung  liegen 
alle  auf  der  Ca  vir  v  stlien  Linieufläche. 
Es  giebt  eine  zerfallende  Congrueuz. 

berühren  «. 

* 

Die  iSiiiguliiritäteiiHäche  bestellt  aus  einer 
Fläche  zweiten  Grades  und  zwei  Tangen- 
tenebenen derselben.  Den  Congruenzen 
jeder  Schaar  entq>rechen  Leitlinien,  anter 
denen  die  eine  auf  der  Linienflächo,  die 
zweite  in  der  einen  Tangentenebene  liegt 
Es  giebt  zwei  zerfallende  lineare  Con- 
graenzen. 


10.  Der  Durchsehnitispunkt  der  (ieradcii  //  und  j  liegt  auf  x. 

Die  Abwickelbare  (/v, x)  ist  Di*;  HingularitiUrutliklic  ist  ciu«'  liinirn- 
eine  Developpable  vierter  lläclie  vierter  Ordnung  mit,  ciucr  droii;i(  heu 
C'lasse  mit  dr-r  UMendlicIi  Linie,  mit  welcher  die  Erzcugentle  /wciinal 
cnlternten   Ebene  als  sta-  zusamiiientiillt.     (Crenionu  N.  lU.)  In 

jeder  Congrucnz- Schaar  giebt  es  zwei  spe- 
cielle;  die  Leitlinie  der  einen  ist  Consta^O. 


iionärc  Ebene. 


11.  g  berGhrt  x  in  einem  Punkte,  durch  den  j  geht, 
(i*))«)  besteht  aus  einer  De- j  ttte  SiuguhiritUti'nlliiche  besteht  aus  einer 
veloppablen  dritter  Classe  Gay] ey  sehen  Linientlächc   dritter  Ord- 
nnd  einem  Ebenen -Büschel,  nnng  und  der  singularen  Tangentenebene 
dessen  Axe    diejenige  Linie  derselben.  Es  giebt  eine  zerfallende  Con- 
jcncr  l)t'V<'l(>j)pablen  ist,  die  gruenz. 
in  der  unendlich  entfernten  i 
Ebene  liegt.  | 

J*2  tw  0  isi  ein  Kegel, 

Der  Complex  enthSH  im  Allgemeinen  nur  eine  Schaar  linearer  Con- 
grnenzen. 

C.  Die  Kegel -Spitze  li^  im  endlichen  Räume.  Die  Developpable 
(P,«)  ist  ein  doppelts&hlender  Kegel  zweiten  Grades.  Die  Singn- 
laritateniiache  ist  eine  doppeltzählende  Flüche  zweiten  Grades.  Die 
Leitlinien  der  linearen  Congruenzen  sind  die  Erzeugenden  des  einen 
Systems.  Dieselben  sind  im  allgemeinen  Falle  zwei  «zweideutig  auf 
einander  bezogen. 

12.  d  und  X  haben  eine  allgemeine  gegenseitige  Lage.  Unter 
den  linearen  Congruenzen  gieltt  es  vier  specielle. 

13.  d  und  X  berühren  einander  einmal.  Unter  den  vier  specieilen 
Congruenzen  sind  zwei  zusammengefallen. 

«UUitm»titclM  Aniuüsn.  V.  16 
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14.  d  und  X  Ijeriilireii  einander  in  J'-wei  verscliiedcMien  Punkten. 
Unter  den  vier  sju  eirllcn  ( 'on^n  ui'ii/on  fuUeii  jiuarwuiso  zwei  /.iisaniiiien. 

1').  d  und  X  halten  drei  (onsecutive  l'uuktc  gemein.  Drei  spe- 
cicllc  C<>nii;nien/,en  fallen  zu.sanniuni. 

H».  ()  lind  y.  Iialten  vier  eon.secutive  Punkte  gemein.  Alle  specielle 
Cont^ruenzeri  lialten  sidi  vereiuiijt. 

17.  d  und  X  sind  identisrli.  Alle  lineare  Conj^rueuzen  sind  spe- 
cielle.  Zwei  cousciutive  Erzeugt  udtn  der  FLIche  zweiten  Clrades  be- 
stimmen jedesmal  eine  Gongraenz  und  somit  bestdit  dieselbe  aus  allen 
Tangenten  der  FlSche  längs  jener  Erzengenden.  In  der  That  hat  auch 
Herr  Klein  schon  1869  (Math.  Annal.  II,  pg.  198.)  angegeben^ 
dass  die  Gleichung  -\-  -\-  Zf'^O  (die  in  gewdfanlicher  Inter- 
pretation die  Punkt- Kugel  bestimmt)  alle  Tangenten  einer  Fläche 
zweiten  Grades  definirt. 

D.  Die  K^el- Spitze  liegt  in  der  unendlich  entfernten  Ebene, 
die  den  Ke^el  naeh  zwei  (Geraden  </  und  ./  schneidet. 

18.  f/  und  j  liaben  eine  allgemeine  Laij^e  liinsielitHch  x. 

Die  Developpable  (F^x)  Ijestelit  aus  zwei  düppeltzählenden  Ebenen- 
Büscheln.  Die  SingularitiitcnHäche  ist  in  zwei  Ebenen  zerfallen.  In 
diese)i  Ebenen  liejjft  je  ein  Str  ihl-Püsi  liel,  deren  TJerade  zwei-zwoidoutig 
auf  eiuaiidcr  bezoi'en  sind.  Entspreeliende  (Jerade  sind  Directricen 
einer  liueart.ii  Congruenz,  die  dem  Coniplcxe  angehrnt.  Ujjter  <l('n  Con- 
grueuzen  giebt  es  zwei,  und  zwar  spÄielle,  deren  Directricen  mit 
Const.  ~  0  identiseli  sind. 

19.  //  srlineidft  x,  j  beriilirl  denselben. 

Die  CJerailt'u  der  beiden  i?trald- Büschel  sind  ein  -  zweideutig  auf 
einander  bezogen.  Es  giebt  nur  eine  specielle  Oongruenz,  deren  Leit- 
linien in  Const.  — =  0  zusammengefallen  sind,  ausserdem  eine  zerfallende 
Congruenz. 

20.  g  und  j  berühren  beide  x. 

Die  beiden  Strahl- BOschel  sind  eindeutig  auf  einander  bezogen. 
Der  Complex  ist  eine  Degeneration  desjenigen,  dessen  Gerade  ein 
Tetraeder  nach  constantem  Doppel -Verhältnisse  schneiden.  Zwei  zer- 
fallende Congmeozen. 

21.  Der  Schnittpunkt  der  Linien  g  und  j  liegt  auf  x. 

Die  Hingularilätenfläche  besteht  nur  aus  einer  vierfachen  Ebene. 
Der  Cnmplex  bestellt  aus  einer  Schaar  specieller  linearer  Congruenzen, 
deren  Leitlinien  einen  ebenen  liUschel  bilden.    lüerbei  ist  jede  Linie 

des  Hü.sehels  Leitlinie  zweier  specit-llen  Cnngrucnzon. 

//  berührt  x  in  einem  Piuikte,  (bireh  den  /  geht. 
Die  Singularitätentläelie  ist  eine  viertac  in'  Ebene.    Der  C'omplex 
bestehl  aus  einer  Hcluiar  siiecieller  linearer  ( 'ongruenzen,  deren  Leit- 
'  liuien  einen  ebenen  iSirald  -  Bü.sehei  bilden.    Jede  Linie  des  Liiächels 
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ist  Leitlinie  c'tnir  ( 'uiij^nucii/.     Es  Ljicbt  eine  v(in  ('niist.  =^  0  ver- 
schiedene Leitlinie,  welcher  eine  zeifallt'nde  ( '(»ni^iiienz  entspricht. 

E.  Der  Kegel  i\  berührt  die  unendlich  euÜernte  Kbene  nach 
einer  <  jcra<len  //. 

23.  Die  Kegel -S^jitze  und  y  haben  eine  allgemeine  Luge  hinsicht- 
lich X. 

Die  Singularitütenfiäcbe  besteht  aus  zwei  ebenen  Strahl  -  Düscheln, 
deren  Gerade  zwei -zweideutig  auf  einander  bezogen  sind.  Entsprechende 
Linien  sind  Directricen  einer  linearen  Gongruenx.  Es  giebt  eine  • 
doppeltzählende  Ck>ngraenZy  deren  Leitlinien  in  Con8t.BsO  zosaninien- 
gefallen  sind.  Gonst.  0  entspricht  aich  «selbst,  sowohl  wenn  mau 
dieselbe  als  dem  ersten  BOschel,  wie  als  dem  zweiten  angehörig  be- 
trachtet. 

24.  g  berührt  x.   Die  Kegel -Spitze  liegt  nicht  auf  «.  . 

Die  Sing^Iaritatenfläche  besteht  aus  zwei  ebenen  Sirahlen-BOscheln, 
die  ein -zweideutig  auf  einander  bezogen  sind.  Const.  =  0  cnf spricht 
sich  selbst,  sowohl  wenn  sie  als  dem  einen,  als  dem  andern  Büschel 
angehörig  hetraclttet  wird. 

25.  Die  Kegel -Spitze  liegt  aut  x;  //  hat  eine  allgemeine  Lage. 
Die  Hingnlaritäteiifläehe  ist  eine  vierf'aclie  Ebene.    Der  ('«niple.v 

besteht  aus  einer  Sc  haar  specieller  (N)nL;riienzen ,  deren  Leillinicn  einen 
ebenen  Strahl  -  Büschel  zweimal  er/t  iiu' n.  Es  i^iebt  zwri  (icrade  in 
dem  Büsche],  und  zwar  ist  Const.  =U  die  eine,  welche  nur  für  eine 
s|»ecielle  Congruenz  Leitlinie  sind. 

2().  Die  Kegel -Spitze  liegt  auf  dum  Kegelschuitte  x,  der  von  y 
berührt  wird.  J 

Der  Oompiex  besteht  aus  einer  Schaar  specieller  Cougruenzen, 
deren  Lntlinieu  ekmal  einen  ebenen  Strahl -BOschel  erzeugen.  Der 
Leitlinie  Gonst.  «  0  entspricht  eine  zerfallende  Congruenz.  Der  Gom- 
plex  ist  eine  Degeneiation  desjenigen,  dessen  Gerade  ein  Tetraeder 
nach  Gonstantem  Doppel -Verhilltnisse  schneiden. 

Es  bleibt  die  Frage  zu  entscheiden,  ob  diese  26  Complexe  wesent- 
lich ▼erschieden  sind.  Wie  die  Untersuchung  derselben  zeigt,  sind  21. 
und  25.,  wie  auch  und  26.  paarweise  identisch,  und  sonst  keine. 
Es  (jif  hf  also  24  nrsehiedcne  Contplrxc  zwctirn  Grades,  dcrni  GIrirhunff 
die  Form  F.AX  Y  Z)'^0  erhalten  kann.  Die  Hauptlangenten -Cur- 
ven  derselben  hängen  von  hyperelliptischen  Transcendcuten  oder  ein- 
facheren Functionen  ab. 


Die  Linien -Complexe  F(XY^)  —  C)  sind,  wie  ich  wicilerholt 
bemerkt  hal)e,  als  Dcticncralioiicn  dr-rj«  niu^en  ("omple.\e  zu  betrachten, 
die  durch  eine  homogene  (ileichung  zwischen  X,  1',       II  dargestellt 
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■werden.  Hifso  let/Jcn  Coinplexe  können  (ladurch  churakterisirt  worden, 
dass  ihre  Singularitiltenlliichen  Itef^elHiUlR'n  mit  zwei  geraden  Leitlinien 
sind.  Hierher  geliören  inshcsondorc  alle  Complexe  zweit4iu  Grades, 
deren  »Sin<^ularität<'ntläehe  eine  lu'f^eltliiihe  ist. 

Nach  Herrn  Klein  entsprechen  jeder  K  n  nun  er 'seilen  Flüclie 
vierter  Ordnung  mit  f(i  Knutenpunktcn,  und  also  zugleich  jeder  Uegel- 
flacho  vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppelliuicu  einfach  unendlich  viele 
Complexe  sweiten  Grades,  deren  gemeinsame  SingularitäteiiflSehe  die 
J^luche  ist.  Jeder  Coraplex  bestimmt  eine  Ourve  anf  der  Flache^  den 
geometrischen  Ort  namh'ch  aller  Punkte,  deren  sftmmtliche  zugehörige 
Tangenten  Oomplexlinien  nnd.  Diese  Curve  ist  eine  Haupttangenten- 
ümrve.  Es  ist  eben  in  dieser  Weise,  dass  Herr  Klein  die  Hanpt- 
tangenten-Garven  der  Kummer'schen  Flache  findet.  Diese  Bestim- 
mungsweise wird  in  gewissem  Sinne  illnsorisch,  wenn  die  Flache  eine 
RegelHäche  ist,  indem  man  alsdann  bei  dirccter  Anwendung  von 
Herrn  Klein 's  Metbode  nur  die  Erzeugenden  selbst  tindet.  Dies  liegt 
darin ,  dass  die  einer  solchen  Begelfläche  zutrehörige  Schaar  von  Com- 
ple^vou  in  ein  System  von  Complexen*  zweiten  Grades  und  ein  System 
linearer  Complexe: 

+      ^Z^  —  H^^  Const. 
zerföUt.    Diese  letzteren  Gomplexo  stehen,  wie  ich  in  §  12.  unter 
einem  antlcn  n  ( Jesichtsimnkte  gefunden  liabe,  in  derjenigen  Beziehung 
zu  der  lte<{eltlüdie,  in  welcher  nach  Klein  ein  allgemeiner  Gomplex 
zweiten  Uradcs  zu  seiner  SingularitätenÜäche  steht. 

§24. 

lieber  die  Haapttangeuteu  Curven  dt^s  allgemeinen  Complexes  zweiten 

Grades. 

76.  Ein  jeder  Linien -Complex  bestimmt  (§  Z.,  10.;  §  14.)  eine 
partielle  Differential- Gleichung  erster  Ordnung  D,,,  deren  Oharak- 
teristiken  von  den  Geraden  des  Complexes  umhüllt  werden,  und  in- 
sofern existirt  für  einen  gewissen  Gesichtspunkt  ein  Zusammenhang 
zwischen  der  Plückerschen  Linien -Geometrie  und  der  Monge'schen 
Theorie  partieller  Differential -Gleichungen.  Diese  Bemerkunj^  macht 
es  a  priori  plausibel ,  bei  dem  Studium  der  Complexe  den  Ilaupttan- 
^enten -Curveii  derselben  eine  besondere  Aufmerksand<eit  zu  widmen, 
und  hntleiitlieli  wird  der  Inhalt  des  dritten  Abschnitts  bewiesen  haben, 
ilass  eine  soklie  liiciituiii,^  der  l j  ntorsuehun^  in  der  That  fruchtbar  ist. 
i nshesondere  schien  es  mir  wahrscheinlich,  dass  die  Bestimmunj'  der 
Ilaupttangenten- ('urv(  II  des  alli^emeinfui  ('omjdexes  zweiten  Grades 
Interesse  darbieten  würde,  dies  um  so  mehr,  weil  diese  (Jurven  für  den 
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Gomiilex,  dessen  Singolaritilteii^elie  ein  Tetraeder  ist,  mit  den  von 
Herrn  Klein  und  mir  unter  der  Bezeichnung  der  Corveu  untersuchten 
identisch  sind,  and  diese  letzten  Corven  —  als  ein  räumliches  Ana- 
logon  der  logarithmischen  Spirale  —  höchst  merkwürdige  Eigenschaften 
blitzen.  Für  eiueii  Coiuplex  mit  IG  Constauten  führte  ich,  wie  im 
voraiigeheudeu  Paragra[)he  auseinandergesetzt,  die  betreffende  Diffc- 
r«  iitial-tileichung  auf  das  von  Jacobi  gelöste  Prublcia:  die  geodätiseheii 
Curven  einer  Fläche  zweiten  Grades  zu  finden,  zurück."  Eiidliel»  fand' 
ich,  dass  auch  der  allgemeine  Fall  von  der  Integration  eines  bestimm- 
baren algebraischen  Diliereutials  abhing  (Akademie  zu  r'bristiaiiia. 
Octbr.  1870);  die  Form  dieses  Dilb'rciitials  zu  bestiiimien  ,  war  mir  aber 
noch  niclit  gelungen,  als  eine  briet  liehe  Mittheilung  des  Herrn  Klein 
mir  es  ini »glich  machte,  dasselbe,  oder  eigentlich  ein  damit  äqui- 
valentes ,  hinzuschreiben  *). 

77.  Die  folgenden  Betrachtungen  waren  der  Ausgangspunkt  fiir 
den  geometriöcheu  Weg,  der  mich  zu  dem  obeustehenden  liesultat 
führte. 

a)  Herr  Klein  hat  gefunden,  dass  die  Kumme r'sche  Flache 
Tierten  Grades  mit  16  Knotrapunkten  gemeinsame  Singularitäten- 
flache  ist  fOr  dnfaeh  unendlich  viele  Compleze  zweiten  Grades,  deren 
allgemeine  Gleichung: 

derjenigen  der  confocalen  Flächen  zweiten  Grades  analug  ist  Diese 
Compleze  werde  ich  mit  Herrn  Klein  als  canßedle  Compkxe  Mweiten 
Oradea  heeeidinen,^^ 

b)  Die  Kugeln,  deren  Oentra  auf  einer  beliebigen  Fläche  zweiten 
Grades  aus  einem  gegebenen  confocalen  Systeme  liegen,  bilden  sich 
(§  23.,  72.)  jedesmal  als  einer  unter  einfach  unendlich  rielen  Linien- 
Complezen  ab,  die  eine  Linienfläehe  vierten  Grades  als  gemeinsame 
SÜlgnlaritutenfl'ache  besitzen. 

c)  Der  bekannte  Satz,  dass  wenn  man  auf  einer  Flüche  zweiten 
Grades  die  Tangenten  einer  geodätischen  Curve  zieht ,  dieselben 
eine  confocale  Flüche  berühren,  oder  was  auf  dassellje  hinauskommt, 
dass  zwei  coiifocalc  Flächen  zweiten  (Jrades  die  vollstündige  Center- 
fliiche  für  eine  Schaar  paralleler  l'läclien  l)ilden,  traiisturniirt  sich 
durch  meine  Kugel -Abbildung  in  das  folgende  Theorem:  Den  unter  b) 


*)  In  der  zweiten  der  nachstehendca  Äbhandluuffcn  j^icbt  Herr  Klein  eine 
flc^anto  utul  vollhtiiudige  alffcbraische  Lusunf?  des  hier  lietrachteten  rroliletiis. 
Herr  Darboux  theilt  mir  eben  tuit,  das«  er  die  betreü'uude  Kugel- Aur^abe  tr> 
ledigt  hat  und  iwar  in  einer  Weise,  die  dareb  meine  Kogel -AbbUdang  genau 
der  TOn  Heirn  Klein  befolgten  Methode  entspricht. 
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untürsucbteu  coiifocalen  Linien  •Coiiiplexeii  euisprechen  Differential* 
Gleichungen  die  paarweise  einfach  unmdlich  viele  gemeinsame 
lutcgr.ile  besinn. 

'  d)  Aus  Herrn  Klein's  und  meinen  Uniersuchuugeii  über  l^luclien 
W  folgt,  dass  zwei  Gompleze  zweiten  Grades,  doren  gemeinsame 
SingularitatenflSche  ein  Tetraeder  ist,  jedesmal  einfach  nnendlich  viele 
gemeinsame  Integralflächen  besitzen. 

Es  schien  mir  wahrscheinlieh,  dass  die  beiden  UMm  B&iae,  die 
sich  auf  vera^UedenarUge  CSomplexe  zweiten  Grades  beziehen,  Special* 
Fälle  des  folgenden  Theorems  sein: 

Zwei  omfocak' Complexe  gweitm  Qradeg  he^ttm  einfach  ttncndUt^ 
viele  gemeinsame  Intcgralflädien, 

'78*  Indem  ich  meine  Aufmerksamkeit  auf  die  eutsprccbcudeu 
Kugel- Complexe  nnd  die  zugehörigen  richtete,  sah  ich,  dass  wenn 
meine  Vermuthung  richtig  war,  für  die  dreifach  unendUch  viden  ge- 
meinsatncn  Flächen "  Elemente  eweier  D,,  jedesmal  die  beiden  eugc' 
hörige»  charakteristischen  Bichtungen  orthogonal  sein  mussten,  Dass  diese 
uothwendige  Forderung  auch  genügt,  folgt  aus  dem  bekannten  Satze: 
Zwei  partielle  Differential -Gleichungen  erster  Ordnimg  besitzen  ein- 
fach unendlich  viele  gemeinsame  Integrale,  wenn  für  die  dreifach  un- 
endlich vielen  «gemeinsamen  Flächen -'Elemente  jedesmal  die  charak- 
teristische ilichtun«;^  jeder  Gleichung  mit  der  Trajectorien-lüihtung  der* 
anderen  zufarameufällt. 

Es  war  nho  notbweiidig  und  hinreichend  zu  beweisen,  (hiss  die 
einer  heliel»igeii  I\n«^el  durch  unsere  einfacb  uiu-nillich  viek»n 
znj^eordiieteii  Xrajectorien - ( 'urven  (§  IS.,  5n.)  ein  Orthogonal -System 
bilden,  oder  was  auf  dasselbe  binausKouinit,  tlass  dieses  mit  den  einem 
l»elie1ii'jren  Punkte  y.uj^ehöri'j'eii  ciufarli  uiiendlicli  vielen  Normal- Keo-ehi 
der  Fall  ist  ( IS.,  Wenn  nuji  JI  ^  O  ein  linearer  ('«miplex 

<les  (onloealen  Systems  ist  ,  so  sind  die  besjtroeliejien  l\e^•^•l ,  w  ie  man  ' 
leicht  sieht,  vom  zweiten  ( iradi- ,  und  also  müssen  sie  vier  gemeinsame 
Tangentenchenen ,  welche  zuj^leich  den  imaginären  Kreis  heniliren, 
l»e.sit/<'n.  Alsdann  nu'issen  die  einem  huliebigen  Tunkte  zugehörigen 
elemeniareji  Complex  -  Kegel  vier  gemeinsame  Erzeugende,  deren  Lim^e 
gleich  Null  ist,  haben. 

Dieses  letzte  ist  aber,  wie  wir  sogleich  beweisen  werden,  durch 
inisere  Kugel  -  Abltildung  «;ine  Consei|uenz  davon,  dass  die  betrellendcn 
Jiiniei;-(jom|ilexe  dieselbe  SiuguluritiUeulläche  haben.  Man  betrachte 
nämlich  im  llaume  22  einen  Kugel -Complex  des  eonfoealen  Systems 
jind  einen  beliebigen  Punkt  P,  andererseits  in  r  den  entsprechenden 
Linien -Complex  und  die  Linie  l,  welche  das  Bild  von  P  ist.  Die 
Kugeln  unseres  Gomplcxes,  deren  Trajectorien- Kreise  durch  P  gehen, 
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umhfilleu  deu  zugehörigen  elementaren  Ooniplex- Kegel  and  bilden  sidi 
in  r  als  Gerade  g*)  ab,  irelehe  2  acbneiden  und  zugleich  in  diesem 
Schnittpunkte  einen  Complez- Kegelschnitt,  dessen  Ebene  die  JLdnie  { 
eutliält,  bertthreii.  Wenn  zwei  cousecutive  ßenule  7  sich  in  einem 
auf'  l  gel^enen  Punkte  p  schneiden  —  was  nur  in  den  vier  >Sehmti> 
punkten  Pi^jp^,  p-^,  2'i  ^''"^  '  '^^'^  Singiilaritäivnfiäclie  eintritt  — , 
so  berühren  sich  die  Üild-Kugehi,  deren  IJurchsclinitts-Curve  somit 
zorfiilU,  und  /.war  in  eine  durch  P  '^chvmJv  fierade  L  zusammen  mit 
einer  anderen  iniai^iniiren  Linie,  die  hier  niclit  in  Ik'lracht  kommt. 
Nun  sind  die  Geraden  L,,  L,,  L  ,,        einerseits  diii- Jiilder  der  INinkte 

Vi}  P:\j  l'ij  iin<lL'rer.s(M(s  liegen  sie  auf  dem  elementaren  Complex- 
Kej^el,  und  also  enthalten,  wie  iViilier  liehauidet,  die  einem  l*iinlvle 
/u<,'eh<jrigen  elementaren  Cumi)le.\  -  Kegel  vier  gemeinsame  Linien,  die 
den  imagiiiiiren  Kreis  schneiden. 

Zwei  confoailc  Liniai-Complaxc  zweiten  Grades  bestimmen  immer 
emfadi  unmdH^  vide  Flächaiy  deren  beide  Systeme  von  Hau2filan(/nifcn 
heg^Udi  den  bdden  Complexen  angehören.  Wenn  dir  f/rmcinsame 
lariiälenßiiehe  ein  Tetraeder  ist,  so  sind  die  eben  brsjirochetien  Fläelien 
mit  denen  tdendscl^,  tcdche  Herr  Klein  und  ich  unter  der  Beeeichnung: 
Flädien  W  untersucht  haben**). 

Mit  Berfiekmcbtigung  dieses  Satzes  wie  der  Entwickelunguu  in 
Nummer  50.  würde  es  nicht  schwer  sein  zu  beweisen,  dass  die  Haupt- 
tangenten-Curven  eines  Complexes  zweiten  Grades  mit  17  Constanteui 
[d  X  -  -|-  lY'  -f-  cZ*  -f-  dll-  =  (•]  durch  Quadratur  eines  algebraist  hen 
Diflereutials  bestimmt  werden  können;  ich  gehe  aber  darauf  nicht 
näher  ein. 

79.  Eine  Schaar  confocaler  Kugel- Complexe  zweiten  (irades  ordnet  • 
nach  dem  ObenstehendexL  jedem  Punkte  P  einfach  uneudhch  viele  con>  . 


*)  Die  Complexlinien  g  gehOnrn  der  Polar -Gongraens  der  Geraden  l  hin-  • 

Biehtlicb  unseres  Complcxes.   Chr.  Pliickcr,  Nene  Geometrie  des  I^iunio:«,  n.  304. 

**)  Wenn  ein  <'oiii]«lox  /weiten  (iradca  aus  unBnrem  oonfncalcn  Systeme  <on- 
tinnirlic-h  in  einen  doppeltzählcuduu  liacaren  Coniplex  übergebt,  üo  wird  ilio  zu- 
gehörige eine  ItneoreDiffwentiai- Gleichung,  und  swar  Mtspiicht  dieselbe  der 
dem  linearen  Complexe  sogebdrigen  Congruens  «weiter  Ordnang  und  Classe,  welche 
von  Doppoltungcnk'n  der  betreffenden  Kumni er'scben  Milche  gebildet  wird. 
Setzen  wir  nun  voraus,  da-ss  in  dem  Satze  des  Textes  der  eine  ('«»mpb'x  ein  all- 
gemeiner, der  zweite  ein  linearer  ist,  so  werden  aldu  die  geuiciiibaniea  Integral- 
flachen  Linienflftohen.  Unter  dm  IiUeffralflädun  eines  Compiexee  nweUen  Orades 
finden  eich  im  AUgemeinm  sechs  Sdiaaren  von  Ih  fjcllhlchcit ,  <h  rcn  Erzeugende  die 
Sinriuiaritntciilf'uliezn'n'fnch  hrriVirai.  Wenn  beide  Coniplexe  linear  sind,  so  erbält 
man  den  fulecudi  u  Satz:  Zwei  beliebige  unter  den  Bcehs  Coii^'inenzen  zweiter  <  >id- 
nung  und  Clasee,  die  einer  Kummer'&cbeu  Flache  angeboren,  bestimmen  cintuch 
unendlich  viele  üjperboloide,  deren  Enseiigeude  besfigUeb  den  beiden  Congmenten 
angeböreu.  Diese  Hyperboloid-Schaaren  cerfallen  übrigens  jedesmal  in  swei  Grnppen. 


L  iyiii^üd  by  Googie 


248  Sonros  Lu. 

focale  Kegel  zweiten  Grades  zu*),  und  offenbar  finden  sich  unter  den- 
selben drei  |uiar\VL'ise  ortliogonale  Ebenen,  den  fltri-'^)  Complexeu, 
welclie  die  Punkt- Kugel  P  enthalten,  entsprechend.  Mau  erkennt 
leicht,  dass  diese  Ebenen  in  P  drei  Flächen  berühren,  solche  nanilicb, 
die  den  geometrischen  Ort  für  Punkt- Kugeln  unserer  Coniplexe  bilden. 
Berncksichtijjct  nian  nun,  dass  diese  Flächen  als  das  BIM  einer  Schaar 
Linien  - Congruenzen  zweiter  Ordnung  uinl  ('hisse,  von  vierter  Ordnung 
sind  und  dabei  den  unendlich  weit  enttV'i  iiten ,  imaginären  Kreis  zwei- 
fach enthalten,  so  kann  man  den  fnlgfiulen  Satz,  ausspret  hen : 

Dir  Vünlt-  Kugi  hi  <  <>iiftKnh  r  Kiu/i  l -  C<)))i})J(.rc  ciVtHni  (inulis  liildcv 
I  hifarJi  iiitnidlir/i  virlr  Fliiiltcn  l  icricr  Onluuii(/,  die  dncm  inrdi((  fiUcn 
Orthogonal- Sy^leiHv,  und  zwar  dem  Darhonx-Moutard'adim  anyc- 
Iwrm. 

Wählt  man  nun,  wie  sich  von  selbst  darbietet,  dieses  Orthogonal- 
System  sum  Ooordinateu- Systeme  und  zu  Paukt- Goordinaten  die  Para- 
meter A,,  A,,  A3  der  durch  einen  Punkt  gehenden  Flächen,  so  lasst 
die  Gleichung  D,,  eines  Gomplexes,  dessen  Parameter  c  ist,  sich 
folgendermassen  schreiben: 

(i)  f{,x,k,k,c)  Q'+  aw,c)  (^^  +  Q'=  0- 

Dieses  liegt  darin,  dass  die  früher  besprochenen  drei  orthogonalen 
Tangentenebenen  jedesmal  Hauptebenen  des  elementaren  Complex- 
Kegels  sind; 

Wenn  nun  A„  A.„  A3  constaut  bleiben,  c  dagegen  variirt,  so  sollen  wir 
nach  dem  Obigen  eine  Sehaar  Kegel  erhalten,  welche  vier  Erzeugende, 
und  zwar  solche,  die  den  inKiL'inrtren  Kreis  schneiden,  gemein  haben. 
Die  Gleichung  dieser  Kegel  in  Ebenen -Coordinaten  hat  dieselbe  Form 
wie  diejenige  confocaler  Kegel  in  Punkt- Coordinaten,  und  also  kann 
/(A.A2A3C'}  auf  die  Form: 

gebracht  werden.  Der  Neuner  soll  nur  unter  der  Voraussetzung  c-s  A, 
verschwinden,  und  also  muss  9p  (A^  A.^  A^  c)  eine  ganze  und  lineare  Func- 
tion der  Grdsse  c  sein***): 


*)  Wcuu  die  coufücalen  Kugel -Couipicxo  vou  Kugcin  gobildüt  werden,  deren 
Mittelpunkte  anf  oonfocalen  Fl&chen  sweiten  Qndet  tiegeu,  ao  sind  die  im  Texte 
besprochenen  confocalen  Kegel  Tangenten -K^;d  der  genannten  Flftcben. 

**)  UelnndieB  gehört  die  Punkt- Kogel  P  dem  liucaren  Complexe  IT— 0  an. 
***)  Es  wäre  auch  dcnlcbar,  dass  9  eine  ganze  und  lineare  Function  einoe 

folgenden  Ansdracks  .-T  i  w&re,  dabei  vorauageMtst,  dau  a  und  6  nur  von  den 

0-|-  c 

Vaiial  ulu  2,,  2,,  1,  abhängen.  Dieser  FMl  wird  leicbt  auf  den  im  Texte  be- 
sprochenen sarflckgeffibrt. 
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tp  =  c'-,  (A,  A,  A.,)  (•  -I  c-,  i'^M  L  A3). 
Bei  Eiiisetzuug  diesea  VVertlie6  eiliült  /(A^A^Ajc)  die  fulgeude  Form: 

TT(X.  A,  1,)  ^ 

c  —  A, 

Wenn  nun  mitcr  drn  dn-i  Funrtioiicn  TT  di«>  eine  «^leitli  Null  winl, 
so  zcrtallrn  alle  dinn  Ix'trt'ftV'iidrii  Puiiktf  ■/ii<x»*li('in<^<'M  elt'iiuMilari'ii 
( 'onipli'X  -  Ke<;el  in  zwei  eben«*  I5iisclicl,  d«'ivii  Ax<'n  in  einer  <,a'niein- 
!>anu'n  Hbene  lit'j^cn.  I  h'escs  tritt  nur  ein,  wenn  der  l'nnlvt  A  ant* 
einer  unter  den  tünf  Kugelu,  die  unserem  Orthogonal -Systeme  auge- 
hi)reu,  ixelei^en  ist. 

Wenn  andererseits  unter  den  Futictioiieii  TT  die  eine  unendlich 
wird  (oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  zwei  zu  gleicher  Zeit  Ter- 
Bchwinden) ,  so  geheu  alle  elementaren  Gomplex-Kegel  in  dassdbe 
doppeltz&hJende  Ebenen -Bflachel  Aber.  Dieses  kann  nur  eintreffen, 
*wenn  der  Punkt  X  sich  anf  der  dem  Orthogonal- Systeme  zugehörigen 
imaginüren  De?eloppubleu  befindet. 

In  dieser  Weise  lEsst  sich  beweisen,  dass  n(il,  auf  die 

folgende  Form  gebracht  werden  kann*): 

«P(*t)  -  9>(^i)  ' 
dass  also  (1)  sich  folgeudermassen  schreiben  lässt: 

leb  betrachte  nun  die  einfiich  unendlich  vielen  gemeinsamen 
lutegralflachen  der  beiden  Gleichungen: 

(2)  U{c,)  =  0,  U{c,)  =  0 

und  die  entsprechenden  Durcbschnitts-C 'urven  mit  einer  jxevv.thlten 
Fläche  Aj.  Diese  Curven- Schaar  wird  bestimmt  durch  eine  Difterential- 
Gleicbuii}:?  zwischen  A.,  und  A., ,  die  aus  (2)  sicli  herleiten  lässt,  und 
zwar  findet  man,  dass  die  Vuriabeln  unmittelbar  separirt  werden  ki'>nnen. 
Es  werden  aber  die  besj)rucbenen  Intej^raltläclien  zwcifta  Ji  von  sokheu 
Durchsclmitts- Curven  erzeuiLjt,  und  also  giebt  die  allgemeine  Oleiehung 
der  Curven  zugleich  die  Gleichung  der  zugeli()rigeu  lutcgralHächen. 

Lilsst  man  endlich  c.^  variiren,  f,  dagegen  constaut  bleiben,  so 
erhSlt  man  ein  vollständiges  lutegral  der  Differential-Gleichung  U{c^)==Q, 


*)  Mfino  üffraohtungen  schlius.scn  nicht  die  Mögliclikcit  aus.  diiss  TTCiiif-lj) 
nur  von  l^  abhäu^t,  worauf  ich  abur  üiur  uicUt  näher  ciiigeheu  will. 
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und  also  können  wir  behaupten,  daas  die  Bestimmung  der  HauidUin- 
geiUen^Curve»  des  aUgemeinen  Complexes  sweUen  Grades  auf  Quadratur 
eines  älgebraiscltcn  Differentials  surädcgefuhH  werden  kann. 


•  80.  Im  Ansdiluss  zu  dem  Vorangelieudeu  mochte  ich  hier  an- 
fuhren, dass  ich  durch  ähnliche  Beirachtnngeu  den  folgenden  inte- 
ressanten SatE  gefonden  habe: 

Wenn  zwei  hdid/ige  Linien- Cömplexe  eines  irmluciMcn  Systems 
J'iIrsDinJ  liufüch  unvndVi'l,  rieh:  (jintrhisanic  Integral  flächen  besitgen,  so 
haben  die  Conipli  n  (UctidW.  lSiu<jularU<"ü<  )ij}lii  ]ic. 

Herr  Kli  iii  ^heilt  mir  den  folgeudon  einfachen  Beweis  dieses 
Satzes  mit:  Nach  V^oraussctzuiij^'  luUssen  auch  zwei  consecutive  Com- 
jilexe  des  Systems  nc'  •^fmeinsame  Iiitejjfraliläclien  haben.  Die  beiden 
Sirhaiiren  von  Ilaupttahgeiiten  einer  solchen  Flilelie  können,  wif  die  Com* 
I>leM',  nur  unendlich  wimig  versihieden  sein,  d.  Ii.  die  l'lüclie  ist  eine 
l)evelo|»i>;il)lt'.  Nun  besitzt  abt-r  ein  (Ji)m]il('X  unter  seinen  Inte^ral- 
ttächen  keine  anderen  I  )evel(>j>j)alden ,  als  die  einfach  unendlich  vielen 
seiner  singulilren  Linien.  Der  consecutive  (.omplex  hat  also  mit  dem 
gugebuiicu  des»eu  siugulüre  Jiinie  gemein,  und  das  ist  für  die  Com- 
jilexe  mit  gemeinsamer  Singularitatenflache  chanikterit^tiscb. 

Benutzt  man  den  von  Klein,  Göitiuger  Nachr.  1871,  No.  4  ein- 
geführten Begriff  der  involutori^chen  Lage  zweier  Linien- Comx>lexe,  m 
.gilt  der  folgende  Satz: 

BesiUein  die  ewden  Linien^CoH^Hexe»  eugehSrigen  2>|,  &infach  un- 
endlich  vide  geihänsame  Initegrcdßiidusn,  so  liegen  die  Complexe  in  /»- 
vohdion. 

Mein  anfänglich  gegebener  Satz  folgt  als  CoroUar  aus  diesem  in 
Verbindung  mit  einem  Theorem,  welches  mir  Herr  Klein  mitge- 
iheilt  hat: 

Liegen  die  Complarv,  rinca  iireduciiblcn  Systctiis  paanvcisf  in  In- 
volutiotif  so  besitzen  dieselben  eine  gemeinsame  Singularitätenfläche, 

§  25. 

Zosammenhang  zwisohen  der  Theorie  zweier  Fläohen  vierter  Ordnung. 

Sl.  Untvr  den  Fluchen  vierter  Ordnung,  giebt  es  zwei,  zuerst  von 
Herrn  Kummer  untersuchte,  welche  ich  hier  betraditen  will:  die  mit 
1(3  Knotenpunkten,  f^^  und  die  mit  einem  Doppelkegelschniti,  7'^. 
Beide  Flächen  geben  Anlass  zu  einer  Gleichung  sechszehnten  Grades; 
die  eine  durch  ihre  Knotenpunkte,  die  andere  durdi  die  auf  ihr  ge- 
legenen geraden  Linien.  Die  letztere  führte  Herr  Clebsoh  auf  eine 
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schon  von  llerru  Kummer  uu%estc'llte  Gleichung  fiuifteu  GiuUes  zu- 
rück. (Borchardt's  Journal  Bd.  67.)  Andererseits  faud  Herr  Jor- 
dan, dass  die  erstere  Gleichung  auf  eine  solche  ?om  sechsten  Grade 
zurQckkommt  (Borchardt's  Journal  Bd.  70.).  Es  fand  dies  seine  geo- 
metrische Be^randnng  in  den  aof  diese  Flache  bezfiglichen  Unter- 
suchungen des  Herrn  Klein  (Matth.  Ann.  Bd.  2.).  Derselbe  fand 
ferner,  als  er  sich  im  Herbste  1869  mit  der  eben  von  Herrn  N5ther 
gegebenen  Abbildung  des  linearen  Complezes  beschäftigte,  dass  jene 
Abbildung  einen  allgemeinen  und  einfachen  Zusammenhang  zwischen 
beiden  FUiclieu  (larle<;t,  insbesondere  dif  Im  idt-n  Gleichungen  soclis- 
zehnten  Grades  in  Verbin-Iimi;  sct/i  (vcrud.  eine  Note  diese  Ann.  Hd.  iV., 
p.  357.)  Eiinige  Monate  später  fand  icli  durch  ineine  Inuigiuär-Theorie, 
nnabhiuij?i.Lf  von  den  genannten  Herren,  dieselbe  Abbildung  wie  auch 
den  betrellendüii  ^Zusammenhang,  worüber  ich  ifldess  damals  nichts 
veröffentlichte. 

Nachdem  ich  im  Sonuner  1870  gefunden  hatte,  dass  die  Nöther'sche 
Abbildung  sich  als  Grundlaj^e  einer  wcitci  i^clicudrn  'riicdrif  bctracbfen 
Hess,  war  es  natürlich,  dosa  ich  zuerst  m  iK  'riicoiit  n  auf  die  Iteideu 
geuannfcn  Flachen  anwandte.   Tn  dieser  VV  eise  faud  ich  sogleich,  dass 

die  Da rbonx -M (lutard 'sehe  ne-stimmuni'  der  Krüinmiiri^rslinien  auf 
tierjenigon  7*',,  die  den  imaginären  Ku-^el- Kreis  enthält,  die  lljiuj)t- 
taiigenten  -  Cur\ en  auf  ilcr  !\  unnn  er*.si!hen  Kiäche  /',  ergiebt.  leb 
Nvt'nle  im  Folgenden  /l  igen,  wie  sitb  mehrere  andere,  im  Allgemeinen 
Ickannte  TlnMjrien  dieser  h^läclien  duicli  dif  X  1  Ii  e  r  st  lie  Abbildung 
und  meiue  darauf  begründete  Kugel- Abbiiduug  in  einander  uberführen 
fassen. 

Kiiu'  jede  auf  F^  gelegene  Curve  v'"'  Ordnung  schneidet  den 
inuiginiiren  Kreis  in  it  l*unkten,  nml  bildet  sieb  also  S.,  in 
*•  als  eine  lanienHäebe  Onlnnng,  die  /'  nach  einer  Curve  2»''"'^ 
Ordnung  berührt,  ab.  neisjuelssveise  Lieben  die  Iti  (Geraden  V(»n  F,,  von 
denen  jede  fünf  der  übrigen  schneidei ,  Kl  ebene  Strahl- Büst  hei,  die 
/i  nach  Kegelsciinilien  berühren,  und  hierltei  hat  jeder  iiüschel  eijie 
Gerade  mit  fünf  ainleren  gemein  (§  7.,  Ul.j.  Ferner  gehen  die  auf 
gelegenen  zehn  Krei.sschaareu  über  in  zehn  Hyperboloid  -  Schaaren, 
die  l\  nach  Gurren  vierter  Ordnung  berfibren  n.  s.  w.*). 


*)  Die  hier  augedeutete  Methode  zur  DiacuBaiou  der  Kuiuucr'ächeu  Flüche 
und  einer  sugebörigen  Congruenz  sweiter  Ordnuni;  und  Clane  grflndet  sich  auf 
I  Abbiiduug  de»  linearen  Coinplexcs  in  einem  runktr.iunie.  Kiufacht'r  ist  es, 
tlcii  AuHj^.iiipfsiMiiikt  in  dor  Aliliilcluii^jf  üesjeiii<»en  < 'cniplcxcs,  des.-cn  Singuhirität»ni- 
ü'&\ihe  ein  Tcf r.ic<Lr  ist,  zu  nehmen.  (Lie,  Kepr.  der  Imag.,  Akademie  zu  Chri- 
stittoia  löö'J,  p^'.  1U7,  112—160.) 
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Die  aUgemeinen  Entwickelungen  in  N.  25.  seigoii ,  class  die  aaf 
gt'legeuen  Gurren  C,  deren  Lilnge  gleich  Noll  ist,  eich  als  Ourven 
e  auf  abbilden  y  deren  Tuiigenteu  diese  Flache  sweiiach  berflhren. 
Nun  hat  einersdts  Herr  Darboox  (nach  einer  mfindlichen  Mittheilang) 
gefunden,  dass  die  Auffindung  der  Curren  ö  sich  auf  Quadratur  zn- 
ruckfahren  lässt,  andererseits,  hat  Herr  Klein  dieselbe  Bemerkung 
hinsichtlich  (1erj(>iiigen  auf  gelegnnen  Gurren  gemacht^  deren  Tan- 
genten .singuliire  I^inioii  eines  zugehörigen  Complexes  zweiten  Grades 
sind  (vgl.  (iött.  Nachr.  1871,  Nr.  1.).  Setzt  er  insbesondere  voraus, 
dai»  der  Coiiiplex  ein  linearer  ist,  so  findet  er  die  Curven  c,  und 
offenbar  ist  diese  letzte  Bestimmung  durch  meine  Abbildung  mit  der- 
jenigen des  Herrn  Durboux  ä<inivalent. 

82.  Die  Herren  Darhunx  nnd  Monfard  haben  hekanntlieli  ge- 
funden, diiss  eine  i',  auf  fünf  W  eisen  als  vollständige  Envelopjie  vdu 
zweifach  unemllicli  vielen  Kutteln,  die  jcilrsinal  eine  Kugel  S  ortho- 
gonal sehneiden,  aufgefusst  werden  kann.  Diese  fünf  Kugeln  jS' 
sehneiden  ^einander  paarweise  orthogonal;  ferner  führt  eine  Trans- 
formation durch  reciproke  ivudien  hinsichtlich  einer  Kugel  S  jedesmal 
die      iu  sich  selbst  über. 

Andererseits  hat  Herr  Knm-mer  gezeigt,  dass  die  Doppeltau geuten 
einer  f^  «echs  Gongruehzen  zweiter  Ordnung  und  Glasse  bilden,  und 
hierbei  liegen  die  sechs  entsprechenden  linearen  Gompleze  C  nach 
Herrn  Klein  paarweise  in  Inrolntiou.  Die  Flache  transformirt  sich 
in  sich  selbst  einerseits  durch  eine  jede  reciproke  Umformung  hinsicht- 
lich eines  linearen  Gomplezes  C,  andererseits  durch  die  15  reciproken 
Punkt -Transformationen,  zu  denen  die  eben  besprochenen  Transfor- 
mationen  sich  paarweise  zusammensetzen  lassen.        '  ''■'^ 

Diese  letzte  Theorie  geht,  wenn  11=0  als  ein  Complex  C  ge- 
wählt wird,  durch  meine  Kugel -Abbildung  unmittelbar  in  die  erste 
über. 

83.  Herrn  Klein's  Dai-stelhing  eines  Systems  confocaler  Linien- 
Couiidexe  mittelst  seiner  ü  Fundamental -C'Omplexe:     «  0,  0, 

•    •    •    •  SS   ^ , 

wobei  die  Linien -Goordinaten  einer  Bedingungs- Gleichung: 

^i'  +  ^i  '  +  •  •  •  •  aCß'  *■  0 
genügen,  giebt  eine  elegante  Form"^)  für  die  allgemeine  Gleichung 

*i  Ks  iat  mir  nitht  bekannt,  dass  diese  Form  vcrötlentlirlit  worden  ist.  Nach 
eijicr  brieflichen  Mittheiliin^  des  Herrn  Darl)Oux  findet  sich  nidosMii  dieselbe 
bereits  ia  eiucni  uugcdrucktua  Memoire,  welches  er  18G8  der  Taritiur  Akaden^io 
eingereicht  bat. 
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eioes  Darboux-Moutard'wshen  Orthogonal  •Systems,  die  folgende 

(2)  t,  +  i+F.  +  x+---- IT+I 

Die  fQnf  Funkt -Coordinatcn  .s, ,  s^. .  .  s^^  zwischen  denen  eine  Be- 

dinguugs-  Gleichung: 

«1* + y  +  •  •  •    — 0 

stattfindet,  bezeichnen  die  mit  gewissen  Coefficieuten  multiplicirten 
Potenzen  eines  Punktes  hinsichtlich  der  fünf  paarweise  orthogonalen 

Kugeln  >S'. 

Herr  Klein  hat  aus  der  Gleichung  (1)  geschlossen,  dass  die  Ge- 
raden eines  Complexes  zweiten  Oracks  sich  in  Gruppen' zu  32  zusammen- 
fassen lassen,  und  zwar  in  solcher  Weise,  tlass  eine  jede  unter  den 
früher  b(?s|)rochenen  Transformationen  eine  l)o]ic'bige  Gruf)pe  in  sich 
selbst  ülnTführt.  Ebenso  zeigt  ('I),  dass  die  Punkte  riiicr  F^  sicli  zu 
ir>  znsaninit'iiordnon,  dergestalt,  dass  eine  jede  Traiistorniation  durch 
reci])roke  Kadien  hinsiclitlicli  einer  Kugel  S  die  Gruppe  ungeilndert 
lüsst.  Auf  die  Existenz  dieser  l'uiikt- Gruppen  hat  mich  Herr  Dar- 
boux  aufmerksam  gemacht*) 

Man  betrachte  einen  Linien -Gomplez,  dessen  Gleichung  nur  die 
Quadrate  der  Klein'schen  Coordinaten  x^  , ,  enthält  Der  Com- 
plex,  wie  auch  die  Siugularit&tenflSche,  sind  ihre  eigenen  redproken 
Polaren  hinsichtlich  eines- jeden  der  sechs  Fundamental -Gomplexe.  In 

Folge  dessen  ordnen  die  Doppeltangeuten  jener  Fläche  sich  im  Allge- 
meinen in  sieben  Congrucnzen,  unter  denen  sechs  je  einem  Pund.i- 
mental-Complexe  gehören.  Nach  einem  Satze  von  mir  (§  12.)  findet 
man  sechs  algebraische  Haupttaugeuten-Gurven;  die  nach  Herrn  Klein 
zugleich  Curven  vierpunktiger  ßerflhrung  sind.  Diese  Sätze  Aber* 
tragen  sich  sämmtlich  auf  Kugel  -  Geometrie  ■  *). 

Hier  mag  die  Bemerkung  ihren  Platz  finden,  dass  Herrn  Mou- 
tard's  Untersuchungen  über  Flächen,  die  von  zweifach  tuiendlic  Ii  vielen 
Orthiigona]  -  Kugeln  einer  Kugel  umhüllt  werden,  durch  meine  Abbil- 
dung einem  »Studium  von  Linien  -  Cougfrueuzen,  die  einem  linearen 
Complexe  angehören,  entsprechen. 

*)  BeBMrkeiuwerUi  ist  auch,  dan  die  Angaben:  alle  Special -Formeo  der 
Flidwn  J4  and  anzugeben,  ilqiiivuletite  Problonic  sind.  Die  Untersuchungen 
des  Herrn  Korndörfor  (Math.  Ann.  I.  pp.  £;»•_',  II.  pg.  41)  lassen  sich  also  für 
die  Theorie  der  K  um  m  er 'sehen  Fläche  vierter  Ordnung  mit  16  Kuotcupunkteu 
venvetfhen. 

**)  Sind  F,,  Ff,      rationale  Functionen  ron  «i*,  Xf^      X4,      und  o^,  so 

definiren  die  Cluichuii<,'<'n  i'',  =  0,  F,  —  0,  Fj  =  0  eine  LinionflucliL',  die  ihre 
eigene  reciproke  Pulare  hiiisiclitlich  ,-r,  —  u  ist.  In  Folge  dessen  fintlet  man  i§  12.) 
eine  algebraische  Uaupttaugcnten-Curvo  aut  derselben  und  darnacli  die  übrigen 
durch  Qnadratnr.  Qebt  aach     nur  mit  leinem  Quadrate  in  den  Gleichungen  ein, 
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§  26. 

Zur  Thüoriö  des  liiiuareü  Coniplexes.    Ucber  Herrn  Klein 's  metrische 

Liüieu- Geometrie. 

81.  Im  llaume  r  treten  bei  unsorer  Kugel- Abbildung  ein  linearer 
CoiHiilcx  11  =  0,  und  eine  Gerade  desselben  Const.  ==  0,  als  ausge- 
■/■eicliiK'tos  (Jebildo  auf;  andererseits  ist  der  unendlich  weit  entfernte 
iiuagiuiirc  Krois  ein  Fundamental  -  Gelülde  in  11,  luid  zwar  das  einzige. 
Es  folgt  hicrauSj  dass  die  gcwiduiliche  nietrisclie  ' Joometrie,  die  sicli 
ja  üljciliaupt  mit  auf  den  genannten  Kreis  beziigliclien  itrojectivisrlien 
Beziehungen  beschäftigt,  in  eine  <  Monutrie')  ülHTgeht,  dessen  (i  egen- 
stand eovariante  Beziehungen  hinsichtlich  eines  linearen  Cumjdexes 
und  einer  (jleraden  desselben  sind.  Entsprechende  Bemerkungen  kiumea 
hinsichtlich  einer  jeden  Abbildung  gemacht  werden,  bei  welcher  Fun- 
damental-Gebilde  in  zwei  Räumen  auftreten.  Ohne  auf  das  hiemiit 
angedentete  geometrische  Princip  näher  einzugehen ,  werde  ich  das 
Obengesagte  durch  einige  Beispiele,  unter  denen  msbesondere  das  letzte 
wichllg  ist,  erklaren. 

a.  Es  lässt  sich  die  Aufgabe  stellen,  alle  Gruppen  linearer  Trans- 
formationen anzugeben.  Ich  sage  dabei,  dass  eine  eontinuirliche  oder 
discontinuirliche  Schaar  Traiisfomiationen  eine  Gruppe  bilden,  wenn 
die  Combiuation  einiger  dieser  Transformalionen  j«;desmal  mit  einer 
'IVansformation  der  gegebeneu  Schaar  iM)uivalent  ist.  Herr  Jordan 
hat  insbesondere  alle  Gruppen  von  Bewegungen  bestimmt  (Annali,  ser. 
II.  t.  IL). 

Krinnert  man  sich  nun  (>?  l.">.,  dass  den  IJewcgungen  des  Bau- 
mes Ii,  lineare  Transformationen  des  anderen  Baumes  i'nts])recheu  un«l 
zwar  solche,  hri  iJcnni  ih/furl/  loiriK/lirl/  rir!r  llnfarc  Coniphxt',  tlir 
s/ili  h(ti]i  rin<r  (it'niciuxintun  (irnidoi  hii/il/rit/,  in  sich  /ihrif/rfiilnl 
iiirdc)/,  so  sieht  man,  dass  unsere  Abbildnng,  auf  die  -lordan  sehe 
Theorie  angewandt ,  alle  (  Jruppeu  unter  den  eben  bespruehenen  linearen 
Transformationen  ergiebt. 

h.  Die  Flächen  eines  irreductiblen  Orthogonal -Systems  in  It  sind 
bekanntlich  in  eine  imaginäre  Developpable  eingeschrieben;  demzufolge 


80  ist  die  liinientiiu'hc  ihre  C'it,'t'iie  l'oliiri.',  m»wü1i1  liinsicbtHch  ./•,=»(>  wie  Iiin- 
sichtlich  JCi  =  0.  Alhd.iuu  liudet  man  ^uerät  ;&wei  algebniiaclie  BaupttuDgeateu  -  Cur- 
veA  und  darnach  die  fibrigen  durch  «dpeftrauclte  Opmtiumen. 

*)  Jieiiierl-enKtcctih  ist,  (hiss  dem  Winkd-Bcyriffc  Jes  Jiaum'<t]{  im  (tudcrcn 
liauuir  riti  Jh-fjri/}'  cvff'jiricltt ,  ihr  sich  vnr  «luf  dm  liiteami  ('(>>ii}ih.r  (//:^o, 
dayegni  iiidit  auf  die  Gerade  (6'</>f.v/.  =  o)  bezieht.  Der  IJt'Wuis  liegt  darin,  chisa 
einer  jeden  Trousformation  des  lUumcs  r,  die  den  Complox  JI  =  0  in  aich  übcr- 
luhrt,  eine  Umfivrmong  von  M  etit^pricbt,  bvi  welcher  alle  Winkel  ung^dert 
Ueiben  (§  IS.,  86.). 
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liilden  sie  sieb  io  r  als  Congruenzen  C  ab,  deren  BrennflScheii*)  ein- 
ander nach  einer  gemeinsanien  HaupUaugenten- Gurre  berfihren.  Der 
bekannte  Satz',  dass  die  Flüchen  eines  Orthogonal -Systems  einander 
nach  KrQmmungsh'nien  schneiden,  zeigt  mit  Berücksichtigung  des 
Theorems  in  (§  12.,  33.),  dass  die  gemeinsamen  Geraden  zweier  Con- 
gmenzen  C  eine  Linienfläche  bilden,  welche  die  beiden  zugehörigen 
Brennflachen  nach  Uaupttangontcn-Curven  l>erührt.  Nun  giebi  es 
Inikanntlich  unbegrenzt  viele  ürthogonal- Systeme,  und  aho  lann  ein 
linrarrr  Coniple.r  auf  induffrnfzf  vielen  Wrisni  f/clhtiJ/  irrnlfn  in  Cun- 
f/)i((  >izrn,  in  lrhr  die  E///f  nsrjiaff  J>rslf,:e)( ,  i/ass  dir  zin  u  n  Cotujrncvzcn 
(/niK  ttisdhn  Li)ii(  )i/liir/ir  Ji  ihshHil  die  Züifchöriyen  lii  cnnllädten  nach 
Maupffajiffodrn  -  Curii  n  hrridirt**). 

85.  Sclion  in  der  Einb'itunii^  iiulu'  ich  lunvorgchobon,  dass  ich, 
während  ich  mich  mit  den  Ult^vu  dieser  Abhiiiidliing  beschäftigte,  im 
lebhaften  erkehr  mit  Herrn  Klein  gewesen  bin.  Derselbe  theilte 
meine  Ueberzengung,  dass  der  von  mir  gefundene  Zusammenhang 
zwischen  Linien  •Geometrie  und  Engel  •Geometrie,  wie  auch  zwischen 
Hanpttangenten  -  Cunren  und  KrOmmungslinien  ein  wesentlicher  Ge- 
danke sei.  In  Folge  dessen  entwickelte  er  denselben  selbständig,  und 
insbesondere  beschäftigte  er  sich  zu  derselben  Zeit  wie  ich  mit  solchen 
Linien -Systemen  des  linearen  Complezes,  die  den  Orthogonal- Systemen 
des  gew&hnlichen  Punkt-Raumes  entsprechen.  Er  wurde  hierdurch 
auf  diejenigen  Ideen  geführt,  die  er  in  den  Göttiuger  Nachrichten  1871, 
Nr.  4.  dargestellt  hat,  und  welche  er  ausführlicher  und  in  umgestalteter 
Form  in  der  folgenden  Abhandlung  auseinandersetzen  wird. 

Der  im  Schlüsse  der  vorangehenden  Nummer  aufgestellte  Satz 
kann  die  Krnge  veraiilnssm,  ob  die  besprochene  Eigenschaft  für  den 
liiioareu  Complex  charakteristisch  ist,  oder  ob  dieselbe  einem  jeden 
Complcxe  zukommt. 

Aiulci('rri(;its  t'iilirt  die  V(»ii  Ib-rni  Kit' in  wifebciu"  ( i  lcithun<rs- 
form  conf(Kaler  ('omj)Iexe  /weiten  <ira(l<'s  in  \'«>rbiii(hmg  mit  den 
Theorien  des  Paragraphen  24.  uatüriich  darauf,  diese  Coniplex  - Schiuir 


*)  Wenn  das  gegebene  Orthogonal- System  das  Darboiix-ICoatard*Bche 

ist  ,  fcO  siud  die  Bronnflachen  (§  24.,  79.)  eine  Schaar  Kuminer*Bdier  Flächen 
vierter  Hrdnunf?  mit  10  Knotenpnnlttpn ,  die  einander  nach  einer  rremeinsninen 
liaupttungenten-Curve  achter  Urduung  und  Classe  berülircn,  und  soubt  keiuen 
Sehnittpankt  haben.  Es  itt  hemerhenawertb,  dass  wenn  man  nnter  diesen  FI3ehen 
eine  beliebige  nimmt  und  alle  KagehSrigen  coufocalen  Complexo  zweiten  Grade« 
betniehtet,  die  im  Texte  besprochene  Conrfnienz- Sehaar  sieh  immer  als  Durch- 
schnitt dieser  Complexc  mit  einem  doppeltaüUdcndeu  linearen  Complex  desselben 
Systems  auflassen  lässt. 

**)  In  dieser  Weise  findet  man  belieUg  viele  algebruscho  (lOchon  mit  alge« 
braiacben  Haiipttangonten-Cnr?en. 
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als  ein  Analogon  im  Linien -Räume  von  den  Ortbogonal- Systemen  des 
gewöhnlichen  Punkt- Raumes  aufzufassen.  Es  liegt  hier  sugleicb  nahe, 
eine  Erweiterung  des  Dup  in 'sehen  Theorems  und  zwar  in  der  folgenden 
Form  SU  vermuthen:  die  Linientläche,  welche  dreien  der  Coniplexe 
gemeinsam  ist,  berührt  die  Brennfläcbe  der  zweien  dieser  drei  Coni- 
plexe gemeinsamen  Congruenz  nach  einer  Haupiiangenten-Curve.  Ist 
dieserSatz  l)ewies(>n,  so  frafjt  es  sich,  ob  noch  melirere Systeme  vonLinieu- 
Coniplexeii  in  dieser  licziehung  stehen.  Herr  Klein  hat  nun  r?efiinden*), 
dass  diesen  nnbostimniten  Specuhitionen ,  die  sich  jjuch  mir  dargcljoteu 
hatten,  eine  Ivealitüt  eiitspridit.  Iteiin  Beweise  benutzt  er  in  seiner 
ersten  Mittheilung  zur  liest iunnung  der  gera<len  liinie  vier  Coordinaten. 
welche  mit  den  von  mir  in  dieser  Abhandhnig  und  auch  in  IVülieren 
Arlieiten  als  Linien-  oder  Kugel- Coordinaten**)  i>eiiut/teu  vier  Grössen 
Xf  Y,  Zj  i/ identisch  sind.  Er  knüpft  daran  die  weitere  Jiemcrkuug, 
dass  unter  der  Zugrundelegung  dieser  Coordinaten  die  Linien -Geometrie 
mit  der  metrischen  Geometrie  zwischen  vier  Variabein  identisch  wird, 
insofern  nämlich  bei  ihrer  Zugrundelegung  das  Moment  zweier  Geraden 
sich  darstellt  wie  die  Entfernung  zweier  Punkte  im  Räume  von  vier 
Dimensionen  und  die  Bedingung  Iflr  die  involutorische  Lage  zweier 
Gomplexe  wie  die  Bedingung  für  die  Orthogonalitat  zweier  Flüchen  iu 
diesem  Räume. 

Es  ist  dieses  offenbar  etwas  Anderes  als  deit  schon  früher  Ton 
mir  hervoi^chobene  Zusammenhang  zwischen  gewissen  Theorien  der 
Pläcker'schen  Linien -Geometrie  und  einigen  Problemen  der  gewöhn- 
liehen  metrischen  Geomeüie.         Christiania,  15.  Novbr.  1871. 

Naghtchrift.    Naehtrftglich  erfahre  ich  vene  und  wichtige  BeBiehongen 

zwischen  meinen  und  Herrn  Darhoux'  UeiteD.  Derselbe  theilt  mir  lAmlicb 
mit,  diisB  er  alle  litTnlirungs? - Tranbforniationen  einos  Raun)Os  von  )i  1 'iineiiRionen 
hestimmt  habe,  ,  und  das»  er  sich  ferner  uiit  der  einem  Curveu-Couptexe  [und 
Buglei«}h  anch  mit  der  einem  Fl&chen-Coni|jlexe]  zugehörigen  i)aitieUflii  Gldchung 
erster  Ordnung  beachtUtigt  habe,  ohne  indetsen  bis  jetst  etwas  durQber  sa  ver- 
difeötlichen.  Eh  stehen  «lieae  Arlieiten  des  Herrn  Darboux  in  Verbindung  mit 
•einen  funduineutaieu  Uuterbuchunguu  über  die  partiellen  Dilferenüal  ('Irichnngen. 

März  lä72. 


*)  Göttinger  2^'acLrichten ,  Atürz  1871. 

**)  Ich  rnnss  htnsafDgen,  daas  die  Coordinaten  A',  Y,  Z,  II  als  ein  Dcgoue- 
tationtifaU  der  von  Herrn  Klein  1868  eingeffihrten  6  homogenen  Linien-Coor^ 
dinaten,  swiscben  denen  eine  Bedingnags-Gleidiang  von  der  Form: 

+  f?f'  +  •  •  •  a«*  ~  0 
•tottfindet,  aufkufassen  «ad  (§  10^  SO.). 
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In  der  Torstebenden  Abhandlung  hat  Herr  Lie  anter  Anderem 
eine  fnndamentale  Analogie  entwickelt,  welche  zwischen  der  Geometrie 
des  linearen  Oomplexes  und  der  gewöhnlichen  metrischen  Geometrie 
besteht.  Diese  Analogie  kommt  darauf  zurKck,  dass  man  den  linearen 
Ckimplex  eindeutig  auf  den  Punktraum  abbilden  kann*),  wobei  im 
linearen  Complcxe  eine  einzelne  Linie,  im  Punktraume  ein  Kegel- 
schnitt als  Fuiulameiitalgebilde  auftritt.  Denn  die  metrisch«'  (leoinctrie 
ist  ja  nichts  anderes,  als  die  Untersuchung  der  projectivischen  Jäigra- 
schaften  der  räumlichen  Gebilde  unter  Zugruntlelcgung  eines  ein  fUr 
allemal  gegebeneu  Ke<rf'lsclmittes ,  des  unendlich  fernen  imagiuiiren 
Kreises.  Die  Geometrie  des  linearen  Complexes  ist  durch  die  frag- 
liche Abl)i]dung  also  mit  der  metrischen  (ieometrif  in  Verbindung 
gesetzt,  jedoch  so,  duss  im  linearen  Cüni])lexe  noch  eine  Linie  will- 
kürlich ausgezeichnet  ist.  —  Der  hierdurch  aufgedeckte  Zusammenhang 
zwischen  zwei  auf  den  ersten  Blick  sehr  heterogenen  Gebieten  der 
Geometrie  muss  nach  beiden  Seiten  hin  von  grosser  Fruchtbarkeit  sein. 
Es  mag  hier  genügen,  in  diesem  Betracht  anf  den  reichen  Inhalt  der 
Yorstehenden  Abhandlung  zu  verweisen,  insbesondere  auf  die  dort  ge- 
gebene Beziehung  zwischen  dem  Probleme  der  Haupttangenten-Gurren 
und  der  KrOmmunga-Gurven. 

Anknüpfend  an  diese  Untersuchungen  von  Herrn  Lie,  Ober  die 
ich  dnrdi  wiederholte  ausführliche  MitÜieilungen  desselben  unterrichtet 
war,  fand  ich,  dass  in  ganz  gleicher  Weise,  wie  die  Geometrie  des 
linearen  Gomplexes  mit  der  metrischen  Geometrie  des  gewöhnlichen 
Baumes  zusammenhängt,  ein  Zusammmhaiuj  hrsfcht  zwischen  (hm  Ge- 
sammtinliaUe  der  Linien- Geometrie  und  der  mitrisdim  (itomdrie  des 
Baumes  von  vier  Dimeimonen.**)  In  diesem  Betracht  stellte  ich  ins- 

*)  Auf  dieie  Abbüdimg  ut  snent  dordi  Herrn  NOther  aofinerksam  gemacht 
worden:  Zur  Theorie  algebraischer  Functionen,  Gült.  Naehriehten.  1869. 

**)  Unter  der  nu  trischen  Geometrie  eines  solchen  Haunips  ist  wiederum  die 
Untersuchung  der  projectivischen  Eigenechaften  seiner  (Jeliildc  unter  Zutfrniulo- 
legung  eines  ausgezeichneten  Qebilded  zu  verstehen,  welche«  dem  KegeiscimiLte 
der  gewOtudiehen  Geometrie  entoprieht  Bestimmt  mm,  wie  gewöhnlich  bei  m'e- 
tritchen  Untersuchungen,  das  Eaunicleraent  (den  Punkt  tlun  h  rechtwinklige  Coor- 
dinaten,  hier  also  durch  vioi  Coonlinafon  .r,  y,  r,  t,  ko  liest^^^ht  «las  fragliche  Ge- 
bilde aus  demjenigen  unendlich  lernen  Elementen ,  für  die  x* -{-  -\-  -\- 1*  =  0. 
KathMMtlMh«  AaulM.  V.  17 
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besondere  ein  liniengeometrisches  Theorem  auf*),  welches  dem  Dupin'- 
schen  Theorem  der  gewöhnlichen  metrischen  Geometrie  nachgebildet 
war.  Hieran  habe  ich  weitere  Üeberleguugen  geknQpft,  die  darauf 
alnielen:  einmal  den  gesammten  Inhalt  der  metrischen  Geometrie  auf 
Liniengeometrie  zu  ftbertragmi;  andererseits  die  algebraischen  MethodeUi 
deren  man  sich  in  der  Liniengeometrie  mit  EUfolg  bedirat,  zur  Be- 
haudlung  nietrisclicr  Probleme  zu  yerwerthen.  Diese  Betiaehtongen 
—  die  übrigens  mit  den  Ton  Herrn  Lie  vorgetragenen  in  engster 
Beziehung  stehen  und  ans  ihnen  erwachsen  sind  —  sollen  im  Fol- 
genden,  wenn  auch  nur  in  allgemeinen  Zügen,  dargelegt  werden. 
Hoffentlich  genügt  die  hier  gegebono  Auseinandersetzung,  um  deutlich 
zu  zei<;eii :  dass  auf  dem  hier  eingeschlagenen  Wege  eine  Weiter- 
entwickeluug  der  beiden  in  Betracht  kommenden  Discipliueu:  der 
Linien (fiomdrif  untl  der  antrischrn  Gronicirir  gegeben  ist. 

In  der  Liniengeometrie  pflegt  man,  wie  bekannt,  die  Gerade  durch 
(i  homogene  Coordinaten  ^>,*  zu  defiuireu,  welche  ao  eine  Bedingungs- 
gleichuug  zweiten  Grades: 

^=i>i2j>34  -f  PviiUi  +     Vn  =  0 

geknüpft  sind.  Betrachtet  man  einen  Augenblick  die  p,i  als  unal>- 
hlingige  Veränderliehe,  so  constituiren  sie  eine  Mannigfaltigkeit,  oder, 
wie  tnan  häutig  sagt,  einen  Raum  von  5  Dimensionen.  Derselbe  ;>oll 
mit  bezeichnet  werden  (überhaupt  ein  liuum  von  n  Dimensionen 
mit  Rn)'  Aus  diesem  liaume  wird  die  von  den  Ueraden  gebildete 
Mannigfaltigkeit  von  vier  Dimensionen  durch  die  vorstehende  quadra- 
tische Gldchung  ausgeschieden,  in  ähnlicher  Weise,  wie  aus  der  Oe- 
sammtheit  der  Punkte  des  gewöhnlichen  Raumes  (i?3)  durch  eine  qua- 
dratische Gleichung  eine  FlSche  zweiten  Grades  ausgesdueden  wird. 
Man  wird  so  dazu  gefOhrt,  die  Lmtetigeometrie  in  äkM^  Wei» 
analfftisdt  mu  h^umddn,  wie  die  Creometrie  auf  einer  FUu^  Bw^kn 
Grades.  Die  hiermit  augedeutete  Auffassung  boU  in  §  1.  noch  niher 
erörtert  und  begründet  werden;  sie  li^  übrigens  meinoi  sSmmtlichen 
bisherigen  Arbeiten  Ober  Liniengeometrie  zu  Grunde. 

Es  mag  hier  gleich  eine  Bezeichnung  eingeführt  werden,  die  im 
Folgenden  uöthig  wird.  Den  Kaum  von  n  Dimensionen  bezeichneten 
wir  bereits  als  7i„.  Ein  Gebilde  nun,  welches  aus  ihm  durch  fi  Glei- 
chungen ausgeschieden  wird,  welches  also  noch  immer  eine  Mannig- 
faltigkeit von  11  —  Dimensionen  vorstellt,  soll  als  il^„  _  ^  bezeichnet 
sein.  Dabei  mi>gen  rechts  oben  zugesetzte  Indices  den  Grad  der  ^ 
Gleichungen  angeben,  durch  wek  lie  di«;  .  f,  bestimmt  wird.  —  Die 
Gesammtlieit  der  geraden  Linien  bildet  bei  dieser  Bezeichnung  eine 

M^^,  die  im  liaume       gelegen  ist.   Ju  ähnlicher  Weise  bilden  die 
*)  Omiger  Nachrichten.  1871.  Nr.  9, 
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lÄnien  eines  linearen  Complexes  eine  M^*  des  B^,  die  Linien  einer 
linearen  Gongroens  eine        des  B^,  endlich  die  Linien  einer  Regel- 
Schaar  eine        des  B^.  Diese  Bezeichnungsweise  ist  etwas  abstract; 
.  sie  ist  aber  im  Folgenden  nicht  gut  zu  umgehen. 

Der  Zusammenhang  zwischen  Liniengeometrie  und  metrischer 
Geomefoie  bei  4  Variabein  kommt  nun  auf  eine  eindeutige  Abbildung 
der  in  72,.  gelegenen  auf  den  /{,  hinaus.  —  Es  ist  bekanut,  wie 
man  eine  im  /('.  fxolopfeiie  J^/^'*?  oiwa  eiiu?  im  ffewShnlioheii  itaume 
i;«*leg('iit.'  !■  läclio  zweiten  (Jrades,  eiiKieutiii"  auf  den  IL,,  etwa  <lie  Ebene, 
abbihlen  kann.  Dies  gescliieht,  geometri.sch  ausgeclrtiekl ,  durdi  das 
Verfahren  der  stcreograpliischeu  Projectioa.  Dabei  treten  in  der  Ebene 
swei  Fundameutalpunkte  auf,  die  Bilder  der  durch  den  Projections- 
punkt  gehenden  beiden  Erzeugenden.  Auf  der  Fläche  zweiten  Grades 
findet  sich  ein  Fundamentalpunkt,  der  Ph>jectionspunkt.  Nun  benutzt 
aber  die  metrische  Geometrie  in  der  Ebene  als  Fnndamentalgebilde 
ein  Punktepaar  I  die  beiden  unendlich  fernen  imaginären  Kreispunkte. 
Man  wird  desshalb  sagen  können:  die  Geometrie  auf  dner  Flache 
zweiten  Grades  und  die  metrische  Geometrie  in  der  Ebene  entsprechen 
einander,  sowie  man  auf  der  Flache  einen  (willkürlichen)  Punkt  ans* 

zeichnet.  —  Bei  der  in  Rede  stehenden  Abbildung  einer  J/^fLi 
Bu  auf  den  JR.-1  findet  nun  etwas  ganz  Aehnliches  statt.  Ein  Element 
der  (welches  dem  Projcctiouspunkte  entspricht)  wird  ausge- 

zeichnet.   Dafür  tritt  im  It„  _  i  ein  Fundanientilgebilde  auf,  wie  es 

auch  die  metrische  CJcunietrie  (k's  i^„-_*i  benutzt,  niiuilich  eine  Al^'_^^. 
Allgemein  kann  man  also  sagen  :  / 

JJic.  mrfnschr  Geomrfrif  dra  Jt„  ^  ,  l:mm  als  slnrof/raphisrhr  Projer- 

tioti  (k  r  (jcotndrii/  auf  i  inry  im  U„  (/<  !<  </(  tit  ti  -'l/^/'^i  ((ii/[/<  f«i,^st  iccrdi  )).  '^') 
Mit  diesem  Satze,  der  in  §  2.  vollständig  begründet  werdt'u  soll, 
ist  der  Zusammenhang  der  Liniengenini  trie  mit  tier  metrischeu  CJeo- 
metrio  dos  Jl^  voUstiindig  gogohen.  Hbeiiso  natiirlicii  der  Zusanimeu- 
lymg  zwi.sclien  der  (ieometrie  des  linearen  ('ünij)lexes  und  der  metrischen 
Geometrie  des  11^.    Man  küunte  euUIicli  in  dem  uümlicheu  Sinne  die 


*)  Die  metmohe  Qemnetrie  der  Ebene  als  »tereograpfalialie  rrojcction  der 
Geometrie  auf  eaner  Fl&ebe  nreüen  Grades  (inebeaondere  einer  Kogel)  aasoiehen, 

ist  ein  Mittel,  welches  namentlich  von  ChnsIeB  gcbraacbt  worden  iät.  IHe  im 
Toxte  aiit^iHleuteto  allgemeine  Aiiff;issung  wird  gelegentlich  von  Horm  Darbonx 
in  der  Theorie  der  ürthogouiilÜächeusyBtcnie  benutzt  (Coniptclä  Kendus  t.  LXIX. 
1869,  2.  Sur  nne  nonvelle  sörie  de  syat&mes  orthog^anx  algebriques).  Wie  mir 
Herr  DarboQZ  auf  eine  Anfrage  mcincräcita  mittiieilte,  ist  de  ein  aUgemcinea 
IVinciii  g'>\v«>Ben,  nvcUIh  h  ihn  bei  der  Aufstellung  seiner  Theoreme  fiber  metrisebe 
Ueomctrio  geleitet  hat. 

17* 
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(.Jeomrtrii»  der  liiicaron  (Vongrucnz  mit  der  metrischen  Geometrie  dos 
II.,,  die  (it'oiut'tric  der  lM'</el.s(Iiaar  inif  der  metrischen  Geometrie  des 
7i,  in  Verl)in«hui<jf  setzen.  Andererseits  begründet  der  Satz  diejenige 
Behandlung  der  metrischen  Geometrie  des  7?„  . , ,  weh  he  vorher  be- 
reits augedeutet  wurde.  Dieselbe  soll  ebenfalls  in  §  2.  etwas  weiter 
ausgeführt  werden.  Mau  wird  bei  ihr  in  erster  Linie  dazu  geführt, 
zwischen  solchen  metfischen  Eigenschaften  des  Iin~i  onterscheiden, 
welehe,  auf  die  ^  des  J{„  fd )ert  ragen ,  eine  besondere  lieziehung 

zn  dem  bei  der  Abbildung  l)enut/ten  Pn)jections})nnkte  impliciren, 
welche  nicht.  lA't/.tore  ergeben,  wenn  «  =  5,  allgemeine  liuiengeo- 
nietrische  Sätze;  eistere  solche,  bei  denen  eine  willkürliche  Gerade 
fundamental  auftritt. 

Um  wenigstens  an  dnem  Beispiele  die  Fruchtbarkeit  dieser  lieber- 
traguugen  zu  zeigen,  suche  ich  in  §  3.  das  liniengeometriiBche  Adbt 
logon  der  Or&togonata^steme  der  metrischen  Geometrie.  Es  rind  dies 
Systeme  von  Linien -Gomplexen,  welche  ich  als  JfwoMiohssj^ieme  be- 
zeichne. Ein  InTolutionssystem  ist  ein  einfach  onendliehea  System 
Ton  Complexen,  welche  von  einem  Parameter  im  vierten  Grade  ab- 
hangen, so  dass  durch  jede  Gerade  des  Baumes  vier  Complexe  des 
Systems  hindurchgehen.  Diese  vier  Complexe  —  und  das  ccnstituirt 
eben  den  Charakter  der  in  Bede  stehenden  Systeme  —  liegen  paarweise 
mit  Bezug  auf  die  gemeinsame  Gerade  in  Involution.*)  Die  iuvolu- 
torische  Lage  zweier  Complexe  entspricht  dabei /auf  Seiten  der  Linien- 
geometrie der  Orthogonalität  zweier  Flächen  in  der  metrischen  Geo- 
metrie. —  Für  Involntionssysteme  von  Complexen  gilt  dann  ein 
Theorem,  welches  dem  Dupin'schen  Theoreme  der  gewöhnlichen 
metrischen  (jeometrie  aualog  ist.  Dasselbe  ist.  wie  ich  in  §  4.  des 
Weiteren  auseinandersetze,  insofern  höchst  fruchtbar,  als  es,  sowie  ein 
hivolutionssystem  gegeben  ist,  auf  einer  grossen  Zahl  von  Flächen  die 
Haupttangenteu-Curven  kennen  lehrt.  Insbesondere  ist  hier  einge- 
schlossen die  Bestimmung  der  Uaupttangeuten  Curven  der  Kummer'- 
schen  FUkhe  vierter  Ordnung  mit  sechszehn  Knotenpunkten,  wie  sie 
sich  aus  den  Untersuchungen  von  Herrn  Lie  und  mir  ergeben  hal**) 

*)  Als  iiivolutorische  Lage  zweier  Coniploxe  mit  Bezug  auf  eine  pemeinsame 
Gerade  bezeichne  ich  die  folgende  Beziehung,  lu  jeder  durcii  die  lierade  bin- 
düTofagelegtaii  Ebene  befindet  uch,  jedem  Complexe  entq»rediend,  eine  Gompltt- 
Cuve,  welche  die  gegebene  Oerade  berührt.  Die  beiden  Berührungspunkte  mögen 
als  einander  zugeordnet  angesehen  werden.  Dreht  sich  nun  (Vif  Klx-ne,  so  be- 
schreiben die  beiden  Punkte  coUineare  Punktreihen.  Die  Complexe  heissen  nun 
involutoriach  gelegen,  wenn  die  Benebung  der  beiden  Punktreiheu  die  involu- 
torisehe  iit. 

**)  Vergl.  eine  gemeinsame  Mitiheilang  in  den  Monateberichten  der  Berliner 
Akademie.  December  1870,  sowie  die  in  der  vorstehenden  Abhandlung  enthalte- 
;ieu  bez.  Auseinandersetzungen. 
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Idi  will  noch  ausilriicklicli  auf  eiuen  L  iitcrstliicd  autiiierk;siiin 
raatlieii,  clor  zwischen  den  hier  vorgetragenen  Dinj^en  niid  einigen 
Capiteln  der  vf)ranfgehenden  Lie'sclien  Arbeit  besteht  und  dal)ei  zu- 
gleich ausi'inandersetzen,  wie.  aukni'qdend  an  diesen  Unterschied,  Herr 
Lie  eine  neue  in  der  metrischen  Geometrie  anzuwendende  Transfor- 
mation eiitwickelt  hat.*)  Yennoge  der  erwähnten  Abbildung  des 
luteazen  Complezes  m  den  gewöhnlichen  Punktranm  setzt  Herr  Lie 
die  Idniengeometrie  in  Verbindung  mit  der  Geometrie,  deren  Element 
die  Kxigd  des  geie&MtShm  Raumes  ist.  Hier  dagegen  wird  die  Lioien> 
geometrie  anf  die  jPuttXn^eometrie  des  Ranmes  vcn  vier  Dimensionen 
bezogen.  W&hrend  die  letztere  Beziehung  eindeutig  ist,  ist  es  die 
erstere  nicht,  jeder  Linie  entspricht  allerdings  nur  eine  Kugel,  dagegen 
jeder  Kugel  ein  Liuienpaar.  Da  beide  Abbildungen  der  Liniengeometrie 
metrisch  interessante  Dinge  ergeben,  so  wird  man,  zur  Behandlung 
metrischer  Probleme,  indem  man  die  Betrachtung  der  Liniengeometrie 
als  unwesentlich  bei  Seite  lässt,  die  folgende  Methode  aufetelleii  kön- 
nen: Man  beziehe  den  Funkt  des  Raumes  von  n  Dimensionen  auf  die 
Kugel  des  Raumes  von  71  —  1  Dimensionen,  in  der  Art,  das  ie(h?m 
Punkte  eine  Kugel,  jeder  Kugel  dagegen  ein  Punktcjtaur  entsjiriiht. 
Dies  geschieht  einfach,  indem  man  die  n  Coordiiiaten  des  Punktes  im 
Jt„  bez.  die  71  —  1  Mittelpunktscoordinaten  und  den  Radius  einer 
Kugel  im  7i,,  _  I  bedeuten  lässt.  Dies  ist  die  von  Lie  aufgestellte 
Methode,  welciie  die  metrische  Geometrie  des  Il„  und  des  lln  —  \  in 
Verbindung  setzt.  Nicht  zu  verwechselu  mit  ihr  ist  ein  von  Herrn 
Darboux  aufgestellter  Prooess**),  der  ebenfalls  die  metrische  Geo- 
.metrie  des  12»  mit  der  des  verknüpft.    Derselbe  kommt  im 

Wesentlichen  darauf  zurflck:  -die  metrische  Geometrie  des  12,  durch 
sphärische  Abbildnng  auf  eine  Kugel  des  B»  und  dann  von  dieser 
durch  stereographische  Projection  auf  den  12«.  1  zu  übertragen. 

§  1. 

Die  Linkngeometclo  ist  wie  die  Geometrie  auf  einer  Jt^*  des  12». 

Diese  Aussage  findet  in  dem  folgenden  Verhalten  der  Linien- 
Coordinaten  pn  ihre  eigentliche  Begründung.  Für  die  Coordinaten 
Pill  hat  mau: 

Damit  sieh  nuu  zwei  Gerade,     und      schneiden,  muss  sein: 


*)  Göttinger  Nachriihtcii.  1871.  Nr.  7. 

Verj^l.  die  bcreitHS  citiile  Note:  Sur  nne  iHniv<.>Ilc  «criu  de  Kystüiues  or- 
tiiugouaiu  algebriijues.   Compteb  iCeudtis.  LXIX.  IHüu. 
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In  Folge  dessen  kann  man  den  folge  uden  Satz  aufstellen ,  den  ich 
berdts  gelegentlich  mittheilte*): 

SM  man  statt  der  Limen^Qwrdmaten  beliebige  Ikmre  Fune- 
Honen  dendbenf  die  nur  der  einen  Bedingung  genügen  sdOen,  die 

MannigfaUigkcit  M^^ : 

Pa=0 

in  sich  übt  f-Hfulin  n^  so  hat  man  eine  coUintun  oder  eine  dnalisfische 
{reciproke)  Umformung  des  Linienraumes,  Andererseits  crhäH  man  auf 
diesem  Wege  alle  solcJtcn  coUineann  und  reciproken  Umformungen, 

Was  den  ersten  Theii  dieses  Satzes  betrifft,  so  werden  offenbar 
durch  die  in  Bede  stehenden  Transformationen  alle  Geraden  wieder  in 
Gerade,  sich  schneidende  Gerade  in  sich  schneidende  C^eraden  fiber- 
geführt.  Der  Gesammtheit  der  zweifach  unendlich  vielen  GeradeUi 
die  durch  einen  Punkt  gehen  (sich  also  schneiden),  entsprechen 
wiederum  zweifach  unendlich  viele  Gerade,  die  sich  schneiden.  Dabei 
bleibt  die  doppelte  Mögliclikoit:  il.iss  dieselben  entweder  wieder  durch 
einen  i*uiikt  gehen  oder  dass  sie  die  Gesammtheit  der  in  einer  Ebene 
▼erlaufenden  Geraden  vorstellen.**)  Im  ersten  Falle  hat  mau  eine 
räumlirli«'  Transformatiou  vor  sich,  welche  jede  Gerade  in  eine  Gerade, 
jeden  l'unkt  in  einen  Punkt  überführt,  und  das  ist  ersichtlich  eine 
cüllineare  Unifoi inun«^.  liii  /.wi'iten  l'alh'  «lai^c^cii  hat  man  eine  räum- 
liche 'Fransfürmatioii,  welche  jede  (ierade  in  ciiic  Genide,  jeden  l'unkt 
in  eine  Ebene  übertTihrl.    Ks  ist  also  eine  (Uialistische  Umformung. 

Aber  auch  umgekrliit  wird  jeih-  collineare  und  jede  dualistisdie 
L  inlormung  sich  in  Linien -Cooidiualen  in  (h'r  vorgenannten  Weise 
darsiellen.  Denn  bei  einer  solchen  l  niformung  werden  die  Punkt- 
(Joordiuaten  durch  liueare  Fuiictioueu  der  neuen  Punkt-  oder  Ebeueu- 
Goordinaten  ersetzt.  In  Folfve  dessen  treten  an  Stelle  der  früheren 
Linieii43oordinaten  pik,  die  gleichmäaBig  als  zweigliedrige  Determinan- 
ten aus  Punkt  •Goordinaten  oder  aus  Ebenen -Goordinaten  dargestellt 
werden  können,  lineare  Functionen  derselben.  Diese  linearen  Func- 
tionen haben  auch  die  Eigenschaft,  die  M*^^ 

P=0 

in  sich  selbst  überzuführen,  du  ja  bei  ihnen  gerade  Linien  gerade 


*)  Diese  Anualcn  t.  IV,  2.    (Geomotris«  lies  ül-er  IffsoKciitoii.) 
♦*)  In  iilinliiher  WfiHC  spaltou  sich  iil.i>iliaiii)t  die  liiioareti  'rraiiHformatioiien, 
welche  cüie  3/^'!.  i       J^,  '"  "i''erruhron ,  falls  h  eine  luigoradc  Z.ihl  ist,  in 

sw«  Gruppen.  Vergl.  die  Arbeit:  „L'eber  die  bugouauiito  Nicht-Euklidiache  Cioo- 
motrie«  §  16.  (Diese  Annalen  t.  IV,  4.) 
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Linien  bleiben  und  sich  also  der  durch  die  vorstehende  Gleichung  dar- 
gestellte Linienrauin  niclit  ändert. 

Hiermit  ist  der  vorsteheiule  Satz  vollstiiiulig  bewie.scu.  Dieser 
Satz  giebt  nun  zu  der  folgenden  Behandlung  liniengeuuietrischer  Pro- 
bleme Yeranlassimg.  Die  neuere  Greometrie  uuterBiielii  alle  iSunilicheu 
Gebilde,  insonderbeit  also  die  Ldnieiigebildey  nur  insofern  sie  durch 
colKneaie  oder  dualistische  Transformationen  ung^dert  bleiben,  oder, 
wenn  man  will,  sie  führt  alle  anderen  Eigenschaften  auf  Eigenschaf- 
ten dieser  Art  zurUck.  Ganz  denselben  Umfang  von  Transformationen 

ziehen  wir  aber  in  Betracht,  wenn  wir  den  Linienraum  als  eine 

im  Rf,  betrachten  und  die  projectavisehen  Eigenschaften  des  Jß^  nnter- 

siiclit'ii ,  wc'k'lie  sich  auf  die  ü/]*'  beziehen.  Die  gcsanunte  Liuieu- 
geometrie  wird  (huhircli  auf  folgendes  Problem  zurückgeführt: 

3fan  utitcr.sufJia  itn  projcctivisrhiu  Siniii  du  im  IL  <j<lr(/nir  il/|**. 
Sadann  iibtrtraije  hudi  dir  liisultatc  in  dir  Sjiradtc  der  Liniriu/roD/rh  ii . 

Wie  sich  dies  bei  iiillierer  Ausführung  stellt,  habe  icli  in  aller 
Kürze  in  dem  Aufsätze:  ,,Die  allgemeine  lineare  Transformation 
der  Linien -(loordinatcii  "  (diese  Aiinaleii  t.  II.  2.)  auseinandergesetzt. 
Eine  lineare  Gleichung  (oder  sagen  wir:  die  Ebene  des  11,^)  stellt 
eim?n   linearen    Coniplex   dar,    der   ein    s|)ecieller  wird,    wenn  die 

Ebene  die  heriilirt.    Sind  zwei  Ebenen  in  Ik'zug  auf  die  Al^^ 

conjugirt,  so  heisseu  die  ('om[)le.\e  in  Involuiioii.  Herührt  der  Durch- 
schnitt der  ))eiden  Ebenen  die  Mjl^\  so  berühren  sich  die  beiden  Ooln- 
plexe  (die  ihnen  gemeinsame  Congruenz  hat  dann  zwei  zusammen- 
fallende Directricen). 

Es  soll  hier  nicht  weiter  in  diese  Dinge  eingegangen  werden; 
doch  mag  noch  folgende  Bemerkung  hier  ihre  Stelle  finden.  Linien- 
geometrie ist  schliesslich  nichts,  als  überhaupt  projcctivische  Raum- 
geometric.  Der  vorstehende  Satz  begründet  also  eiue  eigenthnniliehe 
Behandlung  der  fu'oiuctrie  des  bei  der  die  linearen  und  dualisti- 
.schen  Transforuuitionen  des  11^  durch  die  linearen  Transformationen 
eines  höhereu  Raumes  ersetzt  werden,  welche  ein  in  diesem  Räume 
gelegenes  Geljilde  ungeändert  lassen.  Man  kann.  (He  Frage  aufstellen, 
ob  eine  analoge  Behandlung  bei  anderen  liäumeu,  als  dem  mög- 
lich ist.  Dies  ist  allerdings,  aber  lun*  bei  besonderen  Uäumen,  der 
Fall.  So  kann  man  den  Ii,  behandeln  als  Kegelschnitt  im  oder 
als  liaumcurve  dritter  Ordnung  im  etc.  Denn  die  gerade  Linie 
JB,  liest  sich  derart  auf  einen  Eegelschniti^  bez.  eine  Ranmcurre  dritter 
Ordnung  beziehen,  dass  ihren  dreifach  unendlich  vielen  linearen  Trans- 
formationen die  gleich  zahlreichen  linearen  Transformationen  ent- 
sprechen, welche  einen  Kegelschnitt  in  der  Ebene,  eine  Baumcurve 
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der  dritten  Ordnung  im  Ranme  in  sich  flberfOhren.  Hierauf  beruht 
daa  Ton  Hesse  Yorgeachlagene  Uebertragungsprincip  (Borehardt's 
Journal  i  66.  1866).  Hesse  bespricht  insbesondere  die  Besiehung 
zwischen  der  geraden  Linie  und  dem  Kegelschnitte  der  Ebene  und 
zeigt,  wie  bei  der  Uebertraguug  die  projectivische  Geometrie  der  Ebene 
eine  Geometrie  der  Punktepaare  auf  der  Geraden  ergiebf^ 

§2. 

ZusammeiÜLajig  der  metrischen  Geometrie  bei  {>i  —  1}  Vanabeln  und 
der  Geometrie  auf  einer  M^_^  eines  ü». 

Sei  eine  3/^,"^,  eines  J^„  gegeben,    Durcli   passenile  Wahl  der 

horaogeuen  Vcriinderliclieu  j\  ....  x„  +  i  wird  raan  deren  Gleicbuug 
im  Allgemeinen  auf  die  Form  bringen  können: 

Setzen  wir  jetzt: 

1>"  so»  +  i^+t 

80  kommt: 

0^x]+xl-^  ai-t+M. 

Von  dieser  Gleichuugsform  au^hend,  kann  man  die  itf^i^L^  ohne 
iy«iteres  auf  den  Rn—i  abbilden.  Zu  diesem  Behufe  hat  man  nur  zu 
setzen,  unter  q  einen  Proportionalitätsfactor  yerstanden: 

« 

Für  w  =  3  sind  dies  dii-  bekannten  Formeln,  welche  die  stereogra- 
phiselie  i'rujectiun  einer  l'lilcbe  zweiten  Grades  auf  die  Ebene  vor- 
stelleu. 

Als  Fundaiuentalgebilde  treten  hei  dieser  Abbildung  aaf: 

1)  Im  U„-i  die  Jl/^'lfj,  welche  durch  die  beiden  lileicbungeu 
vorgestellt  wird: 

•)  Hiermit  wieder  kann  man  in  Zusiunmculiaii;;  brin<?on,  wenn  man,  wie  dio 
Herren  Clcbsch  und  (J  ordan,  Itulinfe  der  tvpirfcluMi  I>ar;itellung  goradtir  liiiiilrtT 
Formen  gethau  habun,  die  ir'imktc  der  Geraden  durch  drei  komogene  Coordinatuu 
be«titiiiDt,  swiBohen  deueu  aine  Bedingungsgk-ichung  sweiten  Qradet  Statt  hat; 
vergL  Clebacb:  Theorie  der  binären  Formen  (Leipag  1871).  Neimter  Abschnitt 
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0  = +  .vi  +  

.ledeni  Elemente  derselhen  entspriclit  jiiclit  ein  Eleiuent  der  gegebeilüii 
M^l_^i  soudern  eine  emi'acb  unendliche  Zahl. 

•2)  Aui  der  Jf^^ii  ein  einzelnes  ESlement  (der  Projectionspuukt) : 

af,  — 0,  x^^O,   «»-i^O,  p  — 0. 

Ihm  entspricht  die  lineare  Mannigfaltigkeit  von  («  —  1)  Dimensionen: 

y«  — 0. 

Nun  wurde  bert-it^i  bemerkt,  dass  die  metrische  Geometrie  des 
eben  eine  3/"'^.!  als  fundamentales  Gebilde  benutzt.  Durch 
unsere  Abbildung  wird  also,  wie  behauptet  wurde,  die  metrische  Geo- 
metrie des  Un—i  mit  der  Geometrie  der  Ji,,  unter  Zu- 
grundelegung eines  ausgezeichneten  Elementes,  in  Beziehung  gesetzt. 

Die  Art  dieser  Beziehung  wird  durch  den  folgenden  Satz  dar- 
gelegt, der  die  Beziehuni^  als  eine  wesentliche  kennzeichnet: 

Dm  linearen  Transfonnatumm  des  Un-u  welche  dessen  fundo' 
mefitalc  M^^'J^  ungeändert  lasset},  entsprechen  du^migen  linearm  Trans- 

fornwtionen  des  Tt„,  leclche  die  <jegebene  Mm—i  und  den  auf  ihr  he- 
findUchen  {wUlkürlich  gewäMUtn)  ProjecHonspwn^t  nicht  ändern. 

In  der  That,  setzen  wir  statt  f/,  . . .  y«  üneare  Functionen  der- 
selben, welche  die  fundamentale  M^^'Jli 

O-jr. 

nicht  ändern,  so  ergeben  die  Formeln  dine  Weiteres  die  Kichtigkeit 
des  Satzes. 

Die  ersteren  Transformationen  sind  aber  diejenigen,  welche  man 
in  der  metrischen  Geometrie  des  14- 1  betrachtet;  d.  h.  es  sind  die- 
jenigen Umformungen,  welche  metrische  Eigenschsften  des  22.- 1  nicht 
andern.  Beispielsweise,  ist  «  4,  so  Ist  der  22» -i  der  gewdhnliche 
Pnnktraum.    Die  fundamentale  Mi^'^.  ist  der  unendlich  ferne  ima- 

ginäre  Kreis.  Die  linearen  Transformationen  des  Punktraumes,  welche 
letzteren  nicht  andern,  sind  diejenigen,  die  man  als  Bewegungen,  als 
Aehnlichkeitstransformationen  und  als  Transformationen  durch  Spie- 
gelung bezeichnet  Bei  diesen  Transformationen  bleiben  aber  alle  me- 
trischen Besiehungen  ri&nmlicher  Figuren  ungeftndert.  —  Andererseits 
würde  man  den  entsprechenden  Cyclus  linearer  Transformationen  der 
X  in  Betracht  zu  ziehen  haben,  wenn  man  nach  denjenigen  Eigen- 
schaften von  Gebilden  des  fragt,  welche  sich  auf  die  gegebene 
M^^^_^  und  den  auf  ihr  befindlichen  Projectionspunkt-  beziehen. 
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Blau  wird  jetzt  die  Frage  aufstellen  kdnnen:  Welche  Trausfor- 
mationen  des  Rn^t  entsprechen  denn  denjenigen  linearen  Transfor- 
mationen des  Rn,  welche  nnr  die  gegebene  i^fLi?  nicht  aber  aach 
den  Projectionspunkt  selbst  augeäudert  lassen?  Elie  wir  diese  Frage 
beantworten,  wollen  wir  die  beuotzten  Abbilduugsformeln  so  umändern, 
dass  auch  formell  der  Zusammenhang  mit  der  gewdhnlichen  Darstel- 
lung der  metrischen  Geometrie  des  IS.  (wobei  rechtwinklige  Goor- 
dinaten  gebraucht  werden)  hervortritt.  Es  genfigt,  su  diesem  Zwecke 
1  zu  setzen  und  die  dann  absolut  bestimmten  .Vi  ....  als 
rechtwinklige  Coordinaten  des  R»^t  aufzufassen,  m  0  ist  dann 
der  Ort  der  unendlich  fernen  Elemente  des  JB»  - 1  (die  unendlich  ferne 
Ebene).  In  yn^O  befindet  sich  die  fundamentale  «AT^^lj»  die  ans 
ihm  durch  die  Gleichung: 

o-yl  +  i,  +  

ausgeschieden  wird.  —  Es  sei  nun  gestattet,  die  M^^_^,  welche  durch 
folgende  Gleichung  dargestellt  wird: 

(y.  -  «1^  +  (y»  -  «2)'  -f  (y—t  -  «.-i)'  = 

nach  Analogie  mit  der  gewdhnlichen  Baumgeometrie  als  eine  Kuffd  des 
Il„-i  zu  bezeichnen.  «j,  ...  an  —  i  sind  die  Coordinaten  ihres 

Mittelpunktes^  r  ist  der  Radius.  Eine  derartige  Kugel  ist  das  Bild 
eiues  ebenen  Schnittes  der  im  11^  gegebenen  und  auf  den  Rn-t  pro- 

jicirten  If^i«.  Denn  die  Gleichung  der  Kugel  ist  die  allgemeine 
lineare  Gleichung  zwischen  den  die  gegebene  üf^Li  darstellenden  Ab- 
bildungsfnnctionen.  Unter  den  Kugeln  finden  sich  insbesondere  solche 
mit  unendlich  grossem  Radius,  d.  h.  Ebenen;  sie  sind  das  Bild  solcher 

ebenen  Schnitte  der  gegebenen  welche  durch  den  Projections- 
punkt hindurchgehen.*) 

Betrachten  wir  jetzt,  wie  sich  die  Abbildung  der  gegebenen 

ändert,  wenn  wir  die  M^_^  durch  .lineare  Transformationen 

des  Bn  in  sich  selbst  überführen.  Wir  untersuchten  bereits  diejenigen 
unter  diesen  Transformationen,  welche  den  Projectionspunkt  nicht 
ändern.  Ihnen  entsprechen  die  Bewegungen  und  die  Aehulichkeits- 
transformationen  des  £.-1.  Alle  anderen  Transformationen  setzen 
sich  aber  augenscheinlich  aus  Transformationen  dieser  besonderen  Art 
und  solchen  Transformationeu  zusammen,  welche  einer  Verlegung  des 
Projectionspunktes  auf  der  gegebenen  3/^^^  ^  entsprechen.  Vertauschen 
wir  aber  den  bisher  benutzten  Projectionspunkt: 

•)  Man  versinnliche  «ich  dies  an  der  gewühulieln  ii  Ktereofjraiihischen  Pro- 
Jection  eiuer  F^.  Jeder  ebene  Schnitt  bildet  sich  ah  Ktei»  ab;  insbesondere  als 
Gerade,  wraa  er  den  ProjectioiuqBunkt  enthilt. 
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Xi^Ot  jB,  — 0,  . . . .  jEW-i»Oy  p  —  O 

mit  euiem  anderen,  ftir  den  wir,  nnbesebadet  der  Allgemeinheit ,  den 
Punkt: 

nehmen  woUen,  eo  kommt  dies  daranf  hinaus,  im  l^-j  die  Grössen 

,   ,  yii  Vtf  yn-i 

mit  den  folgenden 

Ml     Ä  ÜiLTi 

zn  Tertansehen,  wo  qI^  den  Ausdruck  bezeichnet: 

Eine  derartige  Transroniiatioii  snll,  iiacli  Analogie  mit  der  oiitsj)re(*lieii- 
den  Transturmation  bei  zwei  und  drei  Variabein,  eine  Transformation 
(/urch  rrciprolic  Itadii  vcclorea  lieisseu.  Wir  können  jetzt  den  Satz 
auaspreclien : 

Der  Gesamnüheit  der  linearen  Transformationen  des  ,  tv flehe 
die  i/rf/d/i  iie  i  in  Sich  Uherfiihn  u ,  ent.si»  ieht  im  Hn-i  ein  Tra)is- 

IhniKil/oitsrfivlus ,  der  sirji  aius  dessen  Beut  (jungen  f  den  Ai  IndleJdivifs- 
transfurmationen  und  dm  Traiisfurmadonen  durch  rcciprokc  Uadicn 
zusammensetzt . 

Hier  nun  knü(»H  diejenige  Behandlung  der  metrischen  Geometrie 
des  li^-i  an,  vun  der  in  der  Einleitung  die  Rede  war.  Zunächst 
wird  man  den  Gesaniiutiubalt  der  metrischen  Geometrie  in  zwei  Theile 
sondern.  Man  wird  solche  Beziehungen  unterscheiden,  welche,  auf  die 

^^It'-x  nbertragen,  den  gewählten  Projectionspiinkt  implicireu,  und 
s<dcho,  bei  denen  dif's<'s  nicht  der  Fall  ist.  Die  letzteren  sind,  wie 
man  jet/.t  sieht,  alle  diejenigen,  welche  bei  Umformung  durch  reciproke 
Kadien  ungeiindert  bleiben.     Zu  ihrer  Behandking  muss  es  vortlieil- 

haft  sein,  den  lU-i  auch  algel)rai8ch  als  eine  -/V^'*  j  des  J\„  zu  be- 
handeln. Das  heisst:  man  wird  1)ei  ihrer  Behandlung  das  Element 
drs  />'„  _  ,  nicht  durch  n  —  1  absolute,  sondern  durch  )i  -|-  1  homogene 
( 'ourihnati'n  bestimmen,  zwischen  denen  eine  Heilingungsglciehung 
zweiten  (irades  besteht.  (Da  ilieselben,  gleich  Null  gesetzt,  ebene 
Schnitte  iler  3/^*'  ,  vorstellen,  so  repjüsentiren  sie  im  11^    \  Kugeln.) 

Man  bestimme  also  z.  Tt.  den  Punkt  des  gewöhnlichen  Raumes 
nicht  durch  drei  absolute  Coordinateu,  sondern  durch  fünf  homogene: 

•|>    *»»  *4>  h* 

die,  gleich  Null  gesetzt,  Kugeln  vorstellen.  Geometrisch  kommt  dies 
darauf  hinaus,  den  Punkt  durch  die  relativen  Werthe  der  mit  gewissen 
Gonstanten  multiplicirten  Potenzen  desselben  in  Bezug  auf  fOnf  ge- 
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gebene  Kugeln  festsulegen.  Zwischen  den  fttuf  8  besteht  eine  Bedin- 
gang^gldohung  zweiten  Ondes: 

Q  — 0. 

In  der  Discussion  dieser  Gleichung  ist  in  demselbea  Sinne  der  ge- 
sanunte  Theil  der  metrischen  Raumgeometrie  Torhanden,  der  doreh 
reciproke  Radien  ungeändert  bleibt,  wie  sich  die  gesammte  Linien- 
geometrie an  die  Discussion  der  entsprechenden  Gleichnng  P  0  an- 
knfipft.  Dass  diese  Behandlung  metrischer  Probleme  von  grossem 
VorÜieile  sein  kann,  mag  hi^  nnr  an  einem  Beispiele  erdrtert  werden. 
Auf  dieses  Beispiel  ist  Herr  Lie  bei  dem  Stadium  seiner  Abbildung 
des  linearen  Complexes  geführt  worden,  indem  er  liniengeometrische 
Betrachtungen,  die  ich  in  einer  früheren  Abhandlung*)  gegeben  hatte, 
auf  die  entsprechenden  metrischen  Dinge  übertrug;  Andererseits  ist 
dieses  Beispiel  eben  für  mich  Veranlassung  gewesen,  die  allgemeineren 
hier  vorgetragenen  Ueberlegungen  anzustellen.  Man  bestimme  näm- 
lich den  Punkt  des  Raumes  durch  fünf  Coordinateu  s,  ....  ,  welche, 
gleich  Null  gesetzt,  Kugeln  vorstellen,  die  sich  orthogonal  schneiden, 
Daun  hat  Q  die  Gestalt: 

Schreibt  man  nun  die  Gleichung: 

wo  X  ein  Parameter,  so  hat  man  ohne  Weiteres  das  OrtliogonalflUchen- 
system  vor  sich,  welches  von  den  Herren  Darboux  und  Moutard 
gefunden  wurde,  und  das  aus  Flächen  vierter  Ordnung  gebildet  ist. 
die  den  inuiginären  Kreis  doppelt  enthalten.**)  —  Diese  Form  ent- 
spricht, bis  auf  die  Zahl  der  Variabein ,  genau  der  Gestalt ,  die  ich 
1.  c.  der  Gleichung  der  Complexe  zweiten  (Jrades  mit  gemeinsamer 
ÖingularitäteuÜäche  gegeben  habe;  es  liudet  also  auch  dieselbe  Art 
der  Discussion  auf  sie  Anwendung,  wie  dies  Herr  Lie  in  der  vor- 
stehenden AUumdlnng  ausführt. 

Aber  auch  ffir  die  Geometrie  der  J^f^^  ,  des  R„  ist  die  Verbin- 
dung,  in  welche  sie  hier  mit  der  metrischen  Geometrie  gebracht  wird, 
nicht  ohne  Wichtigkeit.  Ich  will  hier  unter  vielen  ähnlichen  Betrach- 
tungen nnr  eine  henrorheben,  die  im  Folgenden  ftlr  Uniengeometrie 


*)  MaQi.  Annalen  t.  2.  Zur  Tlieorie  der  Complexe  ersten  und  zwuitcu  (iriulct>. 
**)  dl  Lie.  Osttinger  Naehricbten.  1871.  Nr.  7.,  oder  die  vontehende  Ab- 
handlung. —  Auf  diesollie  CJleichungsforin  war  Herr  Darboux  beroita  früher  ge- 
führt worden.  Er  hat  diCBülbo  in  einer  Abhandlung  entwickelt ,  Avelche  er  1868 
der  Akademie  zu  Paria  eingereicht  hat,  die  aber  noch  nicht  vcröiFt.'ntUcht  ist. 
Vergl.  eine  neuere  Note  in  den  Comptea  Kendus.  Sept  1871.,  wo  Herr  Darboux 
einige  in  seiner  gen.  Abhandlung  enthaltene  Beenitate  anfDhrt 
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▼erwandt  werden  soll.  Die  oo"—*  verschiedenen  Fortschreitungsricb- 
iungen,  welche  von  einem  Elemente  des  metrisehon  Raumes  J^_i  zu 
benachbarten  Elemontin  führen,  bilden  mit  einander  Winkd,  z.  B. 
können  zwei  solclie  Fortschreitungsrichtungen  auf  einander  senkrecht 
steheji.  Diese  Winkel  bleiben,  wie  bekannt,  bei  Uiuformungen  durch 
rceiproke  liadieu  nngeaudert.  Man  wird  daher,  wenn  im  Uh  eine 
^n-\  ^^'^  "^^^  Winkeln  reden  können,  welche  die  Fort- 

schreitimgsrichtun^n  von  einem  Elemente  der  M^i,^  su  benachbarten 
Elementen  der  M^^_^  bilden,  liei  der  Bestimmung  dieser  Winkel 
kommen  nnr  die  projectivischen  Eigenschaften  der  selbst,  nicht 

etwa  ausserhalb  im  Ii»  jL^elegene  fundamentale  Gebilde  in  Betracht. 
Man  übersieht  dies  deutlich,  wenn  man  n  =  3  nimmt,  die  il/'*'  .  also 

'  '  n  —  1 

eine  Flüche  zweiten  Grades  bedeuten  lüsst.  Durch  jeden  l'uukt  der 
Fläche  gehen  zwei  Erzeugende  hindurch-,  auf  sie  be/ichen  sich,  als 
fundamentales  Geradenpaar*),  die  zwischen  den  Fort.scbreitungsrich- 
tuugen  zu  benachbarten  Punkten  bestehenden  Winkel.  Insbesondere 
wird  man  zwei  Fortschreitungsricbtungeu  zu  einander  senkrecht  nen- 
nen, w«Dn  sie  harmonisch  zu  den  beiden  Erzeugend«!  liegen.  Der 
analytische  Ausdruck  hierfür  ist  offenbar  dieser.  Sei  Q  «b  0  die  Fl&che 
zweiten  Grades.   So  bilden  wir  den  Ausdraok:  / 

Setzen  wir  in  ihn  ftlr  x^,      bez.  <?x,,  äx^,  dx^f  dx^,  fOr 

9i9  9tf  y«*  1^4  d^^if  d>x^f  ix^y  dXif  so  bedeutet  das  Verschwinden 
des  Ausdrucks,  dass  die  beiden  Fortschreitungsricbtungen  in  dem  ge- 
nannten Sinne  auf  einander  senkrecht  stehen.**)  Die  rnt.s])rechende 
Formel  wird  auch  bei  n  Dimensionen  gültig  bleiben  und  soll  im  fol- 
genden Paragraphen  fOr  Liniengeometrie  verwandt  werden. 

*)  Vergl.  „Ueber  die  sogenauiite  Kicht-Euklidiache  Geometrie".  Diese  An- 
nalen.  t.  IV,  4.  §  2.  3. 

**)  AUgemeiii  wird  der  firagUehe  MTinkd  dtedh  folgeiiden  Audrodc  ge* 
geben  ma,  B»       der  im  Texte  anijseitellte  Anidmek;  Q^,  nnd  Q^^  bedeute 

die  Gleichmig  fi  bes.  mit  den  «  oder  den  y  getchrieben.  8o  ist  der  gesudite 
Winkel  ^ 

—  iure  COB        'J.  =-  , 

wo  statt  X  nnd  y  bes.  dm  nnd  «T«  einsutrageu  ist. 

Hier  ist  eraiektlich,  wie  diese  Winkelbeetimmaag  mit  der  sUgemeinen  von 
Caylej  aofgeitellten  projectivischen  Massbestimmung  zusammenhängt,  die  eine 
als  fundameutaleB  Gebilde  benutzt.  (Phil.  Transactions.  t.  149.  A  sixth  Me- 
moir  upon  Quantica.  Vergl.  auch  dea  Verf.:  „Ueber  die  sogenannte  Nicht-Eukli- 
disohe  Geometrie'*  L  e.)  Indeas  soll' dieser  Zonunmenhang,  der  auch  bei  belieb^ 
vislen  Dimensionen  gilt,  hier  nicht  weiter  verfolgt  werden. 
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§3. 

Uebertragnng  der  Lelire  von  den  Krümmungs-Gurven  und  den 
Ortliogonalsystemen  auf  Liniengeometrie. 

Die  Lehre  von  den  Krömmungs-Curven  und  den  Ortliogonalsyste- 
men toiistituirt  einen  Theil  der  metrischen  Geometrie,  welcher  durch 
reciproke  ßadien  uugeaadert  bleibt.  Es  suU  jet/.t  —  als  ein  Beispiel 
ffir  solche  Uebertragangen  —  das  Entsprechende  bei  der  Linien« 
georaetrie  aufgesucht  werden.  Zu  diesem  Zwecke  mag  die  gewohn- 
liche Theorie  zuuäclisi  so  forniulirt  werden,  dass  ihre  Uniil>h;ingigkeit 
von  der  Tran  Storni at  iun  chirch  reciproke  Radien  in  Evidenz  tritt. 

Sei  im  gewöhnlichen  Räume  eine  Fläche  gegeben.  Dieselbe 
wird  in  jedem  Punkte  von  einfach  uneudlich  vielen  Kugeln  berührt 
Unter  denselben  giebt  es  nun  jedesmal  zwei  ausgezeichnete,  die  auch 
noch  in  einem  bonachbartcii  Punkte  berühren,  die  sogenannten  Haupt- 
"kufjrln.  All  iiire  Existenz  knüpft  sicli  uiiiiiiitelbar  die  Üeünitioii  der 
Krümmuiigs-Curveu.  Man  erhält  eine  Krihunuings-Curve,  wenn  man 
vom  gewälilten  Punkte  /u  dem  henachburton  Punkte  fort>;(  breitet,  in 
weUliem  ein(!  der  beiden  I lau[»tkugelii  lierührt.  Krümmiiugs- Turveii 
sind  also  solche  auf  einer  Fläche  verlaufende  (Jurven,  in  deren  con- 
secutiveu  Punkten  die  l'läclie  von  derselben  Kugel  berührt  wird.*) 
Durch  jeden  Punkt  gehen  zwei  Krümmungs-Curveu }  dieselben  stehen 
auf  einander  senkrecht. 

(ichen  wir  nun  zum  metrisclien  Räume  von  vier  oder  gleich  von 
(>/  —  1)  Dimcnsionoii.  Eine  Fläche  desselben,  d.  h.  eine  Mannigfaltig- 
keit, die  durch  eine  (Jleichung  ans  ihm  ausgeschieden  wird,  wird  wieder 
in  jedem  Punkte  von  einfach  unendlich  vielen  Kugeln  berührt  (unter 

einer  Kugel,  wie  oben,  eine  besondere  verstanden),    l'iiter  den- 

selben finden  sich  in  —  2)  staticuiär  lierührende,  d.  h.  solche,  die  noch 
in  einem  benachbarten  Elemente  berührcMi.  Man  wird  jetzt  von  dem 
beliebig  gewählten  Punkte  /u  einem  der  benachbarten  Berührungs- 
punkte fortschreiten  kinmen  und  so  weiter  fort.  Man  erhält  dann,  einer 
Krümmungs-Curve  im  /i,  ents})rechend ,  eine  einfach  unendliche  auf 
der  Fläche  gelegene  Mannigfaltigkeit,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass 
die  ycychme  Fläclie  in  je  zwei  cansccxUivcn  Funkten  ikrscJhm  von  ilcr 


*]  ftie  jTcwühiiliclif  Definition  der  Kn'iinnuinj^-Curvcii,  tlass  si(  Ii  Jie  Fliichen- 
NoriiKik'n  in  i'un^^ccnüven  i'uukiuii  einer  Krüinnunigis- Curvu  üchueitien,  ist  eine 
Jrulge  dur  hier  vorgetrageucu.  Sie  gebt  durcli  Auwenduug  reciprokcr  lüulieu  iu 
eine  aUgenadnere  Aber,  in  welcher  daa  (snflUIig  gewfthlte)  Li?enioiiacentnim  mit 
auftritti  deashalb  nehea  wir  die  Definition,  wie  üe  im  Texte  gegeben  iit,  vor. 
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nätnliehen  Kugd  hmthrt  wird*  Solcher  Mannigfaltigkeiteii*)  gehen 
durch  jeden  Punkt  der  Flache  n  —  2;  ihre  FortschreitoDgsrichiungen 
stehen  anf  einauder  senkrecht. 

Gehen  wir  jetzt  zur  Liuiengeonietri«»  ül)or.  Wir  lia]>cii  dann  n 
gleich  5  zu  sotzen.  An  HU'lle  der  Fläche  des  l{^  tritt  hier  der  Linien- 
Gomplex.  Statt  von  Puukteii  dor  Flüche  sprechen  wir  von  Linien  des 
Oomplexes;  statt  von  Kn«^pln  des        von   lineiiron  Coraplexen  (den 

ebenen  Schnitten  der  iu  Jl  «^adogeneu  Mj^^,  die  den  Linienranm  vor- 
stellt).   So  erhalten  wir  das  Folgende. 

Sei  ein  Linien-Conaplex  gegehen.  Derselbe  wird  in  einer  (beliebig 
gewühlten)  seiner  Geraden  von  einfach  unendlich  vielen  linearen  Coni- 
plexen  berührt^  den  von  Plüclcor  sogenannten  linearen  Tangential- 
Complext'ii.  Unter  ihnen  gieltt  es  drei  ausgezeiciinet»',  welche  auch 
noch  in  einer  benachbarten  (icraden  berühren.  Sclirfitot  man  von  der 
angenommenen  Geraden  zu  einer  dieser  benachbarten  und  von  da  weiter 
in  gleichem  Sinne  fort,  so  beschreibt  man  eine  dem  Coniplexe  aiige- 
hörige  Linientläche  —  sie  soll  im  l  olgenden  eine  Ilaupt/Iürhe  das  Oom- 
plexes heissen  —  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  der  Complex  in  je 
swei  conaecntirco  Srzeagenden  derselben  von  don  nämlichen  linearen 
Gomplexe  berührt  wird.  Durch  jede  Gerade  des  Complexes  gehen 
drei  HaaptflSchen  hindurch;  ihre  Fortechreitungsriehtungen  sind,  in 
übertragenem  Sinne,  sa  einander  senkrecht. 

Wir  haben  jetzt  noch  zu  erörtern,  welchen  metrischen  Sinn  dieses 
Senkrecht- Stehen  besitsi  Da  unter  Zugrundelegung  gewöhnlicher 
Linien -Coordinaten  die  für  de  geltende  Bedingungsgleichung  die 
Form  hat: 

P  ~  l>,2i)3,  +  PnPn  +  Pu      =  0, 
so  werden  nach  §  2.  awei  Fortschreitungsrichtungen  dp  und  dp  su 
einander  senkrecht' genannt  werden  mflssen,  wenn: 

0  =  dp^r^  (Tp,,^  +  dpy^,  (Tp^.,  -f-  dp^i  (tp^ 

+  ^Pn  ^Pn  +  ^Pn  ^P4i  +  ^Pu-^Pn  • 
Dann  aber  besteht  zwischen  der  gegebenen  Geraden  p  und  ihren  beiden 
benachbarten,     -\-  dp  und  p  -(-  '0'>  Beziehung,  die  ich  als  in- 

voht forische  La^  der  hehleti  hmachhartcn  Geraden  bezeichne**),  und 
die  folgenden  geometrischen  Inhalt  hat. 

*)  Man  kaon  ne  wieder  dadareh  defimren,  daaa  dch  die  in  ihren  oonseea- 
tiven  Paakteu  erricht(;tcn  Flücheniiornmlen  aehneiden.  —  Die  Krüninningstheoric 
eines  Raumes  von  boliebij,'  vit-li-n  Diinensiouen  ist  in  neuerer  Zeit  Gegenstand 
wiederholter  Dar&telluugcn  gewctjeu.  Man  gebt  dabei  meiät  von  der  letztgenaim- 
ten  D^nitimi  ans. 

**)  Ab  Wwiid  sweier  benaehbarter  Geraden  würde  man  beseichnen  kOnnen 

*r  dPttdjJiii  +  r  d'Pn<''j»M  +  ••*• 
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Eine  benachbarte  Gerarle  -f-  dp  ordnet  jedesmal  die  Ebenen^ 
welche  diirt  h  p  gehen,  den  auf  |)  befindlichen  Punkten  projectivisch  au. 
Jede  durch  p  geliende  pjbene  Bchneidet  nämlich  p  -\-  dp  in  einem 
Punkte,  der  beim  Gränzübei^nge  auf  ^  selbst  rückt.  Mau  übersieht 
dies  deutlich ,  wenn  man  p  und  ;>  -f-  dp  als  eonsecutive  Erzeugende 
einer  Linienfläche  betrachtet.  .Jeder  durch  p  hindurchgehenden  Ebene 
entspricht  dann  ein  finf  ])  gelegener  und  durch  p  4"  bestimmter 
Punkt:  der  lierülirungspunkt  mit  der  Flüche. 

Sind  nun  zwei  benacliharte  Gerade  ]>  -■{-  dp.  p  -f-  '0'  f^^S^^^t 
so  betrachte  man  jedesmal  diejenigen  beiden  Punkte  als  entsprechend, 
die  einer  durch  p  gelegten  Ebene  bezüglich  durch  die  beiden  benach- 
barten Geraden  zugeordnet  werden.  So  erhält  mau  auf  p  zwei  colli- 
near  auf  einander  bezogene  Punktreihen. 

Die  beiden  benachbarten  Geraden  heissen  non  inyolutoiüch  ge- 
legen, wenn  die  beiden  Punktreihen  eine  Involution  bilden.  [Vergl. 
die  ganz  analoge  Definition  von  da  involaiorischen  Iiage  zweier  Com- 
pleze  in  der  Einleitung.*)] 

Gehen  wir  jetzt  noch  einmal  zn  dem  metrischen  Banme  JR^  zurfick 
und  betcacbten  in  demselben  Orthogonabysteme.  Dies  sind  ein&eh 
unendlich  viele  Flächen,  von  denen  durch  jeden  Punkt  des  Raumes 
drei  hindurchgehen.  Dieselben  schneiden  einander  senkrecht  Für 
solche  Orthogonalflächensysteme  gilt  der  Dupin'sehe  Satz:  Je  zwei 
Flqdtm  des  Systems  schneiden  sieh  nach  einer  gemeinsamen  KrUm- 
munffS'Ourve. 

Aehnliche  Flächensysteme  kann  man  im  jR„_i  betrachten;  für 
sie  gilt  ein  Satz,  der  dem  Dupin 'scheu  entspricht.  Diese  Flächen- 
systeme sind  wieder  einfach  uneiidlich,  durch  jeden  Punkt  des  B^  —  i 
gehen  «  —  1  Flächen.  Dieselben  schneiden  sich  gegenseitig  senkrecht. 
Für  diese  Systeme  gilt  dann  der  Satz:  Jr  n  —  2  Flächen  sdowidcn 
sich  na<'h  einer  (jcuicintiamen  Krünununr/s-Curvc,  unt«r  Krümmungs- 
Ciirven  die  eben  betrachteten  einfach  unendlichen  Mannigfaltigkeiten 
verstanden. 

Im  Linienraume  werden  wir  uns  den  Begriff  der  JnvohUionssystenie 
von  (kmpkxen  zu  bilden  haben.  Dies  sind  ein&ch  unendliche  Gom- 
plezsysteme.   Jede  Gerade  des  Baumes  gehdrt  vieren  der  Oompleze 


*)  Man  neht  ohne  Weiteres  die  Biohtigktit  des  folgenden  Saiies  ein:  Die- 
jenigen  Oeraden,  wetehe  eiaem  linien-Gomplaze  in  der  mhe  einer  eeiner  Geraden 

p  angehören,  liegen  zu  einer  bestimmten  p  benachbarten  Limei  cHe  im  Allgemei- 
nen niclit  Holl  ist  (Icni  CoMiph'xe  angehört,  in  Involution.  Und  nmcrokolirt  gehören 
alle  solche  benachbarten  (ieraden  dem  Coniplexe  an.  —  Zwei  Compiexe  heissen 
non  in  Besag  anfeine  gemeinsame  Gerade  p  in  Involation,  wenn  die  benachbarten 
Geraden  p  +  dj»,  p  +  ^p  inTolntoriioh  liegen,  die  sie  bei.  in  dem  hier  ansein- 
andergesetsten  Sinne  der  Geraden  p  anordnen. 
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an,  und  zwar  liegen  die  vier  Couiplexe,  denen  eine  Gerade  aogehört, 
jedesmal  paarweise  mit  Bezug  auf  diese  Gerade  in  Involution. 

Für  diese  Complexiiivolutionssysteme  gilt  dann  wieder  ein  Satz, 
der  dem  Dopin'scln  n  out  spricht:  Je  drei  Con^^lexe  Schleiden  sich 
nach  einer  genieinsrhn/tMicn  HauptjUiche. 

Es  ist  bekannt,  wie  für  irreduttibelc  Orthogonalsysteme  noeli  andere 
allgemeine  Hätze  aufgestellt  wt  rdcn  l^önneii.  So  zeigie  Herr  Kinu- 
mer,  dass  die  Curveii  eines  irreduitibelen  OrtlKJgonal-Curvensvsteiiis 
notliweiHÜg  ((nilocal  sind;  Herr  Darben x*)  delinte  diesen  »Satz  auf 
()rtli()g(inalHii(-iK'nsysteni('  im  aus  und  fügte  weitere,  erst  im  li^ 
auftretende,  Eigenseliatten  liinzu.  Es  ist  ersichtlich,  dass  aimloge 
Eigenschaften  für  die  ineductibeln  ürtliogonalsystenie  in  l>eliebigen 
Räumen,  wie  auch  im  Linieuraume  füi»  irreductibele  Invulutionssysteuie 
existiren.  Ich  gebe  hier  auf  dieselben  nicht  ein;  ich  bemerke  nur, 
das8  dem  Satze  von  der  Confocalit&t  der  orthogonalen  Flächen  der 
liniengeomotrische  Satz  entspricht:  Complexe  eines  irredueUbdn  In- 
voksUcnsgyslem  haben  eine  gemeinsame  Singvdariiäknfiaehe*'^) 

Das  einfachste  Beispiel  eines  iireductibelen  Involntionssystema 
geben  denn  auch  die  einfach  unendlich  vielen  Complexe  zweiten  Grades 
mit  gemeinsamer  Singolaritätenflache.  Man  kann  fQr  dieselben,  wie 
ich  in  der  schon  genannten  Arbeit:  „V^nr  Theorie  etc.'*  (diese  Anna- 
len  Ii.  2.)  gezeigt  habe,  die  folgende  algebraische  Darstellung  an- 
wenden.  Seien      , .  .      homogene  Functionen  der        fiir  die 

So  sind  die  Compleze  dargestellt  durch: 

wo  A  einen  Parameter  bezeichnet.  In  der  That  kommt  der  Parameter 
X  vermöge  der  Relation  •  =  0  im  vierten  Grade  vor.  Jede  Gerade 
des  Raumes  gehört  also  vier  Cumplexen  des  Systems  an.  Je  zwei 
Complexe  A  =  A,  und  A  liegen  aber  auch  in  Bezug  auf  die  ge* 
meinsame  Gerade  in  Involution.  Die  Bedingung  dafUr,  dass  zwei 
Complexe 

mit  Bezug  auf  eine  genieiiisanie  (Jerade  in  Involution  sind,  ist  näm- 
lich bei  der  gewählten  Coordinaienbestimmung:  - 

Z^'^        =-0  {vermöge  g>  — 0,  *  — O}. 

0  C  X  ^ 


*)  Annalcs  Peientifiqiips  ili'  l  llriilc  Xminale  Supi'rioiire.   \.  II.  IRfil. 
**)  Bei  I'liicker  ist  ilie  iSiiiyiihiritüteiilJiHlic  mir  erst  fiir  Cuiniilexo  /.weiten 
Grades  detinirt.    i^ie^e  Li'ickc  i»!  durch  Kurrii  Timch  in  meiner  IlabilituUous- 
Bchfift:  nZur  Theorie  der  Complexe  und  Congraensen  von  Oeraden",  Giemen 
IflfTOt  aa^efQUt  worden. 

|fofh«mHMh«  Aiiai|«k  V.  18 
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Dieser  Auf^druck  verschwindet  aber  immer,  wenn  q),  ^  zwei  Complexe 
des  hier  betrachieteu  Systems  sind.   Denn  derselbe  wird  gleich 

*  V  (/•,  -  ;.,)  a-,  -  X,)  "T"      -         -  A,)  (*«  -  A|)  (*«  -  Ät)^ 

und  das  ist  durch  Zerlegung  in  Purtialbrüche: 

versdiwiiulet  also  mit  q  und  ^. 

Je  drei  Complexe  des  Systems  liaben  als  ('()mj)lexe  des  zweiten 
(jlrades  Linieullücheu  des  sechszehnien  Grades  gemein;  dir  Jlnnpt- 
fUiehm  der  Comjaiexe  etoeiten  Grades  sind  also  vom  sechszehnien  Grade, 
Ich  gehe  nicht  naher  auf  die  Discossion  dieseir  Flachen  ein,  die,  wenn 
man  die  Complexe  specialisirt,  "eine  grosse  Zahl  besonderer  Flachen 
unter  sich  begreifen. 

§  4. 

Weitere  Betrachtungen  über  die  üauptflächea  der  Complexe. 

In  diesem  letzten  Paragraphen  mögen  wir  noch  weitere  Sigen- 
Schäften  der  Hauptflachen von  Complexen,  der  Involutionssystenie  u. s.w. 
entwickeln,  und  zwar  an  der  Hand  rein  liniengeometrischer  ßetraeh- 
tnngm.  Dieselben  übertragen  sich  natürlich  wieder  auf  die  metrische 
Geometrie  des  7?,,  was  aber  nicht  weiter  verfolgt  werden  soll. 

Herr  Lie  hat  den  merkwürdigen  Satz  gefunden  (der  bei  ihm  in 
anderweitigem  Zusammniliangc  steht),  dass  man  auf  jeder  Liti/rn- 
fU'idie,  dir  <  inr»i  litirarrn  (  \n)i})h'.rr  (Utf/rldirf,  rinr  Ilaitpttant/etden-Ciin  r 
h)nd.  Ks  gicbt  nämlitli  auf  jeder  Er/eiigeiidrn  der  LiiiieiitHielic  zwei 
l'tinkie,  deren  Tangentialelx-ne  gleit-iizeitig  die  ilmcu  im  linearen  t  om- 
))b'xe  entspret  liende  Khcne  ist.  Die  fJesammtheit  dieser  Punkte  bilden 
dir  in  Itede  stehende  llaupttangenten -Curve. 

Den  Beweis  kann  man  einfach  so  stellen.  Alle  Tangenten  der 
Flache  in  einem  solchen  Punkte  gehören  dem  Complexe  an.  Die 
Punkte  bilden  daher  eine  Curve,  deren  Taugenten  dem  Complexe  an- 
gehören, eine  Complex-Curve.  Eine  Complex-Curve  hat  aber  die  Eigen- 
schaft, in  jedem  ihrer  Punkte  die  im  Complexe  entsprechende  Ebene 
zur  Oscnlationaebene  su  besiüsen.  Andererseits  ist  diese  Ebene  jedes- 
mal nach  Voraussetzung  Tangentialebene  der  Flache.  Die  Curve  ist 
also  eine  Haupttangenten  -  Curve. 

Wenn  nun  eine  LinienflSche  als  irgend  einem  Complexe  angehürig 
gegeben  ist,  so  kann  man  auf  ihr  immer  in  ähnlicher  Weise  eine 
Curve  Viestimmen;  nur  ist  sie  dann  im  Allgemeinen  keine  Haupttan- 
gcnten-Curve.  Alan  suche  nämlich  auf  jeder  Erzeugenden  diejenigen 
boidon  Punkte,  in  denen  die  Fliielie  vom  Complexkeg«'d  berührt  wird. 
Die  ilciheufolge  dieser  i'uuktepaarc  coustituirt  die  fragliche  Curve. 
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Ist  nun  aber  die  Linienfläche  insbesondere  eine  Haoptfläche  des 
gegebenen  Coniplexcs,  so  ist  die  ao  construirte  Curve  eine  Hatipttai^ 
genten - Cnrve  derselben.*) 

Der  Beweis  ergie1)t  sich  vermöge  des  Li e  sehen  Satzes  nnmitielbar 
aus  der  Definition  der  Ilaupifiäche.  Der  gegebene  Complcx  wird  in 
je  zwei  consccutiven  Erzeugenden  von  dem  nUmlichen  linearen  Com-- 
^lexo  berührt.  Der  betreffende  lineare  Coniplex  enthält  also  drei  con- 
secutive  Erzengende  der  Linionflächo  und  bestimmt  auf  den  iM  idon 
ersten  derselben  die  nämlichen  beideu  Puuktepaare,  wie  der  gegebeue 
Comj)lex  selbst. 

Nun  kann  man  den  Lie  sehen  Satz  auch  so  furnndiren.  Entkalt 
ein  liu(jiuer  Complox  drei  consecutivc  Erzeugende  einer  Linienfläche, 
SO  bestimmt  er  auf  den  beiden  ersten  l'uuktepaare,  die  derselben 
Uaupttangenten-Gurve  angeboren.  Hiermit  ist  der  Beweis  unseres 
äatKcs  gegeben. 

Wenden  wir  uns  jetst  zur  Betrachtung  eines  Involntionssjstems. 
Eine  einzelne  Oerade  p  gehört  vieren  der  Complexe  an,  die  mit  a,  h, 
Cf  d  bezeiehnet  sein  mdgen.  Dieselben  li^;en  paarweise  mit  einander 
in  Involution.  In  Folge  dessen  hat  man  zunächst  die  folgenden  Sätze, 
wegen  deren  Beweis  ich  auf  die  Arbeit:  »Zur  Theorie  etc."  (diese 
Annalen  II,  2.)  verweise.**) 

1)  Die  Linienfläche,  welche  dreien  d«r  Complexe,  etwa  a, 
augehört,  wird  in  allen  Punkten  von  p  von  dem  betreffenden  Com- 
plezkegel  d  berührt. 

2)  Die  Liuie  p  berührt  die  Hronnflaehe  der  Ck>ngmeuz  zweier 
('omj)l<'\e  a ,  }>  in  den  nändichen  beiden  Punkten,  in  denen  sie  die 
Brenn lläi  lic  dn- ( 'on<j,ru('nz  der  beiden  andiTcn  (\tm])lexe  r,  d  bcrnlirt. 

.•>)  Die  drei  in  dieser  Weise  auf  der  (ieraden  entstellenden  Tunkte- 
paare  \nh,  fif),  ((tc,  hd)^  {ad,  hr)  sind  zu  einander  harnKmiseh.***) 
Ik'trachten  wir  jet/t  eine  Uaupttläche,  die  dreien  der  C'oniplexe, 
etwa  a,  h,  genuinsaju  ist.  Auf  ihr  kennt  man,  jedem  der  drei 
(jumplcxe  entsprechend,  eine  Haupttangenten -Curve.  welche  jede  Er- 
.  zeugende  zweimal  schneidet,  ^'uu  gilt  aber  für  Uaupttangenten-Cur- 
Ten  der  Linienflichen  der  von  Herrn  Paul  Serret  angegebene  Satz: 
dass  die*  Erzeugenden  der  LinienflSche  von  den  Haupttangenten-Curven 

•)  Auch  die  ümkchrung  dieses  Satzes  iht  ricliti"'. 

♦*)  Dieselben  sind  dort  nur  für  lineare  Coraplexe  bowicseu.  Sie  gelteii  aiüo 
anch  fOr  die  linearea  Tangential- Complexe  der  hier  gegebenen  Complexe  nnd 
hiermit  für  die  letzteren  selbst. 

***)  Hieran  knüpft  sich  der  weitere  Satz:  Logt  man  durch  p  eine  Eliene,  ho 
enthält  dieselbe,  «,  6,  c,  d  entsprechead ,  je  eine  Complcx  -  Curve.  Die  vier  He- 
riihrnngspunkte  der  vier  Cnrven  mit  p  bilden  eine  viergliedrige  Puoktgnippe, 
deren  Covariaote  lecfatten  Grades  dnreh  die  drd  Pouktepaare  des  Textes  dar- 
gesteOt  wird. 
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projectiviscli  rretheilt  werden.  Hieraus  wird  man  einmal  scliliosNcn, 
(lass  die  sechs  Punkte,  in  (leiit  ii  jede  Erzeugende  von  den  drei  Haupt- 
tanL^t  ntt'n  -  Curvcn  a ,  c  gestlmitten  wird,  seelis  festen  Elementen 
projeetivisi  Ii  sind.  Dies  ist,  wie  vorstehend  (Satz  3)]  anjjfojTcbcn ,  in 
der  That  tler  Fall.  Andererseits  wird  man  folgern,  (htss  man  aUf  (Irr 
fragliclim  H<nipf/Iur]ie  alle  Haui>tl(iiujfntm-Cnrvi:n  durch  rein  (ihjc- 
hraische  l^rocessc  hcstimnicn  kann.  Denn  inau  erhält  alle  llaupttan« 
genten-Curveu ,  wenn  man  sich  einen  Punkt  auf  der  Fluche  so  bewe- 
gen lassty  dass  er  jedesmal  auf  allen  Erzeugenden  mit  dreien  der  sechs 
Punkte  a,  c  (und  also  mit  allen)  ein  festes  DoppelverhSItniss  bildet, 
und  hierzu  sind  nur  algebraische  Operationen  uothweudig. 

Die  beiden  Punkte,  in  denen  die  Uaupttaugenten-Ourve  a  eine 
Erzeugende y  etwa  trifft,  sind,  behaupte  ich  jetzt,  die  BerQhrungs- 
punkte  von  p  mit  der  Brennflaehe  der  (  und  c  gemeinsamen  Con- 
gruenz.  Denn  in  diesen  Punkten  berfihrt  der  Complexkegel  a  die 
Flache,  also  auch,  nach  Satz  1),  den  Complexkegel  d.  Desshalb  sind 
diese  Punkten  die  Beriihningspunkte  von  p  mit  der  Brennfläche  ad 
und  also  auch,  nach  Satz  2),  mit  der  Brennflache  he,  was  zu  beweisen 
war.    Man  hat  also  den  »Satz: 

Die  Jfau])f/Järhc  ahr  hrriihrf  die  Brnmflächc  hr.  nach  dtr  Haupt- 
ffnt;/r)d()i-(')irn'  a,  die  llrennfläche  ca  nach  der  Curvc  b,  die  Brvnn' 
Hache  ah  naeh  der  Curve  r. 

Hieraus  wird  man  \v<'iter  .s(hliessen: 

Z^«.s'.s  hidii  fiiii  li  auf  de)i  Jln  n)i/l((<  Jicn  der  (Jonyruciizcn  je  swcier 
Coniph.re  die  Udiijitfanijentm-Cnrren  kennt. 

Es  sind  dies  dieselben  Curven,  die  Haupttangenten- Curven  der 
Hsinpttiiichcn  waren.  In  der  That  erhält  man  in  der  Gesammtheit 
der  BerUhrungs- Curven  der  Brennfläche  mit  den  Hauptflächen  auch 
die  Gesammtheit  der  Haupttangenten -Curven  der  Brenuflache.  Denn 
die  in  einem  Punkte  der  Brennflache  ah  berOhrende  Gerade,  welche 
a  und  h  angehört,  gehört  gleichzeitig  zwei  weiteren  Complexen  e  und 
d  an.  Man  erhält  also  in  den  BerOhrungs- Gurren  der  Brennflacfae 
mit  den  Hauptflächen  ahCf  ahd  die  heiden  durch  den  gewählton  Punkt 
hindurchgehenden  Ilaupttangenten  -  Curven.  *) 


*}  0ie  verBehiedraoi  hier  uurgestoUten  Sütxe  hatte  ich,  mitsainrnt  dem  S&izc 
de»  §  3.:  „daflB  sich  je  drei  Compleze  ooes  Involuiioiutyitenw  nach  dner  gemein* 

Buincn  Uanptflilche  äclitieideii'*,  in  der  bereits  citirti  u  Not«-  in  don  Gött.  Nuth- 
riclitcn  Nr.  3.  (IftTTi  in  dorn  Satze  zusinnmonfrefassf :  thiss  dir  /.inirfi/liichr.  nrlvhc 
drei  ConipU-xen  einen  /"H&sys/cww  gcincimam  ist,  die  lircnnlUidw  je  zweier 

derselben  ntuh  einer  Hau^tluHgmtm'Curve  WAM,  and  in  dieser  Fassung  analy- 
tisi:])  ci-wicsen.  Die  hetar(^neu  Bettandtbeile,  welche  dieser  Sab  enthielt,  er- 
m  lit  inen  im  Texte  gesondert.  Ich  bin  Herrn  Lie  dafür  veri)flichtet»  dSM  er  mich 
auf  diu  Möglichkeit  der  Soiidtirung  aiifincrksrnn  gemacht  hat. 
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Für  (Iiis  Inv(jlutio)is.s}. stein  der  Coiiijtlt'xe  zweiten  (irailes  findet 
inaii  insbiiSüudere :  die  Haupttungeuteu-Curveu  auf  deu  HaupifliiclieQ, 
nach  denen  diese  die  BrenDflachen  berühren ,  sind  Yon  der  32*<!"  Ord- 
nung und  Claue.  Die  Brennfiächen  selbst  sind  gleich  dei)  Haupt- 
flaeben  von  der  16*«"  Ordnung  und  Glasse. 

Durch  passende  Particularisationen  erhält  man  aus  der  Betrach- 
tung dieser  BrennflSchen  und  Hau|»tflilchen  die  Bestimmung  der  Haupt- 
tangenten-Gurven  auf  einer  grossen  Zahl  besonderer  Flächen.  Hier 
sd  nur  eine  solche  Particularisation  erwähnt.  Die  beiden  Compleze 
des  Systems,  die  mit  einander  die  Congruenz  und  dnrdi  diese  die 
*  Brennfläche  bestimmen,  mdgen  zusammenfallen.  Daun  wird  die  Con- 
gruenz die  Congruenz  der  sin;:jfulären  Linien  des  beireifeuden  Com- 
plexes.  Ihre  Brenn Häcbe  zerliillt  in  die  allen  Complexeu  gemeinsame 
Siugularitiitenflüche,  die  von  der  vierten  Ordnung  und  Ciasso  ist  unil 
eine  weitere  Fliiclie  von  der  zwölften  Ordnung  und  Class".  Auf  beiden 
erhält  mau  die  llaupttiui^enten- Curven,  die  jet/.t  bezüi^lieh  von  der 
seehszehiiten  OnlnuuLj  werden.  Nun  ist  für  die  aiigeuieinfii  ('«))uj)le.\'' 
zweiten  (irade.s  die  ►Sini^ularitätt-nlKiehe  eine  K  u  m  ni  e r  .^elie  l'liirhc 
vierten  (Jrades  mit  secliszelin  Kiudcnpunkteii.  Man  erhält  also  »-ine 
Bestimmung  der  Haupttangenten-Curven  dieser  FÜu  he,  die  dahin  gehl: 
tlass  sie  die  ßerührungs- Curven  der  Fläche  mit  denjenigen  Linien- 
lläehen  sind,  welche  einem  beliebigen  (aber  fest  gewählten)  zuge- 
hörigen (Komplexe  als  singulare  Linien  und  ausserdeni  nodi  bes.  &nem 
zweiten  (veränderlichen)  der  zugehörigen  Complexe  angehören.  Hiermit 
in  Uebereinstimmung  findet  sich  eine  Bestimmung  der  Haupttan- 
genten-Cunren  der  Kummer'schen  Fläche,  wie  sie  in  einer  gemein- 
samen Arbeit  in  den  Monatsberichten  der  Berliner  Akademie,  Decem- 
ber  1870,  von  Lie  und  mir  g^ben  worden  ist.  Der  Inhalt  dieser 
Note  kann  als  eine  nähere  Ausführung  einiger  der  hier  vorgetragenen 
Betrachtungen  angesehen  werden. 

(iüttiugeu  im  Octobcr  1871. 
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Ueber  gewisse  in  der  Liniengcometrie  auftretende  Differential- 

gleichimgen. 

Von  Felix  Klbin  in  GömMOBN. 


Bei  liniengeometrischen  Unteranchungen  wird  man  zu  gewissen ' 
Differentialgleichungen  geführt,  die  im  Folgenden  fozmulirt  und  in 
noch  uaher  anzugubenden  Fällen  integrirt  werden  sollen.  Dieselben 
entsprechen  im  W'esuntlichen  den  folgenden  drei  Aufgaben : 

1 )  Mau  soll  diejenigen  Linien -Complexe  finden,  deren  Geraden 
die  Tangenten  einer  Fläche  sind. 

2)  Man  soll  diejenigen  einem  gegobonen  I^iiiien -Cotnplexe  ange-- 
hörigen  Congruen/.en  bestimmen,  deren  Geraden  llaupttangcuten  ihrer 
Brennflächen  sitnl. 

'^)  Man  soll  die  Umhüllung»- Cur veu  der  Linien  einer  Uougrueuz 
angeben. 

iJei  der  im  I'olLreiKleii  eiiigesclilageneii  Darstellung,  bei  weUiu'r 
durciigiiiigig  von  Liuieu-CtMUilinateu  (iel)raucli  geiua<  lit  wenleu  wird*), 
erkennt  man,  wie  diese  drei  i'roblcmü  zusammen  eine  naturgeiuiusj?e 
CJruppe  bilden. 

Das  Problem  1)  ist  eines  der  ersten,  welche  bei  der  Unter- 
suchung der  Linien -Complexe  auftreten.  Es*  ist  denn  auch  bereits 
von  Cayley  in  seiner  ersten  bez.  Mittheilnng*""),  wenn  auch  nur  bei- 
läufig, beantwortet  worden.  Cayley  untersucht  dort  diejenigen  Be- 
dingungen, denen  ein  Linien-Complez  genügen  mnss,  damit  seine  Ge- 
raden eine  feste  Curve  schneiden.  Er  findet  nur  eine  erste  Bedingung, 
die  aber  noch  nicht  hinreichend  ist,  vi6lmehr  auch  dann  erffillt  ist, 
wenn  die  Linien  des  Cumplexes  eine  Flüche  umhflllen.  Diese  nam- 
lutlingung  wird  im  Folgenden  auf  einem  ganz  anderen  Wege 
al»gelritet  werden,  und  es  wird  gezeigt  werden,  dass  sie  in  der  Tliat 
den  Compiex  al§  Gesammtheit  der  Tangenten  einer  Fläche  chärakterisirt 


•)  Das  Nacli>ttlicii<Ie  ina<»  zugleich  dazu  iliciien.  zu  illiKstrircii,  wie  inati  mit 
LinicD-Courdiuaten  operireu  kauu,  ohne  auf  den  ZusarauitTibaug  dcrsclbuu  mit 
Puttki-  und  Ebenen  -  Coordinateu  zurück  zu  geben. 
**)  Quarterly  Journal,  t.  III.  p.  227. 
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Für  Gompleze  zweiten  Grades,  insbesondere  für  dicjouigun,  die  eine 
Fläche  umhüllen y  findet  sich  das  Entsprechende  bei  Plücker  (Nene 
Geometrie  n.  341)  ang^eben. 

Das  Problem  2)  ist  von  Lie,  znnfichst  unier  einer  anderen  Form, 
aofgesteUt  wotden.*)  Er  verlangt  namlieh,  solche  Flachen  za  finden, 
die  in  jedem  ihrer  Punkte  von  dem  Complexkegel  eines  gegebenen 
Complexes  berührt  werden.  Sodann  zeigt  er,  dass  die  Kante,  nach 
welcher  der  Complexkegel  die  gesuchte  Fläche  berührt,  eine  Haupt- 
tangente der  Flüche  ist,  und  dass  diese  Eigenschaft  die  fraglichen 
Flächen  charakterisirt.  Das  Problem  kommt  also  darauf  hinaus: 
Flächen  zu  finden,  bei  welchen  ein  System  Haupttangenten  dem  ge- 
gebenen Coraplexc  angehört.  In  dieser  i''orm  ist  es  otienbar  mit  dem 
Probleme  2)  identisch;  die  (iestalt,  die  ihm  vorstehen'd  crtheilt  wurde, 
schliesst  sich  nur  besser  au  die  gleich  vor/utrag«nde  Üeliandlung  an. 

Das  Problem  '.])  endlich  entstellt,  sowie  man  von  Linien -Con- 
gruenzen  handelt.  Die  Linien  einer  Congrncnz  lassen  sich  nacli  der 
allgemeinen  Theorie**)  auf  zwei  Weisen  in  eine  Reihe  Devel<)p[tablen 
zusammenfassen;  das  Problem  ist:  wenn  die  Cougruenz  gegeben  ist, 
diese  Developpablen  zu  bestimmen. 

Das  Problem  2)  soll  im  Folgenden  insbesondere  für  den  allgei 
meinen  Linien -Complex  zweiten  Grades  gelöst  werden.  Eine  solche 
Lösung  hat  auf  anderem,  mehr  geometrischem  Wege  Lie  in  der  vor- 
stehenden Abhandlung  gegeben.  Die  Resultate  konmien  natürlich 
flberein;  es  wird  daher  interessant,  zu  verfolgen,  wie  seine  geometri- 
schen Betrachtungen  den  hier  angewandten  analytischen  entsprechjBn. 
Li  der  analytischen  Schlussformel,  die  aufgestellt  werden  wird,  erschei- 
Hen  seine  Resultate  in  übersichtlichster  Weise  zusammengefasst. 

Gleichzeitig  erledigt  sich  bei  der  eingeschlagenen  Methode  da8 
Problem  3)  für  diejenigen  Linien -Cougruenzen  vierter  Ordnung  und 
Classe,  welche  zwei  Linien- Com plexen  zweiten  Grades  gemeinsam  sind, 
die  zu  der  nämlichen  Singularitätenfläehc  geliörcn.  Unter  dieselben 
fallen  als  besondere  x\rt,  wie  hier  gleich  hervorgehoben  sein  soll,  die 
allgemeinen  ('ongruenzen  zweiter  Ordnung  und  ('lasse,  welclie  einem 
Complexe  zweiten  und  einem  Compiexe  ersten  Grades  angehören. ***) 


*)  Vergl.  dio  vorstehende  Abhandlung  von  Mo  und  dessen  hczfiglicbo  Mit- 
tlifilMni,'eii  an  dio  Akadomio  zn  Chribtiania  (LJerii  lite  1870,  71).  Ks  ist  dort  dio 
duü  i'robleni  darstellende  Diti'uruutial-Cileichuujj  kurz  aU  „die  Ditleruntialgleichuug 
dea  gegebenen  Linien-Complezes**  bescichnet.  —  Auch  Herr  Darbonx  hatte  steh 
mit  disMoi  GegenBtande  bes^Bitigt;  vergL  eine  bes.  Bemerkang  von  Lie  in  dem 

Vorst.  Ansätze. 

•*)  Vcrgl.  Kuninior  in  I5ori  harilfd  luuriuil.  t.  57. 

•**)  Vergl.  u.  XXXVI.  der  allgeuieiuen  Aulzählung  der  Strableuüyiitemc  zwei- 
ter Ordnung  von  Kammer.  (Abhandlungen  der  Berl.  Akad.  1866.) 
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Nach  der  Yorhergehenden  Abhandlung  von  Li  e  wird  man  erken- 
nen, wie  diese  liniengeometriechen  Probleme  identisch  sind  mit  Pro- 
blemen, die  sich  auf  Ku^^geametne  beziehen.  Problem  1)  entspricht 
dann  der  Forderang:  diejenigen  Gleichungen  zwischen  den  vier  Ooor- 
dinaten  einer  Kugel  (ihren  Mittelpunkts-Coordiiiaten  und  ilirem  Radius) 
Mizugeben,  welche  dreifach  uiieiulliche  Kugelsysteme  ( Ku^cl-(  V)nii>lexe) 
darstellen,  deren  sUninitliclie  Kugeln  eine  feste  Flllclio  l>eiühren.  Dem 
Problem  2)  entspricht  die  Aiifj?iibe:  Wenn  ein  Kugel-Coniplex  gegeben 
ist,  diejenigen  Flüchen  zu  finden,  deren  ein  System  lluuptku«^eln  dem 
Complexe  angehört.*)  Endlich  dem  l'robleme  i))  die  Aufi^iibo:  Wctiii 
eine  Kugel-Conj,nMien/.,  d.  Ii.  zweifach  unendlich  viele  Kugeln,  gegeben 
ist,  solche  oinfaeh  unendliche  Kugelreihen  aus  ihr  auszuscheideu ,  in 
Utiueu  sich  je  zwei  consecutive  Kugeln  Ixufihren. 

Andererseits  wird  mans  'h'ui  Zusauuuenhange  ausgehend,  der 
zwisciien  Liiiiengeonietrie  und  der  metrischen  runktgeometrie  des 
Raumes  von  vier  Dimensionen  besteht**),  äquivalente  Probleme  für 
diese  metrische  Geometrie  aufstellen  köuueu.  0ie  entspreclienden 
Probleme  der  metrischen  Geometrie  des  Raumes  von  drei  Dimensionen 
mögen  hier  ausgesprochen  sein;  ihre  Zahl  hat  sich,  wie  die  Zahl  der 
Yariabeln,  um  1  vermindert   Es  sind  die  folgenden  beiden: 

a)  diejenigen  developpablen  Flächen  anzugeben,  welche  den  un- 
endlich fernen  imagiimren  Kreis  enthalten; 

b)  auf  einer  gegebenen  Fläche  diejenigen  Curven  zu  bestimmen, 
deren  Tangeuten  den  unendlich  fernen  Kreis  fortwährend  treffen  (die 
sogenaiiuten  Cui*ven  ohne  Uinge). 

Mit  den  letzteren  Curven  haben  sieh  l)esonders  die  neuereu  fran- 
zosischen'CiJ  com  eter  beschäftigt.  Auf  die  Aufsutlmng  dieser  Curven 
kommt,  wie  beiläufig  bemerkt  sei,  das  Problem  der  conformeu  Abbil- 
dung zweier  Flächen  auf  einander  hinaus.  Man  hat  nämlich  nur  die 
beiden  l'läelien  so  auf  einander  zu  bezichen,  dass  den  fraglichen  ('ur- 
veu  der  einen  Fläehe  die  der  anderen  entsi>reehen.  —  Die  Develo])- 
pablen  a)  sind  hiiisii  litli(di  ihrer  ausgezeichnett  u  nietrisehen  Eigen- 
schaften zuerst  von  Jlerru  Darboux  untersucht  worden.***)  Herr 

*)  Mit  dioaem  Probleme,  das,  zusammen  mit  Problem  8),  von  Lie  in  der 
Vorst.  Abhandlung  behandelt  i«t,  hatte  sicli,  wie  er  iuh  inittlioilto,  auch  Herr 
I)iirlir)ii\  in  «1er  neuesten  Zeit  headuUXigt.  Er  hatte  «liuiselbe  tferade  in  dem 
Uniluni;«-  Kel"^t,  wie  eine  «olche  Loeuiig  bei  Lie  angegel)eu  ist,  und  wie  sie  durch 
Anwendung  der  Lie'scheu  Transrormation  von  Liniengeometrie  iu  Kugelgeonietrie 
au«  der  im  Texte  gegebenen  LOsnng  des  liniengeometriBchen  Problems  hervorgeht. 
Die  Methode,  die  Herr  Darbonz  «lalx  i  benutzte,  war,  soweit  ich  Obexsehen  kann, 
mit  der,  die  liier  angewandt  worden  soll,  dnrcliiius  identisch. 

**)  Vergl.  deu  vorstehenden  Aufbatz:  Ueber  Liuicugeouictric  und  metrische 
Geometrie. 

***)  Annalos  scientifiqucs  de  l*Eoole  Normale  Supärioure.  i.  II.  18B4. 
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Diirltoux  hat  auch,  wie  er  mir  niittliuiltr,  das  rrolileiu  1»)  für  «he 
MiiihtMi  vierteil  (Jra<l»'S  gelöst,  (he  den  iiii!i«,aiiiireii  Kreis  dui>]ielt  ent- 
halten. Dies  entspricht  vermöge  der  Lie  schen  Abhihhing  (wie  auch  Lie 
iK'merkt)  der  von  mir  im  Folgenden  gugebeueu  und  flcbou,  früher  ge- 
legentlich mitgetheilten  (Gtött.  Nachrichten.  1871.  Nr.  1.)  Integration 
der  Umhüllunga-Oarveu  einer  Liuien-CSongruenz  zweiter  Ordnung  und 
Classe.  Es  mag  genügen,  hiermit  auf  die  entsprechenden  metrischen 
Probleme  hingewiesen  zn  haben,  die  sich  natürlich  nicht  nur  auf  den 
metrischen  Raum  von  drei  und  vier,  sondern  von  beliebig  vielen  Di- 
mensionen beziehen.*)  Ich  wende  mich  jetzt  zu  den  liniengeometri- 
schen  Aufgaben  zurück^  die  den  eigentlichen  Inhalt  dieser  Mittheilung 
bilden  sollen,  und  beginne  damit,  Einiges,  was  spater  benutzt  werden 
soll,  al^r  den  linearen  Gomplex  vorauszuschicken. 

§  1. 

Einiges  über  den  linearen  Complex. 

In  dem  vorhergeln  iihTi  Aufsatze:  „lieber  Liuiengeometrie  und 
metrische  (Jeometrie"  habe  ich  iu  t?  1.  »«ntwickelt,  wie  die  Linien- 
LTcrmietrie  iiufgefasst  werden  kann,  als  die  Geometrie  auf  einer  im 
liaume  von  fünf  Dimensionen  gelegenen  Fläche  zweiten  (Jrades.  **) 
Dieselbe  sei,  unter  J•^,  x.,,  .  .  .  di»«  lioiudgeuen  Uoordiuaten  des 
iiuuuie»  von  fünf  Diniensioneu  verätuuUen,  durch 

Q(d;,,       ...  a;o)  =  0 
dargestellt.   Ein  linearer  Complex: 

t*l  Xy  -(-  1l2«2  -(-••*•  «  0 

ist  bei  dieser  Auffassung  wie  die  Ebene  des  betreffenden  Baumes. 
Hieraus  schliesst  man,  dass  ein  linearer  Complex  eine  Invarianie  hat, 
nüralich  denjenigen  Ausdruck,  der,  gleich  Null  gesetzt,  aussagt,  dass 
die  Ebene  ti«  «  0  die  Flache  Q  »  0  berfihri  Dieser  Ausdruck  ent- 
steht aus  der  Determinante  von  Q  durch  RSnderung  mit  den  Coeffi- 
cienten  u,  Hai  Q  insbesondere'-*'**),  wie  im  Folgenden  der  EinfEMshheit 
wegen  angenommen  werden  wird,  die  Form 

0  -Vi  o;,'  +     +  '  "  V> 
so  erhalt  die  Invariante  die  Gestalt: 

_  -1-  ft,'  H  «, « . 

•)  Nach  (loa  AuHcinandcrsetzuDgcu  des  §  2.  des  vorborgeheuden  Aufsatzes 
ist  ersichtlich,  wie  sich  diese  metrischen  Problciuu  genau  mit  duusulbcu  Foraielo 
bcbandebi  lanen,  wie  die  hier  ausgefllhrten  liniengeometriBchen. 

**}  Dteaer  Awdrttck  sei  hier  gestattet,  da  er  wohl  nidit  minverstanden 

werden  kann. 

***)  Vergl.  „Zur  Theorie  der  Complexe  etc.",  diese  Annalcn  t.  11. 
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Verschwindet  die  Inyariante,  so  ist  der  lineare  Gomplex  ein  sogenann- 
ter gpeeielier,  d.  h.  er  bestdit  aus  der  Gesammtlieit  der  Geraden,  die 
eine  feste  Gerade  schneiden. 

Seien  jetzt  zwei  lineare  Complexe  gegeben: 

u«0,    t?  — 0. 

Dieselben  haben  eine  lineare  Gongmenz  gemein,  die  gleichzeitig  allen 
Complexen 

angehört.  Unter  denselben  finden  sich  zwei  specielle,  die  sogenannten 
beiden  Directricen.  Mau  bestimmt  dieselbeu,  indem  man  die  Invariante 
von  Xu-^-nv  bildet.  Sti  A„„  die  In  Variante  von  ti,  Are  iliejeuige 
von  V,  endlich  A„f  =  Agu  derjenige  Ausdruck,  der  entstellt,  wenn 
man  die  .Determinante  von  Q  auf  der  einen  Seite  mit  den  Uoefficienten 
von  n,  auf  der  anderen  mit  denen  von  v  rändert.  Diesen  Ausdruck 
Aue  habe  ich  gele<^entlich  die  simuWnx;  Invariante  der  beiden  Com- 
plexe genannt,  (llir  Vers(  liwindcn  ist  die  nedint^mi^  Ifir  <lic  irivolu- 
torisilie  Lage  zweier  Complexe.j  liei  dieser  Bezeichnung  wird  die 
Invariante  von  ku  ^c: 

Dieselbe,  gleich  ^NuU  gesetzt,  ergiebt  eine  quadratische  Gleichung  iiQr 

- ,  und  diese  ist  es,  welche  die  beiden  Directricen  bestimmt.  Die 

hiermit  aufgestellte  quadratische  Gleicliuug  hut^  als  quadratische  binäre 
Form  der  Yariabeln     ft  betrachtet,  eine  Invariante: 

■^U  H  Agg  "^«p  • 

Dieselbe  ändert  sich  (bis  auf  einen  Factor)  nicht,  wenn  man  statt 
«,  V  irgend  zwei  andere  Complexe  der  Gruppe  Am  -j-  jur  setzt,  läie  ist 
also  eine  Comhinante  der  beiden  Complexe  u  ,  r,  und  dessw^pen  eine 
Invarianfr  ihr  (htrh  Jirsrlhcn  h dimmtcn  C<nif/n(tr(Z. 

Das  \'ersclnvinden  di«'ser  Invariante  sagt  aus,  dass  die  (juadratisclM' 
(ilcicliiuig  zur  Bestimmung  der  Directricen  der  Congruenz  zwei  gleiclu* 
\\  Urzell!  hat,  dass  also  die  Directricen  der  Cungrucnz  zusammenfallen 
(vergl.  IMücker  s  Neue  IJeonietrie  n.  68.).  Die  Cougrueuz  soll  daun 
eine  f^incicllc  lineare  Congrurnz  heisscn. 

Eine  weitere  Partiiularisation  tritt  ein,  wenn  nicht  nur  Auu^Ke 
—  Alg  =  U,  sondern  Auu,  Aer,  A^e  einzeln  verschwinden.  Dann 
sind  u  und  v  beides  specielle  Complexe  (gerade  Linien),  die  sich 
schneiden.  Die  Gongmenz  zerfallt  in  zwei:  in  die  Gongmenz  erster 
Ordnung  imd  nuUter  Glasse  derjenigen  Geraden,  die  durch  den  ge- 
meinsamen Schnittpunkt  gehen,  und  die  Gongmenz  erster  Glasse  und 
nullter  Ordnung  der  in  der  gemeinsamen  Ebene  verlaufenden  Geraden. 
Eine  solche  lineare  Gongmenz  wird  im  Folgenden  als  eine  gerfaüende 
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l)ezeichiiet  werden.  Eine  zerfallende  Congruenz  hat  .unendlich  viele 
Directricen,  die  Geraden  des  BOschels,  dem  u  und  v  angehören  und 
die  durch 

dargestellt  sind. 

Betrachten  wir  jetzt  drei  lineare  Complexe : 

Dieselhen  haben  eine  Regelsehaar,  d.  h.  die  eine  Erzeuguug  einer 
FlachQ  zweitea  Grades  (eines  eiuschaligen  Hyjierboloids)  gemein.  Die 
anderen  Erzeugenden  des  Hyperboloids  sind  die  Directricen  der  Cou- 
gmenz  je  zweier  Complexe  der  Gruppe: 

Xu -\- ftv -\- VW     0 , 
Man  erhalt  alle  zweiten  Erzengenden;  wenn  man  alle  Wejrthe  von 
Xf  n,  V  wühlt,  fdr  welche  die  Invariante  von  Xu -\- fkv -\- vw  ver- 
schwindet, fQr  welche  also: 

0  —  X'Äuu  +  2  A|*i4«.  +  |*U„  +  2  XvAu^  -(-*2f*v^.  +  vM»«. 
Diese  Gleichung  stellt,  wenn  wir  A,  fc,  v  als  Coordinatcn  in  der  Ebene 
iuierpretiren,  einen  Kegelschnitt  dar.  Derselbe  hal^  hinsichtlich  linea> 
rer  Transformationen,  denen  man      fi,  v  aussetzen  kann,  eine  In- 
Variante,  nSmlich  die  Determinante: 


•Attit 

Atta 

A  tp  u, 

Wir  werden  dieselbe  als  die  Invat  'tanlc  der  den  drei  Com|)lexen 
gemeinsamen  Ucgelschaar  zu  bezeichnen  haben. 

Das  Verschwinden  der  Invariante  sagt  aus:  zunächst,  dass  der 
K^elschnitt,  der  durch  die  Gleichung  zwischen  A,  fi,  v  dargestellt 
wird,  zerfallt.  Es  zerfallt  also  auch  das  zweite  Erzeugenden>8ystem. 
*  Das  bez.  Hyperboloid  artet  in  diesem  Falle  in  zwei  Ebenen  und  zwei 
auf  deren  Durchschnitt  gelegene  Punkte  aus  (vergl.  PlQcker's  Neue 
Geometrie  n.  144.).*)  Die  eine  Erzeiljgung  desselben  besteht  aus 
den  Geraden,  welche  durch  den  ersten  Punkt  in  der  ersten  Ebene, 
oder  durch  den  zweiten  Punkt  in  der  /.weiten  Kbene  hindurchgeben; 
die  andere  Erzeugung  aus  den  Geraden,  die  durch  den  ersten  Punkt 


*)  Wilhrciul  iilHO  fiiie  J'\  als  rimktjjfnbildf  ln-trachtet.  den  Kt'i^fl,  als  Klieiion- 
«»el>ilih'  betrachtet  den  Kogelsclmitt  als  ersf«-  I'iirticiilarihutii)n  ergiebt,  tritt  liier 
eiu  uUt  einem  i'unktepaaro  vereinigt  gelegeueü  EbencDpaar  uU  tsolche  auf.  Ks 
Vit  interessant,  don  man  bei  den  allgemeinen  anf  Systeme  von  Flilchen  zweiten 

(jntde»  bezügUchen  AbriUilungin  u'l'  iflunilssig  auf  alb-  ilrei  rarticulari-^ationen 

lu'ick.Nirlit  nehnit-n  musa.  Vergl.  die  Arbeit  von  lli'rrn  S  (■  h  u  !»(■  r  ( :  Zur  TInMirip 
der  C  harakteristiken  (Borchardt'u  Jonrnal  t.  71.  .  I':»'  liirr  m  iieile  ötelieude 
rariiculaributiou  der       üt  durt       „begrenzter  Ebeuen-sehnill"  bcmcbuet. 
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in  der  sweiten  Ebene,  oder  den  zweiten  Punkt  in  der  ersten  Ebene 
hindurchgehen.  Die  drei  Complexe  haben  also  zwei  Yereiuigt  gelegene 
StrahlbOflchel  gemein.  Wir  werden  dne  iolcher  Art  zerfallene  B^l- 
sehaar  in  Analogie  mit  dem  Vorstehenden  als  speeidle  Regelschaar  zu 
bezeichnen  halnni. 

Eine  weitere  Particularisation  ist,  dass  nicht  nur  die  Invariante 
der  Uegelschaar,  sondern  sänunt liehe  Unterdeterminanten  derselben 
verschwinden.  Dann  ist  die  itegelschaar  in  zwei  sieh  decicende  Strald- 
büselu'l  ansLrcartet  (Plücker's  Neue  Geometrie  n.  146.).  Die  Von- 
gruenzcn  j<'  zweier  Coinplcxe  der  Sc  iiaiir  X  ii  u  v -\-  v  ir  sind  alsilaim 
speciale,  da  sich  ihre  Invarianten  linear  aus  Ueu  verscb windenden 
Ünterdefcrminanten  /.ii;>aniniens»'l/.<'n. 

Es  wäre  der  hetzte  Fall  auch  deukl)ar,  dass  aucli  die  zweiten 
Unterdeterniinanten,  d.  h.  A„„,  ^'l„pete.  selbst  siimuitlicli  versehwinden. 
Dann  sind  it,  v,  w  drei  speeielle  Ci»ni]dexe,  die  sich  gegenseitig  schnei- 
den, also  entweder  einen  Punkt  gemein  haben  oder  in  einer  Ebene 
verlaufen.  Es  genügen  dann  den  drei  Gldchungen  ic  »  0,  «  0, 
19  »0  zweifach  unendlich  viele  Linien,  nämlich  dicjeuigeu,  die  durch 
den  gemeinsamen  Punkt  gehen,  re.sp.  in  der  gemeinsamen  Ebene  liegen. 
Denn  die  Bedingungsgleichung  Q  »  0  ist  dann  vermöge  «  »  0,  &  s  0, 
tff  s  0  identisch  erfQllt;  die  dritte  Gleichung,  etwa  w  b  0,  dient  nur 
dazu,  um  ans  der  serfallenden  Gougruenz:  u»0,  v^O,  Q^O  den 
einen  Theil  auszusondern.  Es  ist  dies  also  ein  von  den  vorhergehen- 
den wesentlich  verschiedener  Fall,  der  im  Folgenden  nicht  in  Betracht 
kommen  wird. 

Es  mdgen  endlich  vier  Complexe: 

in  lirtratht  L;e/.(»ij;en  wt-rdeii.  Dieselben  haben  zwei  (ieradeu  gemein, 
und  tür  dieses  Geradenpaar  erhält  mau  die  Invariante: 

■^i»»    -^n»    -^««r  -^nl 

^•M  •^«W  -^Pt 

■^mu    ■^mm  -^tot 

"'^tit    -Afg   -A-tit)  -^ti 
Verschwindet  dieselbe,  so  fallen  die  beideji  Geraden  zusammen.'') 

•)  Lilset  niau  <  =  ()  einen  speciellon  Con»i»k'x  bedeuten,  wodurch  ,  ver- 
Bchwindet,  so  »apt  das  Vtr-icliwindcii  der  Invariant«  des  Textos  aus,  da;*«  die  (Jo- 
rade  t  dm  Hyperboloid  der  drei  Complexu  «  =  0,  oo-O,  tc==ü  berührt.  Aber 
Af^,  Af^,  Ag^  «iud  offenbar  nicbts  anderes,  als  die  Oldohimgen  der  Complvxo 
a,  in  die  nur  die  Coordinaten  der  Geraden  t  eingetragen  amd.  Ersetst  man 
daher  A^^,  A^^^  A^^  kurs  dnrch  i»,  v,  w,  so  stellt  die  resoltirende  Gleudiang: 
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YerschwindeD  die  ersten  Unterdeterminanteiiy  so  schneiden  sich  die 
beiden  zusammeufallenclen  Geraden.  Was  das  Verschwinden  der  zwei- 
tnn  und  dritten  Unterdeterminauten  bedeutet|  hier  iiner5rtert 

bleiben. 

§  2. 

Aa&tellung  der  Diflerentlaigleichimgen. 
Sei  jetzt  ein  beliebiger  Complex 

gegeben.  Betrachten  wir  eine  seiner  Geraden  (x).  In  der  NShe  dieser 
Geraden  kann  der  Complex  als  ein  linearer  angesehen  werden,  d.  h. 
die  benachbarten  Geraden  sind,  bis  auf  Grössen  höherer  Ordnung, 
durch  einen  tangirenden  linearen  Complex  bestimmt  (vergl.  Plttcker*s 
Neue  Geometrie  n.  297  ff.).   Derselbe  ist; 

w(i  (Iii!  üingeklanimerteii  Difi'crcntialquotienten  sich  auf  dcu  coustau- 
ten  Werth  x  beziehen.  Dieser  lineare  Tangeiilial-Coiuplex  ist  indess 
niclit  dnsig  bestimmt,  sondern  es  giobt  einfach  unendlich  viele  gleich- 
berechtigte.  Da  nämlich  der  gegebene  Complex 

nicht  gelindert  wird,  wenn  man  zu  seiner  Gleidiung  Q  mit  einem  be- 
liebigen Factor  hinzufögt: 

80  ist  jeder  lineare  Coni])l(;x ,  der  in  der  Gleichung  enthalten  ist: 
ein  linearer  Tangential •  Complex.*)  Dabei  ist: 


0 


A 

u 


^99 

V  «0 


V 

0 


die  Caa^pkxgleu^iimg  der  HypeiMoiäf  «,  v,  w  dar,  wie  ich  diese  Anmileii  t  II. 
ohne  Bcwcitt  onp^ab.  —  Aaf  ilhuliche  Weise  findet  man  das  Produkt  der  ülei- 
cbnngen  der  beiden  Direetricen  der  Congraenz  «,  v: 


HU 


V 

0 


*)  Unter  den  linearen  Tangential -Compleieu  giebt  et  drei  antgesdcbnete, 
die  stationär  berflbren.  Tergl.  den  vorhergehenden  Aufsals. 
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die  01(>ic]iui)g  dos  s)>ecieUeii  Complexes»  dessen  BammUiche  Gerade  die 

üeradr  ./  sclmeidcn. 

einfach  niieiKllicli  vielen  liiicureii  Tangential-Coiuplexe  luibeu 
oiiie  sjxrifllr  lineare  ('ongruenz  gemein.  In  der  Tliat,  nehmen  wir 
für  Qf  wie  fortan  innner  geschehen  soll,  die  vereinfachte  Form: 


Q  =  .r,*  -i-  a;.^^  -{  x,. 


2 
0  f 


80  wird  die  Schaar  der  linearen  Tangential -Complexe: 

^        ^^a  +  '*^'')  ^"  *  ^' 

Die  Invariante  der  einzelnen  Gomplexe  ist  also  gleich: 


? 

t 


da  sowohl        vermöge  Q  »  0,  als  2^  ^  J  *  ^«  vermöge  91 »  0  ver« 

scliwiudet,  und  ergiebt,  gleich  Null  gesetzt,  die  Doppel wurzel  X  =  0. 
Pie  beiden  Directricesi  der  Cougruenz  fallen  also  zusammen,  und  zwar 
in  die  gegebene  Gerade  (x). 

Es  wird  nun  insbesondere  unter  den  Linien  eines  Gomplexes  solche 
geben,  fUr  welche  die  den  tangirenden  linearen  Coniplcxen  gemein- 
same speciellc  Oongruenz  zerföUt.  Die  Bedingung  hierzu  ist  nach  dem 
Vorstehenden  , .   ;  „ 

Dann  sind  alle  eiiiliu  Ii  unendlich  vielen  Tangential-(x»mplexo  speciell, 
d.  h.  gerade  Linien,  und  diese  Geraden  bilden  ein  nüschcl.  l)ur(  Ii 
dies  Büschel  werden  der  gegebeneu  Geraden  ein  auf  ihr  gelegener 
Punkt  und  eine  durch  ne  hindurchgehende  Ebene  zugeordnet  Alle 
Geraden  des  Complexes,  welche  der  gegebenen  {x)  unendlich  nahe  sind 
ond  sie  schneiden,  müssen  entweder  sie  in  dem  zugeordneten  Punkte 
treffen  oder  in  der  zugeordneten  Ebene  verlaufen.  Der  sugeordnete 
Punkt  ist  desshalb  gemeinsamer  Berflhrungspunkt  fQr  die  Gerade  {x) 
und  die  in  den  durch  sie  hindurchgelegten  E|^nen  entiialtenen  Com- 
plexcurven;  ebenso  vrird  die  zugeordnete  Ebene  von  allen  Kegeln,  die 
von  Punkten  der  Geraden  (x)  ausgehen,  nach  der  Geraden  (x)  berührt. 

Derartige  ComplexHnien  (./)  heissen  beiPlücker  singviäre  Linien 
des  Comph'xvs  (n.  30Ö.,  306.  der  neuen  Geometrie).  Der  zugeordnete 
Punkt  heisst  der  zugeordnete  singulare  J^nkt,  die  zugeordnete  Ebene 
die  zugeordnete  simjulürc  Ebene. 

Hat  Q,  wie  oben  anjrcnommen,  die  vercinfiichte  Gestalt  2J:c^sssUy 
80  werden  die  siugulüreu  Linien  des  ('oinplexes 

9  —  0  .  . 
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aus  demBelben  auBgeschiedtii  durch  die  Gleichung: 

Ist  9»  TOm  Grade  ni,  so  ist  diese  Gleichung  Tom  Grade  2  (w — l)j 
die  angulärm  Linien  hUden  also  eine  Congruene  der  Ordnung  und 

Clause  2  m  [m  —  \). 

Ich  will  hieran  beiläufig  die  Definition  einer  für  die  Theorie  der 
Complexe  sehr  wichtigen  Flüche  kiiü|)f»'ii.  Jeder  der  zweitkeh  unend- 
lich vielen  Linien  ist  ein  singulurer  l'nuUt  und  cinr  sin^nläro  El)eiie 
zugeordnet.  Es  giebt  liiernach  eine  Flüche  der  singnliiren  Funkle 
und  eine  Flüche  der  siiigulüren  Fl)enen.  Dirsr  hcidtii  Fliidicn  shiti 
nun  i(k)ifist)i  idkI  JiiUhn  tiiun  Tlnil  ihr  von  dir  Cimiirurnz  der  siii- 
gtUürcn  Lmioi  inidiüllloi  Iln  inijläi  In  .*)  Im  Folgen. It-n  werde  ich 
diese  Flache,  wie  ich  bereits  früher  geh-gentlich  gethan,  als  die  <S'/m- 
yuhndütcnjUirhc  des  ('oniplexes  bezeichnen. 

£s  wird  nun  Complexe  besonderer  Art  geben  können  —  sie  sollen 
im  Folgenden  speeidk  Complexe,  heissen  — ,  ftir  die 

■  vermöge  Zx^  0;  <p  =^0  identiseh  Tersch windet,  deren  iSmmtliche 
Linien  also  singulare  Linien  sind.  Ich  behaupte,  dass  diese  Complexe 
es  sind,  deren  Linien  eine  Flache  umhüllen,  dass  also  die  Complexf, 
die  aus  der  GesantmÜteii  der  Tangenten  einer  Fläche  hesieJtm,  durrh 
die  DifferenUä^leidtung 

chfirakfcrisn  t  .svwr?. 

Zniiüclist  ist  rrsiclitlicl) ,  dass  für  alle  ('oiiijilexe,  deren  Linien 
eine  Flüche  undiüllen,  diese  Bedingung  erfüllt  ist.  Denn  jede  Linie 
eines  solchen  Complexes  hat  den  Charakter  einer  singulären.  Die 
CompleX'Cunren  z.  B.,  die  in  den  durch  sie  hindarchgelegteu  Ebenen 
liegen  (die  DuTchschnittscutren  dieser  Ebenen  mit  der  nmhflllten 
FiScbe),  berühren  die  Gerade  in  einem  festen  Punkte  u.  s.  w. 

Um  auch  die  Umkehrung  des  Satzes  einzusehen,  benutaeu  wir 
einen  Hfllfssats.  Sei  nämlich  {x)  eine  Linie  des  Complexes.  So  winl 
wegen 

auch  (||)  eine  gerade  Linie  sein.   Dieselbe  wii^  Überdies ,  wegen 

•)  Kb  iat  dieser  Satz  von  Ilerrii  Tiiscli  ii>  sciin  r  Hahilitatioiissthiitt  jjfcu't'lx'n 
worden  (Zur  Theorie  der  Coinjilt'xe  etc.  Uiehstu  l87o).  Bei  I'lücker  liudct  sieh 
da«  Eatqirechende  für  Complexe  sweüen  Grades  auf  ebem  Umwege  bewiesen 
(o.  819—820). 
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ep  «  0   uDd  also   ^Tr«  o  ^  »  0 

din  (MTüde  (r)  schiieiden,  -f"  ^  ^  p)  '"^^  dcsshalb  ein  Büschel  ge- 
rader Liuien ,  das  schon  oben  betrachtete  Büschel  der  zu  der  singn- 
läreii  Linie  (.r)  gehörigen  specielleu  linearen  TiuilT' nf  ial-Cumplexe. 
Im  vorlicgcndm  Falle  (jclwrt  wm  dieses  gange  ISündtd  v<m  Geraden 
dem  Coruplcj'c  9  =  0  an. 

Der  1^'weis,  den  icli  bei  einer  uiideren  ( M'l<'<4i'iili('if,  aust'übrlicher 
zu  geben  hoil'e,  lilsst  sich  so  führen.    Ist,  wie  vurausgeseizt: 

vermöge  9  =  0,  27j!^  s  (J,  su  kann  mau,  wie  sich  zeigen  lusst,  setzen: 

(;:.)=  + 

Man  bilde  jetzt 

-  V  (X.) + .  Ii + i^^, .      •  Ii.  •  +  

Das  Glied  mit  und  mit  X*  verschwindet  ohne  Weiteres  mit  9^0, 
Zx^  =3  0.  Fflr  die  anderen  Glieder  kann  mau  es  dann  durch  ein 
recnrrentes  Verfahren  nachweisen,  indem  man  von  der  dem  Ausdrucke 

gegebenen  Darstellung  (iubrauch  macht. 

Die  Linien  des  Complezes  fassen  sich  also  in  zweifach  unendlich 
▼iele  Bfischel 

zusammen.  Der  gemeinsame  Schnittpunkt  der  Geraden  des  Bfischels 
ist  fOr  alle  der  zugeordnete  singnlire  Punkt,  die  Ebene  des  BOschels 
für  alle  die  zugeordnete  singnUire  Ebene.  Den  dreifach  unendlich 
▼ielen  Geraden  des  Complexes  entsprechen  also  nur  zweifach  unendlich 
viele  singulare  Punkte  und  zweifach  unendlich  viele  singulSre  Ebenen. 
Es  giebt  also  (vrie  beim  allgemeinen  Compleze)  eine  Fliehe  der  sin- 
gulSren  Punkte  und  eine  Ftilche  der  siugnlSren  Ebenen.  Nun  ist  es 
leicht,  zu  sehen,  dass  (wie  beim  allgemeinen  Compleze)  diese  beiden 
Flachen  identisch  sind  und  dass  die  Liuien  des  Complexes  die  Tan- 
gentcji  dieser  Flache  sind.  Jede  Coniidexliuie  muss  nämlich  jetzt  die 
Complex-Curvc  in  einer  beliebigen  durch  sie  hindurchgclegten  Ebene, 
als  singnlfire  Linie,  im  zDjreliörigen  singulären  Punkte  berühren.  Die 
in  einer  Ebene  enthaltene  (  oniplex-Curve  ist  also  die  Durchschnitts- 
Ciirve  diT  El)ene  mit  der  Fläche  der  siiigniiireii  Punkte.  Die  Fläche 
der  siuguläreu  i'uukte  wird  mithin  von  den  Linien  des  Complexes 
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mnhallt.  Die  Luiien  des  Complezes  umhallen  also  in  der  That  eine 
Fluche,  die  Fläche  der  singulären  Ptonkte.  Dasselbe  beweist  man  von 

der  Fläche  der  singnlüren  Ebenen.  Die  Fläche  der  singulären  Ponkte 
nnd  ilic  Fläclie  der  singulären  Fibenen  sind  also  identisch.*) 
Betrachten  wir  jetzt  die  Congmenz,  welche  zwei  Complexen 

9>  —  0,     ^  0 

gemeinsam  ist  Eine  Linie  derselben  habe  die  Coordmaten  x.  In  der 
Nähe  deiselben  kann  man  die  beiden  Oomplexe  durch  einen  ihrer 
•linearen  Tangential «Gomplexe  ersetzen: 

Die  gegebene  Oongruenz  kann  man  in  der  >Jähe  von  (/)  durch  die 
lineare  Oongruenz  ersetzen,  welche  irgend  zwei  dieser  C<>iu{)loxe  ge- 
meinsam ist  £s  gicht  also  zweifach  vnendlidi  vvlv  lineare  Cmigrtien" 
gm,  welche  eine  gcgchmc  Congrumz  in  einer  ihrer  Gcraihti  (x)  berühren. 
Diese  linearen  Congruenzen  haben  alle  eine  liegelschaar  gemein: 

Aber  dieselbe  zerfallt  in  zwei  Büschel,  da  ihre  Invariante 

vermöge  9  »  0,  ^  0^  La^^  ^  0  verschwindet.  Die  Directricen  der 
zweifach  nnendlich  vielen  tangirenden  Gongraenzen  bestehen  also  aus 
zwei  Btlseheln,  welche  die  gegebene  Oerade  {x)  gemein  haben.  Irgend 
zwd  Gerade,  entnommen  den  beiden  Bfischeln,  sind  Diieotricen  einer 
tangirenden  Oongruenz.  Man  erkennt  in  diesen  beiden  Büscheln  die 
TangentenbfLschel**)  der  Brenoflache  der  Oongruenz  in  deren  Berüh- 
rungspunkten mit  der  Greraden  {x). 

•)  iMiiu  kiitiu,  wit-  hii  r  boiliiiiiig  angegeben  ft-'in  mag,  «lie  .Siiif^ularif iiteiiflrichG 
eines  Complcxos  ab  dcujeuigcu  »pccieUen  Cotuplex  definireu,  der  dein  Comidexc 
nmaohrieben  ist;  die  Brennflttohe  einer  Oongruenz  als  denjenigen  specieUen  Com- 
plex,  dorn  die  Congruenz  angehört. 

•*)  (1<'r  t,'L*w(jlirili<!ien  Dari^tflluti?  zficlmet  man  die  gopen  (.11  rrdif wink- 
ligen Linien  der  beiden  Büüchel  aus  und  bezeicluiet  sie  uls  die  Itreunlinit  n  des 
in  der  Nähe  von  (x)  verlaufenden  unendlich  dännen  Strahlenbündels.  Jedes  andere 
den  beiden  Boscheln  entnommene  Linienpaar  ist  im  pngectivisehen  Sinne  gleich 
berechtigt. 
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Unter  den  Linien  einer  Congmenz  wird  es  nun  iiisbcsomlere  solche 
geben,  fflr  welche  die  beiden  Büschel,  d.  h.  also  die  beiden  Beruh- 
mngfspnnkte  mit  der  Breiinfläche  zusanimenf allen.  Dann  wird  die 
Congruenzgerade,  die  vorher  Doppeltangente  der  Brennfläche  war,  im 
Allgemeinen  eine  vierpunktig  berührende  Tangente.  Diese  Congmenz- 
geraden  sind  durch  die  Bedingung  dargestellt,  dass  für  sie  die  ünter- 
determihanton  der  vorstehenden  Invariante  verseliwinden ,  was  sich, 
vertuijge  der  vereinfachten  Form  der  letzteren,  auf  die  eine  Bedingung 
reducirt: 

Diese  Gleichung,  zusammen  mit 

stellt  eine  Linienffiiche  der  Gongmens  dar,  wdcfae  die  Biennflftche  vier- 
pnnktig  berfihrt.  Ist  q>  vom  Grade  m,  if  vom  Grade  n,  so  wird 
diese  Fläche  vom  Grade  4mn(m  -{-n  —  2). 

Diejenigen  Linien  einer  Congruenä  [m,  n],  wdehe  He  JBrennfladte 
vterpunküg  henihren,  lüden  im  ÄUgememen  eine  IA$iknftädie  vom  Chrade 

4w«(m -f- »  —  2). 

Es  wird  nun  besondere  Congnienzen  geben  —  sie  sollen  qpedeBe 
Congmenzen  beissen  —  f&r  welche  die  vorstehende  Gleichong: 

vermöge 

identisch  erfüllt  ist.  Diese  haben  die  £igenthfimHcbkeit,  dass  alle  ihre 
Linien  die  Brennflache  in  znsammenfallenden  Punkten  berOhren.  Es 
sind  dies  diejenigen  Congmenzen,  deren  linien  Haupttangenten  der 
BrennflSche  sind*):  im  Gegensatze  an  den  allgemeinen  Congnienzen, 
deren  Linien  Doppeltangenteu  der  Brennflftche  sind. 

EiermU  ist  denn  aucft  das  Fnikm  (2)  formulirt**),  Ist  ein  Unien- 


*)  er.  Kammer.  Allgememe  Theorie  der  Strahlenqrsteme  §.  8.  (Borehardft 

Journal  Bd.  57). 

Lie  ertlieilte  diesem  Problem  boroib  früher  eine  ähnliche  Form.  Er  fand 
nämlich,  dass  die  betr.  Ditrerentialgleicbuii^  durcl»  eine  Transformation,  die  darauf 
binauBkoninii,  die  Geraden  des  Compluxed  als  Raumelement  einzuführen,  iu  eine 
Gleichong  «weiten  Grades  flbergdit.  Intbesondere  giebt  er  die  Olttdrang: 

*  •  If  + » If  -  If  -  ^r+F+V  •  W)  - 1 

(Bericht  der  Akademie  n  Chriatiaaia.  1870.  Oeiober.)  Wollte  man  ststt  Luien- 
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C'omplfx  ==  0  gegeheii,  so  suche  man  soklie  Cougrueuzcu  desselben: 
(p  sszOf  ^  =  0,  dass  für  dio  Congrueir/.liiiieii 

Ist  iushesoiicliie  ^  =0  ein  specieller  Complex,*d.  h.  eiue  Fläche,  so 
reducirt  sich  diese  Gleichung  nuf: 

Es  mögen  endlich  drei  Complexe 

gegeben  sein.  Dieselben  haben  eine  Ldnifnfläcbe  gemein.  Sei  (/)  oiiic 
Gerade  derselben.  Dieselbe  hat  in  fp,  ^,  %  bez.  die  folgenden  Tan- 
gential' Complexe 

Je  drei  Coni]>lexf  aus  diesen  drei  Seliauren  liabcn  ein  Hy])erb()l(nd  ge- 
meinsam^ weklu's  die  den  ?>  gegel»eneii  Cümplexeu  gemeinsame  gerad- 
linige Fläclie  in  {x)  berührt.  Es  (/icht  dreifach  unendlich  viele  solcher 
heriihrcndcn  Hyperboloide.  Alle  haben  zwei  zu.saminenfallende  Gerade 
gemein,  nämlich  (x)  und  die  benachbarte  Erzeugende:  die  gemein- 
schalkUehen  Geraden  der  4  Complexe: 


l  nonliuaten  Puukt- Coordinateii  anwenden,  so  würde  man  /u  oinur  auf  den  erbten 
blick  aehr  verscliiedenoD  partiellen  DiiTerentialgleicbung  gcfiihrt  werden.  Sei  uiiUt 
AnwendoDg  der  Coordinaten  p^^  die  Gleichmig  des  Coraplexet 

■0  iteUt  die  Gleidrang 

Vi  • 

wenn  man  den  x  feste  Worthc  crtht-iU,  den  vom  Punkte  f.r)  auKgehemlen  Coni- 
plexke<»el  dar.  l>ii.s  Trobleni  (2j  besteht  nun  darin,  hoIcIic  Fliielien  •tp{x)^i)  zu 
finden,  die  in  jedem  ihrer  Punkte  von  dem  betretl'eudeu  Complcxkegel  berührt 
werden.  Ifou  drficlce  aho  die  Bedingiuig  ans,  dais  dio  Ebene 

den  Kegel 

berflhre,  so  liat  man  die  Did'erentiulgleichung  des  Problems.  Ist  ip  vom  Gratlc  «i, 

80  werden  dio  Differentialqdotienien  im  Allgemeinen  bis  tarn  üradc  mim  —  i) 
rorkommca. 

lö* 
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Denn  die  Invariante  des  diesen  Complexen  gemeinsamen  Geraden- 
paares: 


2  • 


cx^ 


cx^ 


<?9 


2; 


rqp 


fx„ 


€X^ 


''cx„ 


'(X„ 


9» 


9 
Z 


veräcbwiudet. 

FOr  Itesondere  Geiaden  der  Linienfliche  werden  andi  sümmtlicbe 
Unterdeterminanten  dieser  Invariante  verschwinden.  Es  sind  dies  die 
sogenannten  smguUirm  Erzengenden  der  LinienüSchey  die  ihre  con- 
secntive  schneiden.   Zu  ihrer  Bestimmung  erhält  man: 


0  « 


dx~ 


dx„ 


dx„ 

1 


(•fp 


cx„  cx^ 

dx„  'dx,- 


äx.  äx. 


dx^  cx^ 


Diese  Gleichung  ist,  wenn  ifty  i>,  %  bez.  vom  Grade  m,  n,  p  sind,  vom 
Grade  2{m  -f-  w  +  J>  "^).  Man  erhält  also  den  Sata:  die  Linien- 
fUichcj  ivckhe  drei  Complexen  beg.  vom  Grade  m,  n,  p  gemeinsam  isi, 
hat  im  Allgemeine» 

4mnp  (»*  -j-  »  +  jp  —  3) 

sifKjvlärc  Erzcmjmdc*). 

Ks  rriclit  jiun  sprrirUe  Linienflachen,  deren  sammiliche  Linien 
siiiL^nIäi ('  Kr/.engen<le  siud,  <1.  Ii.  iliro  consecutiveii  scliiicid«'!!.  Dies 
siiul  die  J)(  rrlojtjnihhii.  »^ie  sind  dadurch  cliaraktcrisirt ,  dass  für  sie, 
vermöge  cf  =  ^) ,   i;''  =  (i,  %  vorslelicndt!  (Jleichuiig  identisch 

erfüllt  ist.   >iiu\  al.su  (f  und  t  gegeben  und  lietraclitet  man  x  '•■'^ 
bekannt,  so  stellt  tlirsi  (il(  t<  /niny  die  J)//}c)  t  )(/ail</!' i'  /,i(ii<i  für  die  Deie- 
loppahlcn  der  Cotujruenz  9?  =  0,  ^'  =  0  dar,  was  das  i'ruldeni  ist. 
Dieselbe  wird  insbesondere  linear,  wenn  9,  =  0,     ==  0  eine  specielle 
Congruenz  ist. 

Die  UmhOllungs-Gorven  der  Ckmgnienz  zweier  zu  derselben  Singa- 
laritätenflache  geh5riger  Gomplexe  zweiten  Grades  werden  vrar  in  etwas 


•)  ]>ie8elbe  Zahl  bat  auf  etwas  anderem  Wege  Herr  Lflroth  abgeleitet:  sur 
Theorie  der  windschiefen  FlOdieu  (Borchardt*s  Journal  Bd.  67). 
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anderer  Weise  totimmen,  indem  wir  nämlich  die  Congmenzgeradcn 
dmrch  zwei  Parameter  ausdrficken  und  dann  die  Bedingmig  aufstellen, 
daas  sich  zwei  benachbarte  Congruenzgeraden  schneiden.  Zu  diesem 
Zwecke  mag  hier  die  Bedingung  gegeben  werden,  unter  der  sich 
Oberhaupt  zwei  benachbarte  Gerade  (x)  und  (x  +  dx)  schneiden.  Damit 
eich  zwei  Gerade  {x)  und  (y)  schneiden,  muss  sein 

Ist  aber  yu  =  Xa-\-  dxa,  wo  ist  diese  Gleichuug  identisch  befriedig, 
weil  die  ffat  ftle  Linien •Goordinaten,  an  die  Gleichuug  lij/a'  —  0  ge- 
kuOpft  sind,  was,  wegen  £xm^  —  Of  auf  ZXadXm»^0  ftihrt.  Setzen 
wir  jetzt  ym'^^a-j-  dXu     ^^aj  BO  haben  wir  einmal ,  wegen  Zjy«'  0: 

ZXa  dXa  =  0,         2:(2.;„      .r„  +  tLrJ)  «  0. 

Autlereiseits  wird  die  Bedingung  des  »SLliueiUciis 

ZXa  <P.r„  =  0 

und  diese  reducirt  sich  vermöge  der  leizieu  Gleichuug  auf 

^  2:  (1x^  =  0. 

Dies  i<f  die  Bcdiiujuiig  für  das  Schneitlen  zweier  consecuHveth  Ge- 
raden, wddiß  im  Folgende»  amgewandt  werden  wird*), 

§3. 

Elliptische  Goordinaten  zur  Bestimmung  der  geraden  Linie '^'^). 
Bestimmung  verschiedener  ümhtillungscurven. 

Ich  werde  jetzt  stntt  der  bisher  gebrauchten  homogenen  Linien- 
Coordinaten  Xi , . ,  x^,  welche  an  die  Bedingungsgleichung 

ZXa^  —  0 

gebunden  waren,  vier  von  einander  unabhängige,  nicht  homogene 
Coordinaten  A, ,  X^,  X^,     einführen.  Dieselben  werden  in  der  folgenden 

Weise  definirt. 

In  einer  früheren  Arbeit  (diese  Aun.  t.  II)  habe  ich  gezeigt,  dass 
die  Coraplexe  zweiten  Grades  mit  gemeinsamer  Singularitätenfläclie  in 
der  iblgenden  Weise  durch  einen  Parameter  X  dargestellt  werden  können: 
Q  ^  ^    V  _^  

Coür<li)mten  der  eben  betnuliteteii  Art  sind.  Die 
gemeinsame  Singularitäteutlächc  ist  iu  dem  allgemeincu  Falle,  auf 


*)  Lie  benutzt  als  Bedingung  für  das  Prlineiden  zweier  consecutlTen  Geraden 
(oder  die  Berührung  zweier  consecutiver  Kugeln)  die  folgende; 

dx*  +  iUß  +  {id  n =  0 . 

**)  Yergl.  eine  jS'uto  in  d«a  Göttioger  Nuchrichteo.  1871.  Ilr.  1. 
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welchen  diese  kaiioiiist  he  Form  passt,  eine  Kummer 'sehe  Flütliq  vierteu 
Grades  mit  1(5  Kiiuteiijiuukteu. 

Nun  kann  mau  ilie  vorstehende  (ileichun«,',  wenn  man  für  die  x 
die  C'oordinatcn  einer  ^t'raden  Linie  setzt,  als  (.'ine  ( (k'icliun<^  für  A 
betracliten.  Dieselbe  ist  vom  vierten  (irade,  da  die  beim  Ilerauf- 
multiplicireu  auftretende  Potenz  den  verschwindenden  FacUir  2Jx^ 
liat.  Die  vier  Wurzelu  der  Gleichung  sollen  A,,  A^,  A3,  A^  heisseu; 
sie  sind  es,  die  fortan  als  Gootdinaieii  der  (Geraden  benutst  werden. 
Diese  vier  Ooordinaten  gt^en  also  den  Werth  des  Paramekrs  X  der' 
jmigcn  vier  Conq^lcxe  des  Sysiems  an,  denen  die  fragliche  Gerade  an-  * 
gekßrt, 

Wie  man  sieht,  ist  diese  CSoordinataibestimmuug  der  allgemeinen 
Jacobi'sehen  Methode  der  elliptischen  Ooordinaten  analog.  Bei  der 
Jacobi 'scheu  Methode  hat  mau  nur  eine  Gleichung,  und  zwar  eine 
nicht  homogene,  von  der  Form*): 

■ 

■  "      _  I 

während  hier  zwei  humugeue  Gleichungen  gegeben  sind: 

Diese  allgemeinere**)  Art  elliptischer  Coordinaten  findet  sich  luemt 
bei  Herrn  Darboux  erwShnt***)  und  werden  von  ihm  iu  eiuem  neueren 
Aufsatze  entwickelt  f).  Er  bezeichnet  dieselben  als  die  erste  Derivation 

der  ^ewrdinliehcn  elliptischen  Coordinaten,  insofern  er  auf  sie  durch 
einmalige  Anwendunj^  eines  Processes  jjfefuhrt  wird,  durch  den  er  aus 
jedem  Ortbogoualsysteme  ein  neues  Orthogonal system  herleitet.  Auf 

tUis  »System  der  confocab-n  Fläcbeji  zweiten  Grades  angewandt,  ergiebt 
der  IVocess  dtis  Darl)f)ux-Moutar(rsebe  Orthogonalsystem  der  Flächen 
vierten  Grades,  die  den  ima<;in;iren  Kreis  duj>i)elt  enthalten,  und  auf 
tlieses  System  be/ielien  sieb  ilie  neuen  CoorUiuateu.  (Vcrgl.  hierzu 
auch  den  vorstehenden  Aufsatz.    §  2.) 


*)  Bei  Jacobi  nt  dem  Taranicter  X  eio  anderes  Vorzoivhen  ge|re1>en,  wm 
aber  nicht  vorthcilliall  scheint. 

Als  (ühfrtni  iurr  k;iiiii  man  «lirM-  foofliiialeii  liczcii  linen ,  tla  sich  aus  iiincn 
ili«'  L''  \viiliiilii lu  ll  ( 1.-1  ln;u  Coiniliiiatcii  er^rclirn  ,  wenn  zwei  «li-r  .f^  ziiH.iniiDcn- 

fallen.  Ks»  wiirde  die»  einer  Aiisartunj{  der  KuniuierVcheit  Flfu  lie  ni  eiuu  Fiilclie 
mit  Doppclliuio,  d.  k.  in  eine  Plficker'itcho  ComplcxflücUe ,  cuUiprcchcn. 

Comptes  rcndiu.    LXIX.    18G9,  2.   Sur  unc  noavellc  sdric  de  ^stömes 
orlhoßonaux  alg^briqucs. 

f)  Coinptf's  rpiidiis.  J,X.\II1.  1S71,  '1.  1>08  couibcs  (racces  sur  uno  Sttriaoe 
et  Juut  la  tt^ihcre  Oüculutricc  Cbt  taiigcnte  eii  cbaque  point  u  la  turface. 
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Wir  werden  zunächst  die  frQheren  Coordinaten  Xa  durch  die  neuen 
ansdrfickeD.  Zu  diesem  Zwecke  mag  f(X)  den  Anadmck  beseichnen: 

 Ä-A). 

So  hat  man  bekauDtlich  die  Relationen: 

/  l^A.)  /  (^a)  f  (*«)  '  /  (^«)  ' 

/n  i^o/5re  äcssett  situl  die  Xa  durch  die  faUji  ndf  GUichung  gegeben: 

QX.  ^..^^   .  . 

In  der  That  überzeugt  man  sich  in  Folge  der  zwistlieii  den  f{li)  oxi- 
stireiiden  Gleichungen  ohne  Weiteres,  dass  diese  Werthe  von  Xg^  sowohl 
der  Gleieluing  l^x"^  =  0  als  den  vier  Coniplexgleicbuiigeu  genügen, 
welche  den  Werthen  A,,  Aj,  A.,,  A,  von  A  entsprechen. 

Wir  mögen  beiläufig  erörtern,  wie  durch  die  Parameter  A  die 
hauptsächlichen  Elemente  des  gegebenen  Complexsystems  und  der  mit 
jlmi  Terknflpften  Kammer'sdieii  FlSehe  dargestellt  werden*). 

Sekt  man  zwei  Parameter  1^  etwa  uid  A|,  einander  gleich, 
so  hat  man  eine  Tangente  der  Knmmer'schen  Flache.  Betrachtet 
man  and  als  constant,  w&hrend  =  alle  Werthe  durchlaoft, 
so  erbÜlt  man  das  Büschel  aller  solcher  Tangenten,  welche  die  Flache 
in  einem  Punkte  berflhren.  Ii  und  charakterisiren  also  den  Be- 
rflhrungspunkt;  man  kann  sie  als  CSooirdinaten  des  Punktes  auf  der 
Fläche  auffassen**).  Die  von  den  Tangenten  in  zwei  Punkten  (A,,  k^) 
und  (il'i,  A'2)  gebildeten  zwei  Büschel  sind  dabei,  gleichen  Werthen 
von  A3  =3  A|  entsprechend,  eindeutig  und  also  projectivisq^  auf  ein- 
ander beziOgen. 

Setzt  man  drei  Parameter  einander  gleich,  so  erhalt  man  die 

Hanpttangenten  der  Fläche. 

Nimmt  man  die  vier  Parameter  paarweise  gleich,  so  hat  man  die 
Linien,  welche  die  IG  Doppele]>enen  der  Fläche  ausfüllen  und  diejenigen, 
die  durch  die  16  Doppelj)Uuktc  hindurchgehen. 

Endlich  die  Annalnue,  dass  alle  Parameter  einander  gleich  sind, 
ergiebt  die  Tangenten  der  in  den  ](>  Doppelebenen  gelegenen  Berüh- 
rungskegelschuitte,  sowie  die  Erzeugenden  der  in  den  16  Knoten- 
punkten berührenden  Kegel. 


*)  Wogen  der  Beweise  siehe  den  Aufsats:  Zur  Theorie  der  Complcxe  etc. 
diese  Ana.  lid.  II. 

**)  Die  Conren  1|  1%'^^  *utd,  wie  noch  gezeigt  werden  aoll,  die  Haopt- 
tangenten-Cinnren  d«r  Kammer'ichen  FlSohe. 
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Die  einem  Ijestimmten  Gomplexe  des  Systems  angehörigen  Greraden 
erhalt  man,  wenn  man  einen  der  Parameter,  etwa  X^,  dem  betreffenden 
X  gleichsetzt.  Nimmt  man  zwei  Parameter  coustunt,  etwa  und  A„ 
80  hat  mau  die  Linien  der  Cungruenz,  die  den  beiden  Coniplexen  A  =»  A^ 
und  A  SB*  A4  gemeinsam  ist.  Ist  dabei  gleichzeitig  A .  =^  A , ,  so  Ii:it  man 
die  siinguViym  Lmicti  des  Complexes  X  =  X  ^  =  A^.  Durch  den  Werth 
von  Aj  «=  A,  wird  also  in  jedem  Tangoiitonhüschol  der  Kummer 'scheu 
Flache  diejenige  Tangente  Ijestimnit,  die  dem  Complexe  A  ==  A,  =  A, 
als  singuläre  Linie  zuu;ehört.  It-t  ?. .  =  A,  =  l:„,  so  sind  die  singulären 
Ijinien  Doppclfanf/rnfni  der  K  um  111  e r  sehen  Flärhe,  niimlieli  diejeuigeii, 
welche  dem  unter  den  L'unndexen  des  Systems  V)etiiulliehen  linearen 
( l''uiHl:imrnt;il -)  C'omidexe  ./„  =  0  angehören.  —  Sind  drei  Parameter 
constant,  etwa  A,,  A.,,  A^,  su  erliiilt  man  die  Erzeugenden  der  den  drei 
Comjdexen  A  =  Aj ,  A  -=  Aj,,  A  =  Aj  gemeinsamen  Linientläche.  Ist 
dabei  A.^  =  A.,  A^ ,  so  hat  man  die  singulären  Linien  des  Gomplexes 
A  s  A, "»  A3  Aj,  welche  die  Kummer 'sehe  Fläche  osculiren.  Wenn 
der  gemeinsame  Werth  Yon  A,  »  A3  A^  gleich  Ä-«  ist,  so  sind  dies 
?ierpunktig  berührende  Linien.  Und  zwar  erhält  man,  wenn  man  a 
die  Werthe  1  ...  6  ertheilt,  alle  vierpunktig  berfihrenden  Linien  der 
Kummer 'sehen  Fläche,  ausser  denen,  die  die  BerUhrangskegelschnitte 
in  den  16  Doppelebenen  taugiren*).  —  Endlich  die  Annahme,  dass 
alle  Parameter  constant  sind,  ergii  ht  die  den  Complexen  Ab  A, ,  A  A,, 
Aa-sAj,  A«Aj  gemeinsamen  1)2  geraden  Linien.  Ist  dabei  A,  ^  A  ,  =  A.,  =  A„ 
SO  hat  man  die  32  ausgezeichneten  singulären  Linien  des  Coiuplexes 
A  A,  A,  =  A,  ==  A,,  welche  Taugeuten  der  Herührungskegel- 
üchuitte  iu  den  Dop{ielebeiieu,  bez.  Erzeugende  der  berühruugskegel 
in  den  Doppelpunkten  sind. 

Die  n^uen  Coordinaten  A,,  A,,  A,,  A4  wollen  wir  jetzt  iu  die  Glei* 
chnug 

einsetzen,  welche  ausdrückt,  dass  sich  zwei  consecutive  Linien  schneiden, 
Mau  findet: 

a,  - 1,)  (i,  -  2,^  (X,  -  X4) 


tJA,  ^^^^^ 


-f-  rfAj*  -        ^*      "  ^'^     ~  ^«^ 


_L^J2    (A4  —  ^j)  U»  —  i,)        —  l^) 


*)  Yergl.  die  Arbeit  von  Lie  und  mir:  Ueber  die  Uaupttangonten-Curven 
der  Kaminer*8chenFlftche.  Monattberichte  der  BerL  Akademie.  1870.  Deoember. 
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Diese  DüferentialgleiGhiuig  wird  nun  in  einigen  Emilien  ohne  Weiteres 
qnaclrirbar. 

Es  tritt  dies  insbesondere  ein  Itlr  die  Congmeuxeu  je  sweier  Gom- 
plexe  des  gegebenen  Systems.  Setast  mau  nämlich  A3  und  A4  conslant, 
also  <f  A3,  dl^  gleich  Nnll,  so  hebt  sich  der  Factor  (A,  —  A,)  fort  und 
man  erhäU  dU  IHfferenHälgleU^iung  der  ümMUnnffS-Curven  der  Con- 
ffrueng  in  der  Form: 

Setzt  man  iu  dieser  (Tk'icbuug  X^==X^,  so  hat  man  die  Umhüllungs- 
Curvm  der  shujularcn  Linien  des  Complcxes  A  =     =  A|. 

Ist  insbesoudere  A.,  =  A,  ==  Ica,  so  hat  man  die  Ui)fhi(llnv(fft-Cunrn 
derjenigen  Doppelt av<}rnten  der  Ku  in  ni  r raschen  Härh<\  dir  drni  Cmn- 
jjlrrc  =  f»  (üu/rliunn.  Diese  Doppeltujigenten  bilden  l>ekanntlieh 
eine  allgenieiue  Congruenz  zweiter  Ordnuug  uml  zweiter  (Jlassej  fiir 
diese  Coiigruenzeu  i.st  also  das  Proldom  3)  gelöst. 

man  in  die  vorstehende  [)ifferentialgleichung  A|  =  A^,  A.,  =  Aj, 
so  wird  sie  identisch  befriedigt.  Die  Ooui^n-iienz  A,  =  X.,,  A.,  =  A,  ist 
also  eine  solche,  in  der  jede  (Jerade  alle  ihre  benachbarten  schneidet. 
Jri  der  That  stellen  die  (Heiehungen  A,  A,,  A,  =-^A,,  wie  schon  be- 
merkt, diejenigen  Geraden  dar,  weiche  entweder  in  einer  D()j)pelebene 
der  Kummer  sehen  Fliielie  liegen  oder  durch  einen  Doi>iielj)Uid<t  hin- 
durchgehen. Ihre  fiesanmitheit  bildet  eine  Con'^ruenz  16""'  Ordnung 
und  Classe^  welche  allerdings  die  geforderte  Eigenschat'i  hat. 

Endlich  sei  Aj  =  A^,  =  A^.  ISo  wird  die  vorstehende  Düferentiul- 
gleichuug: 

(fA,  =  0,  also  A|  =  Const. 

Dies  sind  die  Haupttangetdm-Ctirven  der  Ktimmcr'scJien  Fläche.  In 
Worten:  Die  Haupttangenten  -  Curven  der  Kummer 'sehen  Flache 
werden  jedesmal  von  solchen  Punkten  der  Fläche  gebildet,  in  welchen 
die  zweite  Hanpttangente  einem  bestinmiteu  Complexe  des  Systems 
als  singnläre  Linie  angeliört.  Es  sind  dies  dieselben  Curven  1(5'^'  Ord- 
nung, welche  ich  in  dem  t'nUieren  Aulsatze:  Zur  'i'heurie  etc.  (diese 
Annalen  t.  II.)  in  Nr.  IS  Ijetrachtet  hatte.  Dass  die  Ilaupttangenten- 
C'urven  der  Kummer  sehen  Flüche  algebraische  (-urven  der  Ord- 
nung sind,  hat  zuerst  Lie  gefunden,  indem  er  seine  Abbildung  studirte, 
die  Liniengeometrie  iu  Kugelgeoinetrie^  Haupttangenten  -  Curven  in 
KrflmmmigB-Omnren  flberführt.  Sodann  bemerkte  ich  die  IdenttUli  der 
fraglichen  Hanpttangenten*  Curven  mit  dem  früher  von  mir  unter- 
suchten Gurvensysteme,  und  bestimmte  im  Anschluss  hieran  die  Singa* 
laritaten  derselben.  Diese  Resultate  haben  Lie  und  ich  in  einer  ge- 
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nieinsameu  Arbeit  dargestellt'*').  Hierauf  fund  ich  den  hier  Torgetragenen 
analytischen  Bewei»'*'*)  und  erkannte  endlich*?*),  dass  sich  die  ganze 
liestiinmungsweise  der  Haupttangenten  -  Curven  durch  die  zugehörigen 
Complexe  unter  ein  allgemeineres  liniengeoinctrisches  Theorem  sub- 
suiiiirt,  das  dem  Dupiu 'scheu  Tiieoreme  der  metrischen  Geometrie 
eiitspriclit.  Dieses  letztere  ist  in  dem  vorhergehenden  Aufsatze  aus- 
führlitluT  dargelegt,  und  dort  auch  gezeigt  worden,  wie  dasselbe  die 
Uestiuimung  der  lJaupttangenteii-('urven  der  Kummer'schen  Flache 
umfasst.  —  Es  sei  noch  heuu  rkt,  dass  die  G  Haupttangouten -Curven 
X^  =  ka  die  Curven  der  vierpunktigen  Berührung  auf  der  K umnier'- 
achen  Fläche  sind. 

§  4. 

Bfistimmimg  der  latognUiehiii  dar  aUfemeintn  Complexe  nroitoi 

GradM. 

Die  Einführung  der  neuen  Verinderlichen  X^,  l^,  A,,      in  die 

Diä'ereutialgleichuug  « 

£dxa^  =  0 


0-/^12    at  -  >t)  Ol  -  >»)  dl  -  14)  , 


Die  partielle  Differentialgleichung,  welche  die  i^dellen  Complexe 
charakterisirte: 

wird  also  nach  bekannten  Methoden  Obergehen  In: 

o«=f^Y.^  /■(i.)  

\{t  l/    Ii,  —        -  Aj)  (Z,  — i,)  '  V  V    (ilj  —  ViH^  — ^4)  (1.  —  i.)  '  . 

Nun  ist  aber  bekannt f),  dass  eine  Differentialgleichung,  wie  die 
vorstehende,  ohne  Weiteres  eine  vollständige  Lösung  (mit  drei  will- 
kürlichen Constanten)  ergiebt,  nämlich: 

V     *  VfUi) 
Lassen  wir  a,  h,  C  der  Reihe  nach  alle  möglichen  Werthe  an- 
nehmen, so  stellt  auch  die  Gleichung 
  9  —  0 

*)  Monatsberichte  der  Dorl.  Akad.    1870.  Deccmbor. 
♦•)  üöttinger  Nachrichten.    1871.   Nr,  1. 

GOttinger  NaohnoUeii.  1871.  Nr.  8. 
t)  YeiigL  Jaoobi*a  Yorlemmgen  über  Dynamik. 
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dreifach  unendlich  viele  specielle  Gomplexe,  dreifoch  unendlich  yiele 
Fl&chen  dar.  Jeder  in  der  allgemeinen  LSsnng  enthaltene  Complex, 
d.  h.  jeder  Gomplez,  dessen  Linien  eine  Fliehe  amhflUen,  wird  als 
Umhfillongsgehilde  von  zweifach  unendlich  vielen  dieser  Flächen  er- 
halten; 

Nan  behaupte  ich,  dass  die  Fläche  9)»0  mU  dm  Constanten  a, 
h,  C  gcmnnsmncs  Jntajrcü  der  Imdni  Coni}ih  .rr  X  =  n  und  X  =  h  is(*)f 
d.  fa.  dass  das  eine  Systom  Hiui[>ituiigeiiteu  der  Fläche  dem  Complexe 
X  =  a,  da-s  andere  diiii  (joriiplexe  X  —  h  angehört,  oder,  was  dasselbe 
ist,  dass  die  FJäclie  mit  dem  Com])lexe  X  =  a ,  sowie  mit  dem  Com* 
^plexe  X  =  h  eine  specielle  Congruenz  gemein  hat. 

Um  dies  m  beweisen,  ist  nur  zeigen,  dass  der  Differential- 
gleichuug  der  speciellen  Congrucuzcu: 

Genäge  geschieht,  wenn  man  statt  9>  eine  der  hier  gefundenen  Flächen 
und  statt  ^  etwa  (A,  —  a)  oder  (A,  —  h)  nimmt.  27  ^^^y verschwindet 

aifer,  da  9  ein  specieller  Complex.   £s  bleibt  also  nur  noch: 

oder,  unter  Anwendung  der  Ooordinaten  A: 

r^^dv  I   

"    Fi;  Fi;  (i,-i,)(A,^a,)(i, -i*)"'"' 

Aber       ,  ^  ,        veröchwiudeü,  da  ^  »=  A,  —  a,  oder  ^  =  A4  —  h 

nur  von  A.  abhangt   Andereraeits  ist  ^  ==         «ykrjS  und  ver- 

schwindet,  wenn  A,  =  o  oder  =  b  gesetzt  wird.  Der  Differentialglei- 
chung der  speciellen  Congruenzen  wird  also  allerdings  Genüge  geleistet. 

Der  Werth  der  Constaiite  C  in  der  Gleichung  von  qp  kommt  ilabei 
gar  nicht  iu  Betracht.  Wir  haben  also  den  k?at7, :  Je  zwei  Complexe 
X  —  eiy  X  ^  h  der  zu  der  K  u  itnn  er 'sehen  FUuhe  (jchörigm  Sdiaar 
Juibcn  eniftuh  lOiendlieh  virlr  (frmeinsame  Intvjraliläelien. 

Liisst  niuu  aus.ser  C  auch  noch  h  sich  ändern ,  so  erhält  mau  zwei- 
fach unendlich  viele  Integralflacheu  des  Complexes  X  —  a,  also  eine 
vollstäudige  Lösung  der  mit  dem  Complexe  verknüpften  partiellen 
Differenüalgleichuug.  Die  allgemeine  Lösung  umfasst  alle  Flächen, 
die  das  UmhüUuugsgebüde  von  einfoch  unendlich  vielen  Flächen  ans 


*)  Dabs  zwei  Complexe  des  Systems  einfach  uuendlich  viele  gemeinsame  In- 
togndfl&chen  habeo,  bildet  den  Au&gaogspuukt  der  bes.  Ueberlegungcn  von  Lie. 
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der  so  bestimmten  zweifach  unendlichen  Schaar  sind.      Hicmath  ist 

äaa  FrohJem  2)  für  aUgemmic  Complexe  znu  Ifen  Graden  crlrdigi. 

Die  gefundenen  Integralflächen,  welche  Uen  Complezen  A  rr  und 
A  2>  gemeiui^ain  sind,  stehen  8tt  den  Ijuiliüllungsgeraden  iIit  Cuu- 
gmenz  A  =  «,  A  =  welche  im  vorigen  Puragraplien  bestimmt  wurden, 
in  einer  bemorkcnswertlien  Beziehung.  Wir  gelangen  zu  derselben 
durch  folgende  Uoberlegiiug. 

In  jtnk'iu  Punkte  einer  solclien  Integralflächc  giebt  es  zwei  Ilaupt- 
ian^cnten,  von  denen  die  eine  A  =  .  die  andere  X  angelii»rt. 
Die  Fläche  wird  nach  der  einen  (ieiatlen  von  »lein  einen  Complex- 
kegel,  nach  der  anderen  von  dem  anderen  ( 'onijdexkegel  heriUn'l. 
l'allen  die  ]>eiden  ilaupttangenten  zusammen  ,  so  müssen  sich  die  beiden 
Kegel  gegenseitig  berühren.  Diis  heisst,  anders  ausgesprochen:  Die 
parabolischen  Punkte  der  lutegralfläche  liegen  auf  der  Brennfläche  der 
Congnienz  A,  »  a ,  A^  5.  Setzen  wir  aber  in  der  Gldchung  der 
Integral  tläche,  um  das  Gesetz  der  parabolischen  Tangenten  zn  finden, 
A3 «  a  und  A^  =     so  kommt: 


Das  aber  ist,  nach  dem  vorigen  Paragraphen,  eine  der  Umhallungs- 
Curven  def  Oongruenz  der  Complexe  A,  und  A^.  Nach  dieser  Um- 
hüllnngs-Ourre  wird  die  Brenufläche  von  der  Inte<j;ralfläche  geschnitten, 
ihre  Tangenten  sind  gleichzeitig  die  parabolischen  Tangenten  der 
letzteren.  Die  parabolischen  Tangenten  einer  Fläche  können  aber, 
wie  man  zeigen  kann,  nicht  anders  eine  Curve  umhüllen  (dieselbe 
mnsste  denn  eben  sein,  was  hier  auszuschlicssen  ist),  als  wenn  die 
Curve  eine  Rückkehrcurve  ist.    So  haben  wir  denn  den  Satz: 

•  Die  jparah'il/srhr  Cnrvf  dn-  Jnfcf/ndfUicJw  ist  eine  Hüdduhrcnrvc 
dersclhni.  Sic  lityt  auf  der  lircnnjlächc  der  Congrumz  A3  a,  A4  »  6 
und  ist  eine  der  VndiilUnntjs- Curven  der  Congrnens. 

Ans  der  Bedeutung  der  Siugularitätenfläche  folgt  ferner,  dass  die 
Tntegralfläche  überall  dort,  wo  sie  di(;  Singularitiltenfiiuhe  trifft,  sie 
berühren  muss.  Denn  der  ( 'om})lexkügel  a  oiler  h,  der  von  einem 
Punkte  der  SingularitätenHäche  ausgeht,  hat  sich  in  ein  El)enen]»aar 
aufgelöst,  dessen  Durchschnitt,  die  zugeordnete  singuläre  Linie,  die 
SingularitiUeiitläche  berührt.  Die  Integraltliichc  kann  den  ausgearteten 
Kegel  nicht  anders  berühren,  als  indem  sie  die  singuläre  Linie  be- 
rOhrt.  Die  Integralflache  berührt  also  in  jedem  Punkte,  in  welchem 
sie  die  Singnlaritatenflache  trifft,  die  beiden  zugehörigen  singulären 
Linien  der  Complexe  a  und  d.  h.  sie  berflhrt  die  Singularitäten- 
flache  selbst. 

Wir  erhalten  die  singuläreu  Linien  dos  Complexes  a,  die  zu  den 
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Pankten  der  BerflhnuigscQrve  gehören,  wenn  wir  in  der  Gleichung 
der  Integralflftche         ^i^^a  setzen.   So  bleibt: 

J  '     m^T)     JJ  ^     Vax,)  ^ 

Diese  Gleichung  bestimmt  mit  A3  »  I4 »  a  zusammen  die  fraglichen 
singulären  Linien.  Andererseits  können  wir  sie  —  da  nach  dem  vorigen 
Paragraphen  und  il,  als  Coordinaten  eines  Punktes  auf  der  Singu- 
larilatenflache  angesehen  werden  können  —  geradezu  für  die  Glei- 
chung fler  BeriiLrungscurve  halten.  Wir  haben  so  den  Satz: 

Die  Inicgrcdflächc  berührt  iVic  ShifjularitätmfUickß  nach  JSrstreckung 
einer  Cnrrc,  deren  Glckliuvg  die  rnrsfrjniofr  7. 

Die  iSingularitätenfliiche  entspricht  also  einer  .singuiären  Losung 
der  mit  dem  üomplexe  verknüpften  Differentialgleichung  in  dem  Sinne, 
nh  diosollju  von  allen  lutegralfläcben  des  Complexes  nach  einer  Curve 
berülirt  wird. 

Wir  nii»geii  «.'ndlith  noch  das  Folgende  bemerken.  Hetzen  wir  in 
der  (ilcicliu)ig  einer  Infegralfilu  lie  des  Complexes  #/,  A,  a ,  so  kommt 
zur  Darstellung  der  bezüglichen  dem  (Jomplexe  a  angehürigen  specielleu 
Congruenz : 

Nun  sind  die  hier  vorkomnieuden  Integrale  hyperellij)tische,  die  ==  3 
entspreelieu.  Ks  ist  also  durch  die  vorstehende  Gleiehung  ein  llmkeiir- 
problem  iudicirt.  W  ir  sehreiben  sie  zu  dieaeni  Zwecke  in  der  Jjorm: 


J 


'dl  V(Xi  ~  a)  (Xj_-b)  . 

«A.  *  -I_  .  .  .  .  .  s  Ii 


und  verknüpfen  sie  mit  zwei  ähnlich  gebauten  tJleirlniiigen,  deren 
Integrale  sieli  aus  den  vorstehenden  durch  Differentiation  nach  den 
Parametern  a,  b  ergeben: 


J 


J  Vli  —  h.  J  fU,) 

Diese  (»leichungeii  dienen  dazu,  um  die  A, ,  A.,,  A.,  und  weiterhin  die 

a\  'ß  der  C'omplexliuie  dureh  die  u,  r,  w  aus(h-ikkt'n.    l  ud  da 

Xa  mit  den  A  durch  eine  (Jleiehung  von  der  symmetrischen  Form: 

^'  f(K) 

zusammenhängt,  drücken  sieh  die  Xa  geradezu  als  hypcrelliptische 
Functionen  der  u,  r,  ir  aus. 

Die  Coordinaten  Xa  der  Linien  eines  Linini  -  (.omplrxes  zuu  iten 
Grades  sind  hiermit  unter  Zugrundelegung  eines  &weikn  Comj^lexes  uU 
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aechrfiuih  periodisdie  kyper^H^ptisehe  FumäUmm  dreier  Parameter  u,  v,  w 
dargestdU. 

Es  wurde  bereits  wiederholt  hervorgehoben,  wie  das  von  Flachen 
▼ierter  Ordnunp^  mit  imaginärem  Doppelkreise  gebi1fl*-tp  Orthogonal- 
System  dem  System  der  Linien -Complexe  zweiten  Grades  mit  geraein- 
samer Singularituteufläche  entspricht.  Man  übersieht,  wie  man  für 
diese  Flilchen  ähnlich  wie  für  diese  Coniplexe  einen  ^Satz  aufznstelleu 
hat,  der  rlaliin  <f('ht:  f/c7,s\s  sirh  die  Coordinatvn  (hr  Fimltr  einer  FUiclic 
des  (h'ihixjonaUiistems  als  vierftirh  perinfliscjic  lii/pcrell/jifiscln-  Ftoicfioiun 
zivcicr  Faranieto'  darsfcUoi  hfsscu.  Diesen  Satz  hat  Herr  Darboux 
in  den  Comptes  Keiulua  (LXIII,  b^;')!),  1.  Memoire  siir  une  classe 
de  courbes  et  de  surfaces)  ohne  lieweis  angegeben;  er  hebt  besonders 
hervor,  wie  derselbe  auf  allgemeine  Flägheu  dritten  Grades  Anwendung 
findet,  da  drei  unter  den  Flächen  des  Orthogonalsystems  allgemeine 
l^lachen  dritten  Grades  sind.  Ein  älinlicher  Sata  gilt  offenbar  für  die 
entspreehräden  Gebilde  bei  beliebig  viel  Dimensionen. 

Noch  an  einem  zweiten  Umkehrprobleme  wird  man  gef&brt,  nSm- 
Uch  dmrcli  die  Gleichung  der  UmhOllnngscarren  der  singnlaren  Lüden: 

rm.  V  vm 

da  anch  für  sie  die  Zahl  der  snmmirten  Integrale  mit  dem  p  der  auf- 
tretenden hyperelliptischen  Fonctionen  fibereinstimmt.  Wir  setzen  sn 
diesem  Zwecke:  . 

dlfil,  —  a) 

und  nehmeu  eine  ähnbche  Gleichung  hinzu: 


J   Vm     J  Vf{k,) 


Es  sind  dies  zwei  Schaaren  auf  der  allen  Complexen  gemeinsamen 
SingularitUtenfläehe  (der  Kummer 'sehen  Fläche)  verlaufender  Curven : 
die  Umhüllungscurven  der  singulären  Linien  der  (,'omplexe  A  =  a  und 
X  =  h.  Indem  wir  statt  u  und  v  lineare  Combinationen  derselben 
setzen,  können  wir  insbesondere  a  und  h  gleich  zweien  der  0  Grössen 
ha  nehmen.  Dann  stellen  die  vorstehenden  Gleichungen  zwei  der 
Schaaren  von  Umhüllungscurven  vor,  welche  die  G  Dopj>eItangontensy- 
steme  der  Flüche  besitzen.  Mit  Bezug  auf  je  zivci  solche  Cu)  vensystonc 
sind  dann  die  Coordinaicn  der  Punlte  der  Kummer 'sehen  FUiclte  als 
vierfach  periodische  hifpereüipHsche  Funäionen  dargestellt 

Fflr  besondere  Linien- Gomplexe  sweiten  Grades  Tereinfachen  sich 
natfirlich  die  in  den  hier  genannten  Umkehrproblemen  auftretendeai 
hyperelliptischen  Functionen.  Sind  z.  B.  die  X;«  paarweise  gleich,  so 
werden  sie  Logarithmen.  Der  Complex  ist  dann  in  den  bekannten 
Complex  flbeigegangeo;  desflen  Geraden  ein  festes  Tetraeder  nach  eoa- 
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staiitem  DoppelvedialtniBse  schneiden.  Die  SingaUritfttenflilche  ist  in 
dies  Tetraeder  ftnsgeartet.  In  der  That  sind  die  gemeinsamen  In- 
tegralflachen  zweier  zu  dem  n&mlichen  Tetraeder  gehdrigen  Complexe 
durch  eiue  Gleichung  zwischen  den  Logarithmen  der  Coordinaten, 
nSmIich  durch  eine  lineare  Gleichung  zwischen  denselben  dargestellt 
Es  sind  dies  dieselben  Flächen,  die  Lie  und  ich  unter  der  Bezeich- 
nung „flädien  untersucht*)  und  .deren  Analoga  in  der  Ebene 
wir  neuerdings  in  einem  gemeinsamien  Aufsatze  in  diesen  Annalen**) 
betrachtet  haben. 


•)  Coniptes  Rendas.   1870,  1.  Sur  une  certaine  ctane  de  courbes  et  de  rar- 

facp^  r>ie  AufFasBung  der  Flächen  W  als  ^unicinsamer  IntegralflSchen  sw^er  sa 
dem  aiimlichen  Tetraeder  gehöripei'  Complexe  gfhort  Lie. 

**)  Ueber  diejenigea  ebenen  Curven  etc.   Diese  Annalen.   üd.  iV,  1. 

G5ttingen,  im  November  1871. 
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Bemerkungen  Aber  die  Enveloppe  ^iner  Fl&che. 

Von  A.  Emnki'ku  in  Göttingen. 


Sind  ;r,  )/,  z  ortliogonule  Coordiuaten,  be2;eicbuet  man  durch  t 
einen  Parameter;  setzt  zur  Abkürzung: 

80  heisst  bekanntlich  nach  Monge  die  Uanre,  bestimmt  durch  die  Glei- 
chungen 

(1)  /•-o, 

• 

dne  Charakteristik  der  Enveloppe  der  FUiche  0.  Ffir  den  Fall, 
dass  in  der  Gleichung  (1)  i  als  Constante  angesehen  wird,  sollen  alle 
▼orkommeuden  Differentialqnotienten  anf  gewöhnliche  Art  bezeichnet 
werden;  ist  aber  <  in  der  Gleichung  (1)  eine  Fonction  Ton  x,  y,  g,  in 
Folge  der  Gleichung  (2),  so  sollen  die  entsprechenden  Differential- 
quotientoii  durch  eckige  Klammern  hervorgehoben  werden.  Die  Winkel, 
welche  die  Normale  im  Punkte  {x,  y,  g)  der  eingehüllten  Flüche  mit 
den  Coordinatenaxen  bildet,  seien  a,  h,  e.  IstH  durch  die  Gleichung 
bestimmt: 

so  hat  man: 

(4)        *     fL^ji  Cosa  cos6  ,%  =  n  cosc . 

Sieht  man  in  (2)  t  als  Function  von  x,  jr»  an,  so  folgt  durch 
Differentiation  in  Besiehung  auf  diese  Variahein: 

d'f  dt  __r.    d^dii  §Vl£i  n 

d^^"^  dtdi~^  *  dt*dy'^W$y       >  dt*  d»^  dtdn^  ' 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (4)  geben  die  .vorstehenden  Glei- 
chungen: 
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d*f  dt 

Fi*  ä«  — 

■ 

et*  dy 

TT  dc08& 

,  an 

—  cos  0  , 
et  ' 

d*fdt 
dt*  dB 

dt 

dB 

In  dem  gemeinschafWchen  Punkte  {x,  y,  z)  der  eiDgehÜlHeu  nnd  der 
einhiOlenden  Fläche  seien  fttr  die  ersiere  r*  nnd  i^',  fQr  die  zweite 
nnd  r,"  die  HanptkrQmmnngslialbmesser.  Man  weiss,  dass  die  Aus- 
drücke '\-f''  nnd  rV''  Functionen  der  üifferentialquotienten  von  coea, 
C08&  nnd  oose  naek  Xf  y  nnd  »  sind.  Da  nun  in  einem  gemeinschaft- 
liehen  Punkte  für  die  einhüllende  Fläche  cosa,  cost,  cosc  dieselben 
Werthe  haben  wie  für  die  eingehüJlte  Fläche,  so  finden  die  Glei- 
chnngeu  statt: 

J7+ ^7"=  L"äs-J  +  L"5rJ  +  \rdry 

f  gcoaal  fgcosbl        [  r  coh ol  cos^^l 

L"5i"J  l  dy  ]      l  dy  W  dx  \ 

,  r?co8?>~i  r^cosci    r^coBti  rgcosci 

+  L-^J  \rdi~\  -  \rw-\  lw\  • 

Sind  die  Difoenüalqnotienten  auf  den  rechten  Seiten  der  vorstehenden 
Gleiehnngen  nicht  durch  eckige  Klammern  herTorgehoben,  so  sind  die 

linken  Seiten  gleich  4  +  ^*  und  Mau  setze  nun  in  den  obigen 

Gleichungen 


1 


dx  J 


dcxna  ,  ^cosa  dt 


1 


dm   ~    dt  dm 

uud  bilde  die  Differenzen: 

0< 

Diese  Differenzen  sind  lineare  Ausdrücke  von  ^ ,      ,  -gj  •  Substituirt 

man  für  diese  DifFerentialquotienten  ihre  Werthe  aus  (5),  so  findet 
man,  dass  in  Folge  der  Gleichung  cos^a  4~  cos^^  +  1,  in 

beiden  FÜlen  der  Factor  tou  ~  verschwindet  Setst  man  zur  Vor- 

Ol 

einfachung: 

(6)        V  -  {^y+  (^y+  (^)\ 

llftlb«in*tiMlM  Aim«l».  V.  20 
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so  üudet  mau  die  folgeudeu  Gleichusgeu: 


(0 


1 


cosa 


 ^dcoaa  dco«a   ,   dco»b  3oCM(  i   Bcouc  dcosc\  dcoah 


+ 

icosb 

+ 

dcosc 

■  Cie  (Ot 

dt 

dcoaa  dco8a 

dco»h 
dv 

dt 

+ 

ir 

dcoaa  dcosa 

9  cos  6 

dt 

(dcoaa  dcosa   ,   gcogft  gcoaS   ■   gcoac  gcoscN  gcosc 
~dM      W       dt     dV"^    dt    Tr  /  TT  ' 

Sind  ttf  ßf  y  die  Winkel,  welche  die  Tangente  zur  Charakteristik  im 
Punkte  {x^  y,  s)  mit  den  Coordinatenaxen  bildet,  so  geben  die  Glei> 
chongen  (1)  und  (2): 

_I  cos«  +  ^  cos^  4-      cos  y  =0, 

oder  nacb  (4): 

cosa  cosa     cos/84:o8&  +  ^^T'  eofi<;-»0, 

^  ^  cosa  -g^  -f  COS/)         +  cosy         =  0 . 

Durch  diese  Gleichungen  und  die  Gleichung: 

(10)  cos^a  4-  cos'jS  +  cosV  «  1  > 

r 

sind  oosa,  cos/ly  cosy  beatimmi.  Der  ErQmnrangihalbmesaeff  des  Nor- 
malschnitts, welcher  durch  die  Tangente  zur  Charakteristik  im  Punkte 
{Xf  y,  g)  geht,  werde  durch  M  bezeichnet.  Es  ist  dann:  . 

1      /        gcosa   ,        a  dcoab   ,  gcosc \ 

y  —  (cos  «         +  cos  ß  H-  cos  y  -j^)  cos  a 

I   /        gcosa   ,        a  ?co8&   ,  gcosc \  j 

+  (cos«  -\-  C08ß  -I-  cosy  — ;  cosß 

,    /  gcOSO     ,  a  dCOsh     I  gc0sc\ 

H-  (cosa         +  cosß         4-  cos  y  -^J  cosy . 

Der  Term: 

(gcosa   ,        *  ^co8&   ,  gcosc \  

cosa  %  h  0080   ^     +  cosy  —7= — )  cos  a 

lassf  sich  in  FolLfe  der  rJleielnnigeii  (0)  und  (lO'i  als  Produl<i  /.wt-ii-r 
DcteruLinauteu  dritten  Grades  darstellen}  iührt  man  die  Multiplication 
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aus,  veitährt  aualüg  mit  den  beiden  übrigen  Termen  von  ,  so  er- 
hält man  für 

D* 
M 

einen  Ausdruck,  welcher  genau  gleich  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chung (8)  ist,  wo  wieder  D  durch  die  Gleichung  (6)  hestimmt  ist. 
Hieraus  folgt: 

(U)  (^_.^„)  '  <2L(=«!. 

^    '  V,  r,        r  r  /  //  et*  R 

Die  vorstehende  Gleichung  durch  die  Gleichung  (7)  dividirt  giebt: 

oder  auch: 

Diese  Gleichung  enthält  folgenden  Satz: 

Für  die  einhüBende  und  eittgekufUe  Fläche  verkaUen  sieh  in 
einem  gemeinsehafUit^  PunkU  die  Summen  der  HrnpÜstüm- 
mmst^aXJbmeaaeif'i  aermindertum  den  KrümtnungMlbmesser  des 
NarmdlschniUs  durch  die  Tangente  der  Charakteristik ^  eu  em- 
ander,  wie  die  Produkte  der  HaupihrümmungshaSmesser, 

■  Es  ist  selbstverständlich,  dass  alle  in  den  Gleichungen  (7),  (8) 
und  (9)  vorkommenden  Differentialquotienten  so  gebildet  sind|  als  ob 

in  den  Werthen  von  cosa,  cosft,  cose  und  in  ^  die  Quantitäten 

y,  z  und  /  von  einander  ujiabliäu«j^ig  wäreu;  nach  Ausführung  der 
Diiferentiation  kann  man  den  erlialtenen  Ausdruck  mittelst  der  Glei- 
chung f  ==  0  transforaiireu.  Die  Gleichungen  (7)  und  (8),  welche 
wegen  ihrer  Symmetrie  der  Beachtung  nicht  imwerth  erscheinen ,  sind 
Bur  Aufstellung  der  Gleichung  (12)  nicht  absolut  noÜiwendig,  wie 
durch  folgende  geometrische  Betrachtung  erhellt  Die  Gharaktcdstik 
m5ge  im  Punkte  {x,  y,  z)  der  eingehüllten  Fläche ,  mit  dem  Normal- 
schnitt,  dessen  KrOmmungshalbmesser  r  ist,  den. Winkel  ip  bilden; 
ferner  sei  9|  der  Winkel,  welchen  die  Charakteristik  auf  der  ein- 
hfdlenden  Fläche  mit  dem  Normalschnitt  bildet,  dessen  KrOmmungs- 
halbmesser r/  isi  Da  nun  in  einem  gemeinschaftlichen  Punkte  für 
beide  Flächen  der  Krümmungshalbmesser  U  des  Normalschnitts  durch 
die  Taugente  der  Charakteristik  denselben  Werth  hat,  so  ist  nach 
dnem  bekannten  Theorem  £uler's: 

Die  Normalen  zu  einer  Fläche  längs  einer  Curve  auf  derselben  bilden 

eine  windschiefe  Fläche,  auf  welcher  die  Folgereihe  der  Punkte,  für 

so« 
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welche  die  successiven  Normalen  ihre  kürzesten  Distanzen  von  einander 

haben,  eine  Curve,  die  sogenannte  Strittionslinie  bilden.  Bezeichnet 
nuui  durcli  i/,,  die  Distanz  des  Punktes  (./•,  ?/,  einer  Fläche  von  dem 
l*unkte  der  Strittionslinie,  welcher  mit  dem  ersteren  Punkte  auf  der- 
selben Normalen  liegt,  so  hat  man  für  eine  Curve, 

wo  9  dieselbe  Bedeotmig  wie  Torhin  hat.  Da  nmi  liSngs  einer  Cha- 
rakteristik einhflllende  und  eingehtlllte  Fläche  dieselben  Normalen 
haben,  so  haben  fOr  beide  FlBchen  B,  und  dieselben  Werthe. 
Analog  der  Gleichung  (14)  ist  also'anch: 

Setzt  man  die  beiden  Werthe  von  liU^^  einander  rrleich,  substituirt 
für  9>  und  9?,  ihre.  Werthe  aus  (13),  so  ergiebt  sich  wieder  die  Glei- 
chung (12). 

Der  Ausdruck  der  geodätischen  Krümmung  der  Charakteristik 
ISsst  sich  auf  eine  bemerkenswerthe  Form  bringen.  Sei  ds  das  liogen- 
element  und  q  der  Krümmungshalbmesser  der  bemerkten  Curve  im 
Punkte  {Xj  y,  s),  durch  /u,  v  seien  die  Winkel  beseichnet,  welche 
p  mit  den  Coordinatenaxen  bildet.  Vfa  eine  beliebige  i?\uictiou  q  von 
Xf  y,  §  isii  dann: 

WO  wieder  cositi  coe/l  und  cosy  durch  die  Gleichungen  (9)  und  (10) 
bestimmt  sind.  Um  nun  q  zu  finden,  dilferentiire  man  die  beiden 
Gleichungen  (9)  nach  s,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (15).  Um 
das  Resultat  von  vprne  herein  möglichst  su  vereinfachen,  multiplicire 

man  die  zweite  Gleichung  vor  der  Difierentiation  mit       Man  findet 

dann:  ^  ^ 

(cosa  cosA  +  oosfii cosfi  7  +  j^'  ^  ^* 

5  V-ä^       + + ^  V  7  +  3F  — 
wo  B  die  frfihere  Bedeutung  hat  und  T  durch  folgende  Gleichung  be- 
stimmt ist: 

Auf  diese  Gleichung  wende  man  die  Formel  (15)  an,  stelle  mittelst 
der  Gleichungen  (9)  und  (10)  das  Produkt  aus  ooea  in: 

d  /l  ?co8fi\  ,    a  /l  dcosb\      a  I    c>  r\  ^cosc\ 

\n  ~dt  )       +     Kl)  -TT-)^^«'^  +  Tx      ~dr)  ^«^J' 
wieder  als  Produet  zweier  Determinanten  dritten  Grades  dar  und  führe 
die  Multiplication  aus.   Mau  erhält  dann: 
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+ 

l 

1) 

dcoea 

r< 

(oosa 

dx 

-f-  cos  6 

r'cosa 

dy 

+  cosc 

dcosa 

~dy~ 

+ 

1 

r  cos  }i 

(coso 

dcoab 

-f  C08& 

deoBb 

-f-  COBC 

i> 

et 

dx 

"?.V  " 

+ 

1 

dcwc 
dt 

(cosa 

dcosc 
dx 

4-  COS& 

-|-  ooec 

dco»c 

) 


Im  Factor  von  ^  setze  man 


^„  öooe«  

Cosa  —A —  ^ 


dcosb 


—  cos  6  —7^-  cosc 


rcoBC 


?x  dx 
der  bemerkte  Factor  wird  dann: 

COB(  (^COB«  _  ^cosftN       ^^^^  /acos«  _  gooec)  , 
V  cx  ^   '  \   rz  rr  f 

Mittelst  der  Gleichungen  (4)  lässt  sich  dieser  Ausdruck  aui'  die  Form 
bringen: 


Transformirt  man  analog  die  Faetoreo  wn  und  ^  ^  g"*^  in 

der  Gleichmig  (17),  so  Iftsst  steh  ^  folgende  merkwürdige 

Form  bringen: 

/iQ\      ^       ^        ?co»n\   ,  ?  (H  ?co%b\   ,    d  (H  ?co8c\ 
(IH)          =               ^— ;  +  +       VI)  /  * 

Die  Gleichnngen  (16)  in  Verbindung  mit 

coea  cobA  -f-  cos/)  cosfi  -|-  cosj'  ooev  a  0  - 

führen  auf:  ,  . 

±  =  _i  _L     -  . 
J?»  ^  J« 

Hieraus  folgt,  dass  T  der  KrQmmungsliallimesscr  der  planen  Onrve 
ist,  in  welche  die  Charakteristik  übergeht,  clurch  Abwicklung  der 
developpablen  Flüche,  gebildet  aus  dm  berührenden  Ebenen  zur  ein- 
hüllenden Flilelic  längs  der  Chanikteristik.  Ist  diese  Curve  eine  kürzeste 
Linie  auf  der  einhüllciidt'ii  Flüche,  so  muss  die  rechte  Seite  der  Glei- 
chung (18)  versdnviuden.  Für  die  Gleichung  (18)  gilt  dieselbe  Be- 
merkung wie  für  die  Gleichungen  (7)  und  (8),  cosa,  cos/;,  c(»sr  sind 
mittelst  der  Gleichungen  (.^)  und  (4)  zu  bilden ,  durch  die  blossen  ])ar- 
tiellen  Dilierentiahjuotienteu  einer  Function  solange  für  die  t'ülgeiiden 
Rechnungen  y,  z,  t  als  unabhängige  Variable  gelten,  dürfen  natür- 
lich in  den  erhaltenen  Ausdrfieken  kmnerlei  Bedoetionen  mittelst  der 
Gldchong       0  Toigenommen  werden. 
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Uuber  die  Darstellung  von  Functionen  durch  unendliche  Reihen. 


Von  Julius  Könio  in  Fest. 


Die  Verschiedeuheit  der  speoiellen  Methoden^  welche  die  Eni- 
Wickelung  gegebener  Fuuctioncn  in  Reihen  geben,  die  z.  B.  nach 
l'otenzen,  Kugelfuiictioiieii ,  Besserschcn  u.  a.,  fortschreiten,  führt 
uuuiitielliar  zu  der  Fraf^o ,  oh  nicht  für  «licse  Theorien  eine  umfas- 
sendere Iiehandluni(s\veise  nii'tn^lirii  wäre.  In  der  That  soll  in  dem 
Kol^'endeii  j^ezeigt  wcnlen,  duss  alle  diese  und  älinhclie  Entwickhni- 
gen  specielle  Fülle  einer  allgeiucincn  Darstellung  sind,  die  nach  zwei 
Arten  von  Entwickelungstunctionen  fortschreitet.  Der  vorliegende  Ah- 
schnitt  entwickelt  die  (iriindzüge  der  allgemeinen  Theorie  für  Func- 
tionen einer  Variabein  j  ich  werde  sodann  im  Anscbluss  die  V'eroll- 
gemeinerung  der  Theorie  für  Fauotiouen  mehrerer  Variabein  betrachten 
und  auf  den  vielfachen  Zusammenhang  eingeben,  der  zwischen  den 
Eutwickelungsfunctionen  beider  Art  besteht,  sowie  Entwickelungcn 
untersuchen,  die  eine  auf  einer  Linie  beliebig  gegebene  Function  dar« 
stellen. 


Erster  Abschnitt. 

Darstellung  analytischer  Funktionell  einer  Yariabeln 
in  endlichen  Bereichen. 

§  1. 

£iufiUirung  der  ursprünglichen  Entwickelongsfunctionen. 
Sei  eine  Reihe  Ton  Functionen 

6?oW,  öiW,   

gegeben,  die  sich  nach  einem  bestimmten  Gesetz  ins  Uneudliehe  fort- 
setzt und  denen  wir  vorläufig  nur  die  eine  Eigenschaft  beilegen,  dass 
nie  sich  in  der  Umgebung  eines  Punktes  m  sämmtlich  nach  auf- 
steigenden Potenzen  tou  m  —  e  entwickeln  lassen.  Gans  dasselbe  in 
Bezug  auf  die  Variable  0^  setzen  wir  fflr  die  Fnnctionenreihe 
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fest.  soll  die  Reihe 

(l)        F,(z,)  G,(z)  +  F,  u„)  G,  {z)  +  i-^^u,)  4-  

tieii  ( Jfii^enstand  der  üiitersuclmng  bilden.    Dahei  setzen  wir  im  Augeu- 
IjJick  iiocli  voraus,  dass  diese  Reihe  lilr  ciidliclie  Rereiche  der  Varia- 
belii  coiivergirt.    Sie  stellt  dann  in  deinselbeii  eiue  ejidlielie,  ein<leutige 
und  stetige  Function  der  Varjabelu  z  und      dar,  die  wir  mit  0 
bey.eiehneii  wollen. 

Wann  i^l  diese  Function  xiccicr  Aryunicntc  z  und  z^  in  Wirldich- 
keit  nur  Function  des  einen  Arguments  «  +  ir^?  D.  h.  wauu  besteht 
die  Functioiialgleiehaiig 

0  (z,  z^  +  h)  ==<t>(z  -\-  h  ,  z„^ . 
Es  stellt  hierin  //  eine  (irösse  dar,  die  in  drn  dnreh  den  Convergen/.- 
bereich  gegebenen  (Frenzen  beliebig  variiren  darf.    Setzt  man  nämlich 
für  4>  die  dasselbe  darstellende  Reihe,  so  erhält  man: 

F, K  -f  h)  Cr, (z)  +  F,  (z,  +  //)  G,  (z)  -f  F,  (z, -f  h)  (i,iz)-{-  = 

=  F,  (z,)  G,  {z  +  h) + F,  (z,)  G,    +  h)  -^F,iz,)G,{j!-{-h)-i-  

und  es  müssen  also  auch  die  Argumente  z^)  -(-  h  und  z  -f-  in 
Convergen/J)ereichen  liegen.  —  Für  jedes  z  und  r„,  das  im  Innern 
des  angegebenen  Bereiches  liegt,  werdcji  die  G-  und  /*'- Functionen 
auch  nach  Potenzen  von  h  entwickelbar  sein;  wenn  man  nnn  diese 
Entwickelung  für  jeden  Posten  in  2)  wirklich  ausführt,  wird  die  (  Jlei- 
cliung,  da  sie  für  alle  h  in  einem  endlichen  Bereiche  stattfindet,  nur 
so  bestehen  können,  wenn  die  Coefticienten  jeder  einzelnen  Potenz 
von  /*  gleich  werden.  Die  Vergleichung  ergiebt  folgende  Reihe  von 
Relationen : 

-  Fo  M  Go  (z)  +  F,  {z,)  G\  {z)  +  F,  {z,)  G^(z)  +  

l'I(^o)  G^oW  +F'az,)  G,{z)  +  G^{z)  +  - 

Gö'(^)  G'l{z)  +  F^{z,)  G'i{z)  +  

-  J^o ('o)  öi" w  +  jp.  w    w  +  i;(*o)    w  +  


oder  allgemeiii:  ii  dn/d 

.»jiyldyi    'iv  uih 


'  £  F''  M  G,  (z)     *  27 (rj  g;"'  (.) 


n=  1,  2,  .  . 

Siud  die  Jielationou  ,(3)  mpimtlich  erfiUlt 8Q  .wird  daim:  ^ 
(4)       +  0,)  =  F,(M^  G,(M)  +  F,  (jfo)  öl  W  4'i^,M»i^^>-4H<»^<l«' 


Digilized  by  Google 


312  Julius  Eöma. 

Da  äie  Fron  »  unabhängig  8md,  wird  man  sie  durch  EUnsetsen  eines 
bestimmten  Werthes  von  9  erhalten  können.  In  einem  speciellen  Fall^ 
der  als  Grandlage  der  folgeudeu  Entwickelungen  dienen  soll,  bestim- 
meu  sieb  auf  diese  Weise  die  F  durch  recurrirende  Formeln.  Dazu 
soll  die  Entwickelong  von  (0)  in  der  Umgebung  von  ir  e  mit  der 
pi«-"  Potenz  von  8  —  e  beginnen-,  oder  es  möge  mit  anderen  Worten 
(e)  für  e^c  wm  der  9**"  Ordnung  Null  werden. 
Dann  ist 

g;-'  w  =  0, 

sobald  ^ 

Die  Relationen  (4)  und  (3)  gehen  unter  dieser  VonuissetKung  fOr 
j9  BS  e  'in  folgende  Ober: 

Oo  {^)  K     =  F,  M  r;;  (.  )  -1-    {z„)  g\  (c) 


Ist  man  umgekehrt  voti  hcstimmtni  G- Fundionen  ausgegangen, 
welche  die  geforderten  Eif^enschaften  besitzen ,  und  bestimmt  fwr  ein 
gegebenes  ^{e         die  F  aus  {ö),  so  steUi  auch  die  Beihe 

^^oW  +  F,{B,)  a,(B)  +  FM 

die  FuneUen  4>  -|-  dar  in  der  Umgebung  von  0  =  e,  wenn  sie 
daselbst  «berhanipi  eomergiri,  wnd  die  Fumdion  0  endHitk  eindeutig  wnd 
stetig  ist. 

Um  dies  tu  beweiseni  müssen  wir  nar  bemerken,  dass  im  Punkte 
ir  c  sammtlicb«  Ableitongen  der  Function  mit  denen  der  Beihe 
übereinstimmen.  Nach  einem  von  H.  Laurent*)  bewiesenen  Satse 
wird  die  Ableitung  dner  Bsihe 

9>i  («)  +  VjC»)  +  ^jW  H  

dargestellt  durch  die  Reihe  der  Ableitungen  der  einzelnen  Glieder 

q  'i  (x)  +  <p'j{x)  +  qpa  (o:)  4-  *  •  •  • 

und  zwar  in  dem  ganzen  Bcreiclie,  in  welchem  die  erste  Reihe  con- 
vergirt,  wo  dann  natürlich  die  (p  endlich,  eindeutig  und  stetig  ver- 
laufen müssen.  Da  dies  der  Annahme  nach  oben  der  Fall  ist,  wird 
die       Ableitung  der  iieihe  nach  s  im  Punkte  z  =  0  sein: 

F»  C)  ej"  (e)  +  F,  («.)  ei"  (e)  +  .  •  •  +  J-.-.  (»,)  Gl'L .  («)  +  F.  W  el*(e) , 


*)  Th^»e,  prdient^e  &  la  facnlttf  des  loienoes  de  Vaa<7,  and  aaeh  in  seiner 
Tb^rie  d«e  r^os  p.  100. 
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'  da  die  ferneren  Glieder  fUr    »  c  verschwinden.   Das  ist  aber  nach 
(5)  nichts  aad«K8,  als: 

oder  wie  man  aus  der  ersten  Gieiehung  der  (ö)  ersieht: 

Es  folgt  hieraus,  duss,  so  lange  die  Reihe  oonveigirt  nnd 
^{ß  -\-  Tq)  endlich  stetig  uud  eindeutig  verläuft,  die  Reihe  die  Fono- 
tton  <t>  (i?  -f-  auch  wirklieh  darsteUi  Mail  sidit  aber  auch  leicht, 
daas  die  Reihe 

(^^0     (r)  -f-  F,  (Fo)  ö,  (r)  +  F,  M  Cr,(z)  

keinesfalls  conver^irt,  sobald  die  Function  <t>  {z Zq)  eine  Unstoii;^'keit 
darbietet.  Es  inuss  dajui  eine  Abloitinif^  von  <t> ,  also  aiieli  die  liiiko 
Seite  einer  nieichiing  (5)  unendlich  werden.  Ist  dies  mit  tler  /  ' "  der 
Fall,  80  wird  der  r^"  Coefficient  der  Keibe  uueudlich  uud  die  Reihe 
divergirt. 

Dass  die  betrachtete  Reihe  für  =  c  eiuen  endlichen  Werth  be- 
sttat,  ist  nach  den  angenommenen  Eigenschaften  der  G  evident.  Wir 
wissen  auch,  dasa  dieadbe  nicht  blosa  in  dem  einen  Punkte,  sondern 
in  einem  wenn  auch  noch  so  kleinen  Bereiche  um  denselben,  einen 
endlichen  Werth  besiiet*)  nnd  haben  auf  diese  Weise  den  folgenden 
Sats  eriialten: 

*   

Eme  FuneHon  ^(0  +  #0)  ^  enhndselbar  m  eine  Seihe,  die  muA 
den  FtmeUone»  (ß),  Gf  (g),  . . .  fortsekreitef,  wenn  sie  encBu^  äeUg 
und  eindevHff  ist  in  der  Nahe  des  PwiMes  c  + 

Die  von  den  Entwickelnngsfiinctionen  voran^geselsten  Eügenschaf- 
ien  sind,  dass  sie  sich  um  den  Punkt  e  in  Reihen  entwickeln  lassen, 
die  nach  Potenten  von  $  —  e  fortschreiten  und  dass  hierbei  die  Ent- 
wickelung  von  Gg  (s)  mit  der  p*"  Potenz  von  z  —  c  beginne. 

Zum  Schlüsse  dieses  Paragraphen  noch  die  Bemerkung,  dass  die 
Taylor 'sehe  Reihe  selbst,  wie  diess  für  eine  systematische  Herleitung 
wünschenswertli  scheint,  sich  nach  denselben  Priucipien  entwickelu 
lasst.  Man  kann  hierzu  von  der  für  die  ganze  Ebene  gültigen  Reihe 
für  die  Exponentialgrösse  aiisfjohon,  die  mit  elementaren  Mitteln  er- 
halten werden  kann.  Multi}tlicirt  man  ihre  Glieder  einzeln  mit  Func- 
tionen von  5:,,  und  fragt,  mder  welchen  Bedingungen  diese  Reihe  eine 
Function  vou  2  +  *o  darstellt,  so  erhält  mau  die  Bestimmung  der 
Coefficienten,  sowie  die  Grenzen  der  Gültigkeit  der  Taylor'ächeu 
Reihe. 


*)  Weil  sümmtliciic  Differeuti^U<^uotienien  endlich  siud. 
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§  2. 

Bei]i«ii,  die  naoh  PoteiiMii  - einer  gegebenen  Function  forteolireiten. 

Bevor  wir  die  Untersuchung  der  entwickelten  allgemeinen  Reihen 
wieder  aufnehmen,  wollen  wir  uns  mit  einem  speciellen  Falle  der- 
selben beschSftigen,  welcher  die  Grundlage  f&r  jene  abgeben  wird. 
Die  Reihen  der  ^gegebenen  Form  sind  schon  von  Bürmann  auf- 
gestellt; eine  genauere  Untersuchuug  fQr  den  Fall,  dass  die  zu  Grunde 
gelegte  Function  rational  sei,  hat  Puiseux*)  gegeben.  —  Wir  be- 
merken 7Ai(Mst  ,  dass  die  Ueiutioneu  (5)  des  vorigen  Paragraphen  für 
die  u  irkliclio  Berechnung  der  Reihen  sehr  geeignete  Formeln  geben. 
Ea  ist  jetzt: 

(I)  = 

wo  ^  (t)  in  der  Umgebung  von  z  =*  e  in  eine  nach  Potenzen  von 
g  —  e  fortschreitende  Reihe  entwickelt  werden  kann,  in  welcher  das 
coustaute  Glied  fehlt   Dann  ist: 

e,(«)-i 

C^(ts)  — ai.(e) —      — 0, 

also* 

F,  (zo)  =  CD  (r,  +  c) 

Fi       =  F,  (z,)  G[  (6) 

K  (0.)  =  F,  K)  G'{  {€)  +  -F,  (*o)  öi'  W. 

Man  erhalt  demnach  die  Entwickelung  einer  gegebenen  Function  in 
der  Form: 

(3)  0 (IT  +  *o)  -  -Fo  +  i^,lC(ir)  +  F^if(ßr  +  . .  ■  . 

Es  wird  nun  die  Convergenz  dieser  Reihe  zu  untersuchen  sein. 
Wir  bemerken  vor  Allem,  dass  wir  den  Cmirrnicnzhcreich  einer  Reibe 
von  ihrem  i>ars<eüunjjrsbereich  zu  unterscheiden  haben.  Man  weiss 
Avoiil,  dass  in  einem  zusammenh'angendeu  Bereich  Reihen  der  betrach> 
teten  Art  eine  bestimmte  Function  darstellen.  Unsere  T?eihen  conver- 
giren  aber  im  Allgemeinen  für  vorscliiod(?ne  mit  einander  nicht  weiter 
/usammenliüni^<'iid('  Bereiclio.  l  nd  es  zrigt  sicii  in  dur  Tliat,  dass 
sie  in  verschiedenen  Stücken  auch  verschiedene  Functiuneii  darstellen. — 
Zweitens  werden  wir  von  dem  cndlichni  C<>vvcr<ji  )t-ln  rvicli  der  Ueiiie 
die  sirKjuJärrn  Fioiktc  und  Linien  /u  trennen  haben,  in  denen  die 
Reihe  einen  endliclien  Werth  besitzen  raa<i^.  Mau  weiss,  dass  das 
Cauchy'sche  Kriterium  sich  nur  auf  jenen  bezieht.  Mit  Hülfe  des- 
selben erhält  man  für  diesen  Bereich 

*)  iTioavillB  XV.  art.  18.  Die  erwähnten  Eutwickelungen  bedehea  sldi 
jedoch  nur  aof    —  0. 
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mod  it  (0)  <  mod .  lim  (y^"  ) 

Süll  Überhaupt  Converirenz  statt fiudtMi,  so  iiiuss  die  Grenze  des 
Quotienten  rechts  eine  bestiuiiiite  Grösse  sein,  die  nicht  Null  i»t.  Die 
Ungleichung 

mod  ^  (jer)  <  A 

stellt  dann  FlSobenstüoke  dar,  die  ▼on  den  dnrch  die  Gleichung 

mod  i'  ff)  =  0 

gesehenen  Punkten  aus^fi  lu  iul ,  durch  diese  Punkte  umschliessende, 
einfach  «^'e.schl'isscne  tin  von  boixreuzt  wenleji.*)  Für  «grössere  Werthe 
des  A  beginnen  die  Curveu  und  die  bisher  um  jede  Wurzel  der  Glei-* 
chung  iif  (fs)  ^  0  getrennt  liegenden  Flächeostücke  sich  su  tot- 
einigen.  Wir  werden  zeigen,  dass  l  in  keinem  Falle  so  gross  werden 
kann« 

Nach  dem  sÜion  angeführten  La aren fachen  Sata  erhält  man 
ans  (3)  doreh  Differentiation  nach  $: 

(4)    <t)'  {s  +  r„)  =  7-;  Ii''  {z)  +  2  K,  Ii-  U)  (/■'  u)  +  3  F,  ^  (zf  ^'  (z)  +  

wo  die  so  entstandene  ßeihe  mit  der  früheren  zugleich  convergirt. 
Es  ist  also  auch 

4>'(^  -h  '0)  -  lf' W  {F,  +       ^ W  +  3 Jfi  ^{ef  +  } 

oder : 

WO  wieder  (4)  und  (5)  zugleich  con^ergiren  müssen.  —  Wir  wissen 
aber  von  letzterer  JBntwickelnng,  dass  sie  nur  bis  zu  einem  solchen  $ 
convergent  bleiben  kann,  für  welches  ^'(0)  »  0  ist,  da  die  ent- 
wickelte Function  in  diesem  Punkte  unendlich  wird.  Dies  ist  der 
Fall,  wenn  nicht  <t>'(^  +  '»)  ^       betrachtete  «  so  Null  wird,  dass 

endlich  bleibt.  —  Diese  Ausnahmen  werden  demnach  Ton  eimdnm 

Werllim  dc.t  r„  gebildet. 

Die  Eutwickelung  der  Function  0  -f  -  ^0)  ^1^^  i^it  Aus- 

nahme einzelner  Werthe  des  g^^,  nur  so  lauge  oonvergiien,  als  nicht 

V(«)-0 

wird.  Sei  der  dem  Punkte  ^  »  e  nächste  dieser  Werthe  jr «  so 
hat  man  die  Oonrergenzbedingung: 

mod  ,if{g)<  mod  »ti/e)' 
Da  die  FlSchenstücke,  in  welchen  Gonveigenz  stattfindet,  durch 


•)  B.  Cauchy  iu  den  Comptea  reaUus  IV.  p.  777. 
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eine  contmairliche  Ausdebniitig  der  Grenccurren  entstehen,  eo^  gelangt 
man  endlich  zu  einem     fttr  welches  die  Zweige  der  Cunre 

mod^(«)»A', 

welche  die  Punkte  c  and  e  nmschliessen,  sich  herOhren  werden.  Bei 
weiter  wachsendem  X  wflrde  man  nun  erst  Gonvergenzbereiche  eihalten, 
die  zwei  Wnnelpnnkte  nmsehliessen  und  der  frfihere  BerOhmngspunkt 
wird  nun  dem  Convergensbereich  angehören.  Dieser  ist  aber  ein 
Doppelpunkt  der  Gurre 

mod^(f)-»r. 

Setzt  man  nun 

^(^(«)  — »  + 

also: 

mod  t  {s)  =  Vu^  4" 
so  wird  die  Gleitliuug  der  Curve: 

_f- _  A'2  =  n. 

Für  den  beiruü'eudeu  Punkt  als  I  >c)ppelpuukt  der  Curve  hat  mau  nun: 


vx  '  cx 
du  i     dv  /V 


(6) 

Andererseits  wird: 

(7)  ♦»«l^-.C^. 

Mit  Berücksicliti-^uiig  der  l)ekannteu  Ditfereutialgleiuliuugeu  für  u  und 
V  werden  auch  die  Gleichuugeu  (6): 

du        du  /V 

und  aus  diesen: 

rv  du  ,  du  dv^/dv,.  du\/dv_  .  du\  ^ 
r  y  '( J'       dy  f         V  y   '      r  y'      //         dy'  ' 

oiidlich,  du  der  erste  Factor  uicht  Null  werden  kann,  wenn  nicht 
auch  der  zweite  Null  ist: 

8v        .du  Q 

dy     'dy™  ' 

d.  h.  in  dem  betrachteten  Doppelpunkte  der  Curve  wird  il''  {/)  =  0, 
und  derselbe  würe  im  Convergenzbereich  enthalten,  wenn  dies  mit 
zwei  Wurzelpunkten  der  Fall  ist.  Man  erhält  also  den  Satz,  dass 
Mwei  Wurge^^unkie  e  und  e  si^  mtM  «»  äemsdbm  muammenhä/nifenden 
8tueh$  des  Coimrgeni^fereU^  finde»  können,  (Einzelne  Werthe  des 
machen  abermals  eine  Ausnahme.) 

Man  hat  also  für  die  Gonrergenz  der  betrachteten  Reihe  die  Be- 
dingung: 
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mod  if(g)  <  mod  if  (/t) . 
Sollten  sieh  jedoch  in  dem  ao  begrenzten  Bereiche  Punkte  A, 
A',,,..  finden,  in  denen  die  su  entwidceUide  Function  unstetig  wird, 
so  muss  man  noch 

mod  ^  {A),    mod  ^  {JC)t  

berechnen  und  wenn  diese  der  Grösse  nach  geordnet  sind,  die  Con- 
▼ergeni  anf 

mod^(A)<mod^(^) 

beschranken. 

Für  die  an£»:otlenteten  Aiisnalimswortho  dos  r„  erstreckt  sicli  die 
Oonvcrgeuz  in  «Irr  IJcgel  weiter,  als  sonst.  Die  Anzahl  solcher  r„ 
Punkte  kann  unendlicii  gross  werden,  aber  sie  bilden  immer  eine  Ueihe 
von  getrennten  Punkten  in  der  Ebene j  denn  man  erhält  sie  als  Wur- 
zeln der  Gleichung 

<t>  (-^  +  «ü)  0 
in  Bezug  auf  t^f  venu  z  eine  Wurzel  der  Gleichung 

tl>\e)  =  0 

ist.  So  wird  z.  B.  in  der  Entwickeluug  von  cV' (-  +  -")  ein  solcher  Aua- 
uahmspunkt  Sf^  =  Q  sein;  in  der  That  ist  die  Ueihe 

I  I  jKf).  .  *(£)^  ,  

*~    II    ^    21  ~ 

in  der  ganzen  Ebene  gültig,  wenn  V'  (*)  überall  den  Charakter  einer 
ganzen  Function  besitzt. 

S8. 

Salheu,  die  lutoh  Cf-funotionen  fortwikwttMk 

Wir  kehren  jetxt  zu  den  ipi  An&ng  betrachteten  allgemeinen 
Reihen  znrflck;  ihre  Form  war: . 

(1)          F,a.{n)  +  F,a,  (M)  +  jfiö,  w  + . . . . 

Zur  Beortfaeiluig  ihrer  Gon?ergens  wud  es  nothwendig  sein,  den 
Quotienten  iwder  unendlich  entfernter  Gr-Fonctionen  an  bilden.  Sei 
dieser 

eine  bestimmte  Function  Ton  m.  Man  bemerkt  dann,  dass  die  Reihe 

(1)  mit 

(2)  +  +  

zu  gleicher  Zeit  eonveigirt,  so  lange  keine  Unstetigkeitspunkte  ein- 
selner  G^FnncÜoinen  flberschritten  werden.  Damit  ist  das  Problem  der 
Bestimmung  der  endlichen  Fl&chenbermcbe,  in  denen  die  Reihe  (1) 
couTcrgirt,  auf  das  des  Torigen  Paragraphen  sorückgefQhrt 
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Die  Function  x  (z)  entliält  jedenfalls  den  Factor  g  —  e,  da  ja  e 
eine  ^>  fache  Wurzel  der  Gleichung 


einen  Flächenboreicb,  welcher  den  Punkt  z  =  c.  einachliesst.  Derselbe 
ist  /,u<fleich  der  Darsti  lUuKisbvn  'alt  der  ücüte  für  die  Futictionf  in 
litzwj  auf  wrkJir  sie  rittna  lt  lf  u  nnh . 

Dass  die  Reihe  die  Function  in  diesem  Bereiehe  wirklich  darstellt, 
ist  aus  den  Entwickelungen  des  §  1.  klar,  da  im  i'unkte  z  =  i-  alle 
Ableitungen  der  Reihe  mit  denen  der  Function  übereinstimmen.  Der 


gegebene  Converrjenzbereich  besteht  aber  im  Allgemeinen  aus  meh- 
reren von  einander  getrennten  Flächenstiuken.  Für  diese  stellt  die 
lieihe  nicht  mehr  dieselbe  Function  dar.  Für  jedes  derselben  exisürt 
ein  Punkt      c'^  . .  .|  wo 


.wird  und  es  müssten,  damit  die  Reihe  auch  in  diesem  Bereich  die- 
selbe Function  darstelle,  srimmlliche  Ableitungen  der  Fonction  <t>  für 
#p -|-  c  und      +  r  übercinstimincn. 

Wenn  —  um  einen  sjieciellen  Fall  zu  erwähnen  —  die  Functionen 
G  ihre  charakteristische  Eigenschaft  in  Bezug  auf  mehrere  Funkte 
e  =  Cf  Cj  ...  besitzen,  so  enthält  x\,z)  die  Factoren  {z  —  r),  (z  —  c), 
(z  —  c"),  ...  und  man  weiss,  dass  der  Convergenzbereich  aus  ge- 
trennten .Stücken  um  c,  e,  . .  .  besteht.  Die  entwickelte  Function  wird 
nur  in  einem  dieser  Stücke  dargestellt  Es  existiren  hingegen  andere 
Entwickelungen,  welche  die  Function  in  den  FUdienitacken  um 
if',  , , ,  darstellen,  da  in  der  Beetimmung  der  Coefficienten  der  An- 
nahme nach  ebenso  gut  von  diesen  aosgegangen  werden  konntCi  wie 
von  c. 

Eine  gegebene  FuncUim  lässt  sich  ßr  die  ümgelmng  äee  Pimktet  e 
nur  m  einer  eingigen  Weise  nach  O-Fundionen  eniwitkebi. 

Hätte  man  swei  verschiedene,  so  erhielte  man  durch  Snbtractioo: 


ist   Demnach  giebt 


darch 


niod  X  (z)  =  A 


mod  x{z)  =  0 


0  =  {c) 

und  da  den  Voraussetzungen  nach  6rg(c-)  endlich  ist 

Oo  =  0. 
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m 

Dadurch  gebt  (4)  Über  in: 

0 +  «2  +  

was  abcrmalii  für  e  =  Cf  da  G'i  {c)  wieder  endlich  ist, 

ff,  =  0 

r(it'))f.  Ebenso  erhalt  man  alle  folgeudeu  a  Null.  Die  einzige  Ent- 
wickeluug  der  Null  ist  also: 

0^  i).G,iz)  +  O.G,  (ir)  +  ; 

es  gieb^  ulsu  auch  für  jede  andere  Function  nur  eine  Eeihen- 
entwickeluug. 

Eine  nark  G-Futicdmirn  fortsriirritendr  J!f  iJn  lanu  nicht  für  zuri 
Pitnl  tc  in  eitlem  Fläciteiuitück  di6  Comcrymsbtreiclts  zu  einer  emUiehcn 
wenlni. 

iSüUte  dies  der  Fall  sein,  so  müsste  dieselbe  die  Form  besitzen: 

wo  dann  M  (g)  dne  ganze  Function  von  g,  8  (g)  eine  unendliche  Reihe 
wäre;  hieraus  ist  ab^ 

~(m-1)  (r-  rr 

eine  Entwickelung,  die  nicht  für  l  und  V  gelten  kann,  wenn  nicht 
(abermals  Ausnalituswcrthe  des  g^  dieses  so  .bestimmt  werden  kann, 
dass  der  Ausdruck  links  für 

g^l  oder  g^V 

endlich  bleibt.  Mit  Ausnahme  solcher  #q  ist  also  S(g)  eine  Reihe, 
die  nicht  für  2  und  g^t  conrergirt.  Dann  ist  dasselbe  aber 
auch  mit' 

{g-l){g  —  t)8{g) 

der  FalL  Es  kann  also 

it{8)  -\'  {g  —  i)  {g  -  r)S{8) 

kein  Flächenstück  in  seinem  Convergenzgebiet  enthalten,  das  /  und  /' 
zugleich  uuii'asst.  Mau  scLla-äst  daraus,  dass  wenn  die  (r-l'unctioneu 
oder  eine  unendliche  Anzahl  derselben  eine  gemeinschaftliche  Wurzel 
bes&ssen,  der  entsprechende  Punkt  auch  nicht. mehr  dem  Convergenz- 
bereich  der  6^- Reihe  angehören  kann. 
Aus  dem  Früheren  folgt  nun: 

iSbO  jede  FwMon  tmi  den  Funkt  s  »  c  durah  eim  «ocft  G^FuinC' 
Honen  fortschreUende  Seihe  dargestdU  werden,  soweit  sie  endUdt,  stetig 
und  eindeutig  ist,  so  dürfen  diese,  mit  Ausnahme  von  g  —  c,  nur  einer 
endtuhen  Angähl  von  G-Funetionen  gemeinsame  Wnrgdn  hesitsen  und 

mOsscri  in  thr  (jan-on  Ebene  endlich,  stetig  uml  eindeutig  verlaufen, 
£in  Beispiel  dieser  Art  geben  die  Besserscheu  Functionen.  — > 
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Wir  werden  uns  noch  im  uächsten  §.  mit  der  genaaeren  Umgrenzung 

der  Gonvergenzbereiche  beschäftigen. 

Aus  dem  Umsiaude,  daas  die  licihen  (1)  und  (2)  zugleich  con- 
vergiren,  550  lan^^n  die  Convergenzenrve  keinen  Unstetigkeitspiinkt  ciii- 
zohior  0'-l*uiu'tioneii  überschreitet,  liisst  sich  noch  eine  zweit<»  Methode 
zur  iiestimmuug  der  Coiivergenzgrenzcn  ableiten.  Wir  betroQhten 
abermals  die  zweite  Iteihe  statt  der  ersten  und  schreiben  diese 

In  ullen  Fiill(Mi,  wo  nun  x{js)  nur  für  uueudiicbe  ß  unendlich 
wird,  convergirt  die  iteihe 

in  der  gansoi  Ebene.   BenQtaEt  man  den  bekannten  Sats,  daas,  wenn 


eine  ins  Unendliche  fortlautende  Ueihe  von  Grössen  ist,  die  sümmtlich 
unter  einer  bestimmten  endlichen  Grr)sse  bleiben ,  die  Keihcu 

1*0  -f"  **1  "I"  **2  -f-  

nnd  ,         ,  , 

zugleich  oonvergiren,  so  erhSlt  man  nnmittelbar  Folgendee:  Die  Beihe 
oonveigirt,  wenn  die  Grössen  nlFn  aSmmilich  endlich  bleiben. 


§  4. 

Beoiproke  Entwiekelnngaftuiotioiieii. 

Die  naeh  dem  Bisherigen  ausgef&hrte  Entwickelmtg  einer  Func- 
tion, die  ausser  Ton  der  Yaiiabehi  {  noch  Ton  einem  Parameter  $  ab- 
hängt, beritzt  die  Form: 

<Da,  z)  =  R,(e)  G„(0  -f-  ^,  (^)     (g)  +         G.it)  -f-  

wo  jedes  Glied  das  Produkt  einer  Function  von  z  und  einer  solchen 
von  t  darstellt.  Das  frOhere  (jetzt  ^)  soll  ein  für  allemal  einen 
bestimmten  eonstanten  Werih  erhalten  haben  und  kommt  demnach 
nicht  weiter  in  Betracht.  Man  kann  wher  nun  die  Bntwickelnng  als 
nach  den  JR^,  i2, ,  ....  fortschreitend  betrachten.  Wir  wollen  diese 
als  die  auf  0  {t» ')  hezogenm  reei^prokm  FvMdioinm  der  G  bezrichnen. 
In  dieser  Allgemeinheit  fähren  wir  jedoch  die  Untersnchung  nicht 
weiter,  sondern  beschiSnken  uns, 

zu  setzen.  Dann  erhält  man  zur  Bestimmung  der  R  folgende  Formeini 
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Man  ersieht  hieraus  mimittelbar,  dass  Bn  eine  mit  dem  Factor 
(jer  —  c)~"—*  mnltiplicirte  ganze  Function  Grades  von  (g  —  c)  ist, 
in  welcher  das  oonstonte  Glied  nie  fehlt,  so  dass  BnQs)  fOr  0  —  e 
Ton  der  n  +  1*'"  Ordnung  oo  wird.  Den  grössten  überhaupt  mog- 
liehen  ConTergensbereich  der  G-Reihen,  wie  er  sich  nach  Betrachtung 
der  Null  und  Unendlichpunkte  der  G  ergiebt,  wollen  wir  mit  A  be- 
seichnen;  da  derselbe  aus  sich  oontinuirlich  erweiternden  x-Gurren 
besteht  y  wird     durch  eine  Cunre 

mod  x(t) mod  ^ 

begrenzt.    Der  Couvergeuzbercicb  der  Reihe 

(1)       -  -R» W  ö»«)  +  -ßi  W  ^1  (0  + W  ^?ttt)  +  

kann  sich  demnach  über  die  in  A  enthaltenen  g  nicht  hinaus  erstrecken. 
Um  die  hinreichenden  Bedingungen  der  Gonvergeuz  der  Reihe  (l)  su 
erhalten,  untersuchen  wir  den  Quotienten  zweier  unendlich  entfernter 
i2-Functionen.  Derselbe  wird,  weil  es  die  i{  sind,  eine  eindeutige  ana- 
lytische  i^\mction  von  ^  sein.  Sei  nun  g  ein  Punkt  in  der  Umgebung 
von  £  «  und  zwar  diesem  so  nahe,  dass  der  Convergenzbereich  der 
Reihe  (1)  erst  durch  jene  Curve  begrenzt  wird,  welche  den  Unstetig- 

keitspunkt  det  zu  entwiekelnden  Function  ^  ^  ^  enthält  Daun  ist 

so  lange  t,  niclit  gleich  z  wird,  und  wird  1,  sobald  dies  der  Fall  ist. 
Man  hat  also  in  der  ümgebiuig  von  z  =  c 

It^  [Z)  X  (2) 

und  damit  diesen  Quotienten  für  jedes  z  erhalten,  nachdem  er  für  ein 
unendlich  kleines  Stück  der  Ebene  gegeben.  Nun  ist  unmittelbar  zu 
sehen,  dass  die  Ticihr  (1)  in  dein  Htück  des  Jiereichs  A  converyirt,  wo 
dies  auch  mit  der  llcihe 

der  Fall  ist;  also  sobald 

M*theiiuiUi«h«  Adm1«ii,  V.  21 
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(3)  modx(J;)  <  mod 

ial.  — 

Nach  diescu  Bemerkungen  kann  man  unmittelbar  die  Cauchy  sehe 
Methode  zur  Entwickelung  nach  Poteuzreihen  für  alle  6r- Functionen 
nnd  ihre  Reciproken  erweitern.  Wir  gehen  hiersa  Ton  der  Gleichung 

aasy  wo  das  Int^ral  flher  dnen  Bereich  anesadehneDi  in  weldiem  die 
Function  stetig  Terlänft  nnd  M  ein  Punkt  des  Bereiches  ist.' 

Sei  nnn  die  Function  tp  {z)  endlich,  eindeutig  nnd  stetig  in  einem 
peripherischen  Bereiche  der  Ebene,  d.  h.  ausserhalb  einer  bestinunten 
»t-Curve;  dann  kann  man  die  Gleichung  (4)  anwenden  nnd  man  erhält, 

wenn  mau  noch  für         die  lieihe  (1)  einsetzt*): 

Nach  einem  von  Laurent  an  der  o.  e.  Stelle  f^leich falls  bewie- 
senen vSatzc  ist,  wenn  (p^{z),  <p,{^),  siuf  dem  lutegrationsweg 
endlich,  stetig  und  eindeutig  bleibt  nnd  die  Reihe 

9Pi(^)  +  y2C^)  H  

convergirt,  auch 

J Pi W dß-^jipt{e)d0   

in  demselben  Bereiche  conrergent.  Man  erhfilt  also 

(5)  yW-  a,ÄoW  +  C\R^ii,)  + . . . . 

und  hierin: 

Man  sieht  daraus,  dass  eine  JStUtoiMwig  Moeft  den  ree^^nlken 
Eniwickdungsfundionmf  tvic  (5),  güUig  ist  ßr  den  per^pJterisdten  Tkeü 
des  Bixrstdlmgshereichs,  weld^  dnurt^ 

*  it)  <  *(&) 

um  den  Funkt  e  herum  geg^>en  ist.  Die  innere  Grenie  des  Conver- 
genzbereichs  ist  gegeben  durch  die  erste  Cnnre 

mod  k{Q  =  X, 

auf  welcher  ein  Discontinnitaispunkt  der  Function  97  (g)  liegt.  Im 
günstigsten  ]^e,  wo  9  (^)  fOr  den  ganzen  Bereich  Ä  stetig  ist,  ist 
diese  Grenze  (die  Intecpwtionscurre): 

*j  Dies  ist  gost:ittet  ,  weil  r  ciu  Punkt  des  Bereichs  itt^  alao  immer  wie  dies 
der  Fall  sein  musa,  damit  die  Kciho  convcrgiro, 

mod  X  iX)  <!  i^od  X  (ß) 

ist 
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* 

inod  X  (g)  =  0, 

d.  i.  der  Punkt  c,  wo  die  Reihe  (2)  jedenfalls  sclicm  divergirt. 

Wir  iinterBucheB  noil  den  allgemeinsti'n  Fall,  wo  die  Function 
fp{s)  stetig  bleibt  in  einem  ringformij^cn  Theil  des  Bereiciis  A,  d.  i. 
in  dein  zwischen  zwei  x-Curven  (?ou  denen  die  erste  die  weitere  sei) 

mod  «(#)  —  k 
modK(«)»r 

eingeschlossenen  8tücke.    Man  kann  dann  für 


WO  das  Integral  über  die  Begrenzung  dieser  liingfläche  zu  nehmen  ist^ 
schreiben : 

(.1)  ti") 
Es  ist  hier  das  erste  liitecjral  ül)er  die  Curvc  X,  das  zweite  ilher  die 
Curve  k'  zu  nehmen,  beide  aber  den  bekannten  Festsetzungen  nach, 
in  entgegengesetzter  Richtung.   Um  diese  in  beiden  gleich  za  machen, 
schreiben  wir  die  Formel  in  folgender  Gestalt: 

m         9.  w  -  ri       äi  +  äi. 

Da  hierin  g  einen  Punkt  des  Bereichs  darstellt,  ist  für  das  erste  In- 
tegral (A): 

(8)  mod  x(g)  <  mod 
und  iiSiX  das  zweite  (A  ): 

(9)  mod  X  (Ö  >  mod  x  {z) , 
£18  ist  femer  aas  (2): 

-^^^B,{z)G,{l)  +  BMG,{1)  +  , 

=  Bo(0  öo«  +  Ä|®  ö,  W  +  , 

die  erste  dieser  Reihen  convergirt,  wenn  die  Bedingung  (8),  die  zweite, 

wenn  (9)  erfüllt  ist  Man  darf  also  für        und  -g—^  in  dem  ersten 

und  zweiten  Integral  der  Gleichung  (7),  die  erste  resp.  zweite  dieser 
Reihen  einsetzen.  Die  gliedweise  Integration  ist  nach  dem  Laurent - 
sehen  Satse  gleichfalls  gestattet  und  man  erhalt  also  folgende  Eni- 
Wickelung: 

9^(0  =  (^t  G^ii)  +      (^)  +  et  ^2(e)  + 


•  •  •  • 


^^^^  H-  C-  -Bo«)  +  CT  Ii,  (ü  +  c-        +  . . . 

21* 
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WO 


und 


•fr) 


(i) 

Wir  stellen  die  bisher  erhaltenen  Resultate  kurz  zusammen. 

Jrdts  Si/stnu  ran  (r-Vnnctionm  fr,,  ....  bestimmt  ein  System 
von  rrcijnokm  Thiin'nlidtoKjsfxmdioneii  J^,^,  Jl^,  ....  Die  (jrösste, 
übiiluiupt  mvylidit  AuadvhniDKj  des  Dars(dlun(jshvrcidiS  iiit  durch 

mod  X  (z)  <  mod  x  [Zc) 
giHfchon,  ein  Bcreieh,  den  wir  mit  A  bezeichnen  wollen,  und  der  auch 
die  gange  Ebene  umfassen  kann.  Die  Convergenscurven  situl  gegdten 
durcli 

mod  x{s)  =  k. 

Eine  Function  ist  mtivickelhur  nach  G- Functionen,  icenn  sie  endlich, 
stetig  und  eindeutig  ist  um  den  Funld  z  =  r.  Die  Fntwiclclung  gilt 
'bis  zur  eesh  )i  x-Curve,  welche  eine) i  Unstetigkcdspunht  der  Function  enthält. 

Ei)/(  Funriion  ist  entwiekclljor  nacJt  Ii-  Functionen ,  trenn  sie  end- 
lich ,  stetig  n)id  ei)ideutig  ist  in  einem  }» rlpherisehen  Theilc  des  Jie- 
reiehes  A.  Dir  Fntwiehelung  gdt  von  dessen  äusserster  Grenze  bis  zur 
ersten  x- Curie,  die  einen  Unatetigheitspunkt  der  Function  mthält. 

Man  hat  endlich  eine  EfUunckelung  nach  G-  und  R- Functionen, 
wem  sie  endikh,  stetig  und  eindetUig  ist  in  einem  ringförmigen  Studi 
des  Bereichs  A,  Man  kann  die  einscMiessenden  x-Ourven  soweit  hmaus- 
schii^f  bis  sie  ünstetigkeiispunkte  der  Function  treffen. 

Aus  dem  bisher  behandelien  Systeme  redproker  Entwiekelnngs- 
functionen  iSsst  sich  nun  eine  nnendliche  Anzahl  neuer  solcher  her- 
leiten. Sei  zu  diesem  Zwecke  4>  {tt ')  irgend  eine  Function^  die  end- 
lich, stetig  und  eiudeutig  in  der  Umgebung  von  t^^e,  die  ausserdem 
durch  die  Substitution 

fibergeht.   Solcher  Functionen  giebt  es  unendlich  viele.   Setzt  man 
so  wird 


m  - « 

eine  solche ,  die  wieder  durch  die  Substitution 

wenn  S.f  die  inrerse  Function  bezeichnet,. in  ^zTg  ^hergehi  Nach 
dem  Vorigen  ezistirt  nun  eine  Entwickelnng: 
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(11)  0  (r,  0)  -  8o(M)  G,it)  +  8,  W 0,(0  +  

deren  Darstellangsbereich  A  g<  geben  sei: 

moil  X  (^)  <  2 . 

Setst  man  nun  ^s»;k(^),  so  wird  nach  den  gemachteii  Fest- 
Setzungen: 

eine  ßeihe,  welche  die  Fuuctiun  ia  dem  Bereiche  A': 

mod*|z(ö}  <  l 

darstellt.   Wenn  wir 

G^-{z(0}-r,(ö 

setzen,  so  wird 

(12)  ^  -  8,(0)  Fe  (S)  +    (*)  r,  ({)  +  

eine  Reihe,  deren  charalrteristisehe  ConTergenzcuTvea  darch  K(t)  ^ 
stimmt  sind.  Es  ist  hierhca  wohl  m  heachten,  dass  durch  diese  Trans- 
formation eine  weitere  Einschränkung  des  möglichen  grüssten  Dar- 
stellungshereichs  erfolgen  kann,  da  dieser  sich  nun  Ton  dem  durch 

gegebenen  l'iinkte*)  aus  nur  l)is  K'(^)  =  ()  erstrecken  kann.  Den  sO' 
bestimmten  liereich  be/.eiilinen  wir  mit  Ä'. 

ISei  jetzt  <p  (^)  eine  Function ,  die  in  einem  riugiurmigeu  Stücke 
des  Bereiches  A',  d.  i.  zwischen  den  Curven 

modir(J;)  =  ;i 

WO  die  erste  die  weiter  ausgedehnte  sein  möge,  endlich,  stetig  und 
eindeutig  bleibt.   Dann  ist  aus  der  Ca uchy 'sehen  Gleichung  wieder: 


Hierin  stellt  ^  einen  beliebigen  Punkt  des  Bereiches  dar,  alsu  ist  iür 
das  integral  um  (A): 

(13)  modÄ:(0  <modiiC(*), 
fOr  das  zweite  um  {X'): 

(14)  mod  K  (0  >  mod  K{0) . 
Nun  ist  auch: 


*)  Im  Allg.  ist  i  eine  mehrdeatige  FmxAkm.  üm  Eindeutigkeit  ni  erlangcu, 
hat  man  einen  bestimmten  Zweig  der  Fuoction  tu  wfthlen. 
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j'ii-'V'^)ro(S)H-Ä.(^)r.a)  +  

und  zwiir  wie  früher  (S.  323)  mit  eleu  CoiivorgenzbeUiugungen  (13) 
uiiil  (14).  Also  lassen  sich  auch  die  unendlicheu  lioihen  in  den  Ans» 
druck  des  <p{e)  einsetzen,  und  man  erhält: 

9>  W  =  A-^  VM  +  At  r,  (z)  +  Atr,{z)-\^  

wo 
und 

Aus  jedem  der'  bisher  erhaltenen  Systeme  von  Bntwickelungs- 
functioueu  laset  sich  nun  wieder  eine  unendliche  Anzahl  von  anderen 
durch  Substitution  neuer  Variabeln  ableiten»  Man  wird  sieh  leicht 
Oberzeugen,  dass  die  auf  diesem  erhaltenen  neuen  Systeme  die- 

selben sind;  wie  wenn  man  von  der  verallgemeinerten  Oauchy 'sehen 
Gleichung 


J  ^  (?)  —  ^  w 


ausjLregiuigeii  wäre.  Aus  diesem  Grunde  habe  ich  es  auch  vorgezogra, 
den.  bisherigen  Entwickelungen  die  einÜBkchere  Form  zu  Grunde  zu 
legen. 

§5. 

Anzahl  der  Entwiokelangen  einer  Function. 

Wir  wenden  nns  nun  zur  Lösung  der  Frage,  auf  wieviel  ver- 
schiedene Arten  dieselbe  Function  ent?rickelbar  ist,  die  wir  genauer 
so  fassen:  Giebt  es  Bereiche  der  Ebenem  in  welchen  verschiedene  Bint- 
Wickelungen  einer  Function  nach  denselben  Entwickelungsfbnctionen 

zu  gleicher  Zeit  gelten  können? 

Wir  werden  das  allgemeinste  System  reciproker  Eniwickelungs- 
fuuctionen,  das  sich  aus  der  lieihe 

^  -  e;{z)  e+{0  +  i^r  i")  -^/"(S)  +  

herleitet,  also 
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E*(i)  ,  jB,*-W  ,  £*■(»),... 

H-iz)   ,   E-(z)   ,   JC-(i),  ... 

betrachten.  Durch  die  p]nt\vickohiiig  selbst  gelaugt  man  dazu,  die 
zu  eutwickelude  Fuuctiun  iu  zwei  Theile 

9  W  =  9,  («)  +  (^) 
zu  zerlegen,  von  denen  der  erste  am  den  Mittelponki*  d«s  (JonTeigens- 
bereichsy  d.  i.  eine  Wurzel  der  (ileichung 

modiC(ü)-»0 

endlich^  der  zweite  unendlioh  wird.   Wir  werden  demnach  die  Eni- 

wiekelungen  nach  den       (die  den  G  entsprechen  mögen)  and  den 

IT  gesondert  betrachten  können. 

In  bekannter  Weise  redadrt  sich  das  aufgestellte  Problem  auf 
die  Untersuchung  sammtücher  Entwickelungen .  der  Null.  Hat  man 
zwei  Terschiedene  Reihen  für  eine  Ftmction,  so  ist  ihre  Differenz 

0^a,E,-\-a^E,-{-a,E,-^  

eine  Entwickeluug  der  Null,  die  verschieden  ist  von  der  eineu  be- 
kauuteu : 

0  =  0 .  jf;,  +  0 .    -f  0 . 7':.  H  

Uiiiict'kt'hrt  kennt  man  alle  Entwiekelungen  einer  Function  aus  einer 
denselben,  wenn  die  Eiiticichiiiw/rn  ihr  Null  hcJcannt  sind. 

Giebt  es  eine  zweite  Entwickelung  der  Null,  so  giebt  es  schon 
unendlich  viele,  da  man  diese  mit  einer  beliebigen  Constantc  mul- 
tipliciren  kann.  Hiernach  gestaltet  sich  die  zu  behandelnde  Aufgabe 
dergestalt  um,  dass  man  zu  untersuchen  hat,  wieviel  wiUkürliclic  Con- 
stanten  die  Coeßicientm  äet  BakenmiwidBdimgen  für  eine  gegebene 
jF\ineium  enffuiUe». 

Für  die  Entwickelnngsfunetionen 

E+{.),   Efi^z),  Etiz),  

erhalt  man  unmittelbar  den  Satz:  Die  Enlwickdung  einer  Function 
nach  de»  £^  ist  in  einem  gegebenen  Bereiche  mir  i»  einer  Weise  mög- 
lich* Wir  bemerken  hierzu,  dass  die  JiT**  in  Bezug  auf  ein  z  =  y  noch 
immer  die  Eigenschaft  besitzen,  nach  wdcher  f  eine  iin fische  Wurzel 
der  Gleichung 

=  0 

ist*)   Für  den  Punkt  y  folgt  also  aus 

(1)  0  =  «o£+W  -f  u,E^{z)  +  <^zEt(,^)  +  •  •  •  • 

*)  Wem  f  die  Function  Utk  doroh  welche  die  Variable  transformirt  wird, 
ist p  der  Grad  der  Yieliiichheit  einer  beliebigen  Wnxxel  der  Gleichnng  tfjf^^e. 
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(wenn  man  g^y  setzt).   Da  Ef{y)  nicht  null  ist 

Da  nuu  uikIi  die  E+  in  der  Uuigel)uiig  von  ~  =  y  stetige  i  imctiuiieii 
sind,  fulgt  durch  jz-msilige  DifFerentisitiou  aus  (1) 

0  =  a^D^Mtiß)  H-  a^DPEtie)  H  

und  M^y  gesetat 

a,  =0. 

Ebenso  erhält  man  lüle  aufeiiiaiulor  folgenden  a  gleieli  0.  Um  den 
Punkt  'y  ist  also  mir  eine  Entwicklung  juoglich.  Andererseits  ist 
früher  bewiesen  worden,  dass  der  Bereich  einer  Entwicklung  nach  dt'ii 
E+  einen  Punkt  y  enthalten  mus8.  Es  ist  damit  der  oben  ausge- 
sprocheue  Satz  l>ewiest'n. 

Für  die  Entwic klungsfinutiojien  E^,  .  .  .  wird  sich  das  Ke- 

sultai  weniger  einlach  gestalten.  I )as.s  der  S(M'ben  eingeschlagene  ( Jang 
hier  nicht  innglich  ist,  sieht  man  schon  daraus,  dass  die  E  grade 
für  den  Punkt  :  ■-.  y  unstetig  werden.  In  der  That  wird  es  ver- 
schiedene Entwicklungen  einer  Function  nach  diesen  geben*). 

Um  die  Anzahl  der  willkfirlichen  Constanten  und  die -Art  ihres 
Yorkommens  in  den  Entwicklungen  nach  den  £*-  festBustellen,  be- 
dürfen wir  yor  Allem  eines  Hülfssatses,  der  zuerst  entwickelt  werden 
soll.   Nach  dem  vorigen  ist  die  Entwicklung: 

rpU)  =  r+Efiz)  +  6^  KfU)  +  CTEtiz)  +  •  •  •  • 

nur  in  einer  Weise  möglich  und  ist  in  dieser: 


Daher  ist  die  Entwicklung  von  E^(s)  nur  in  der  Weise  möglich: 

E+{z)==l.E^ie). 
Fflr  die  Coefficienten  dieser  Entwicklung  gilt  aber  wieder: 


Gt'^^J^Eiiz)Ei-{z)dM. 


Da  aber  die  T-f-  säninitlich  gleich  Null  mit  Ausnahme  du6  C^,  das  eins 
ist,  erliiiii  mau  hieraus  den  Satz:  dass  das  hUcgral: 

Cli{z)Et{z)ds,  , 
^aeh  0  oder  2xi  istj  je  nachdem  fi  und  v  verschieden  oder  gkich  sind. 

•)  Entwickluugcu  der  ungogebenen  Art  sind  vou  Frobcnius  gcgcbcu  worden. 
Grelle,  78. 
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Wenn  nim  die  Entwicklung  eiuer  Function  nach  den  E""  ge- 
geben ist, 

(2)  -       yU)  «  C^j-JBo- W  +  CTEriß)  +  C^Ei(^)  +  "  " 

80  erhalt  mau  durch  Multiplication  mit  Et(f)  dß  und  lutegration  auf 
dem  geschlossenen  Umkreise: 

mod  K{si)  =  X 

(3)  cr-./VwJ5i-wrf*.  . 

Es  mus8  ^Iso,  wenn  auch  mehrere  Gutwickluugeu  möglich  sind, 
der  v'*  Entwickluugscoefficient  durch  diese  Gleichung  ausgedrückt 
werden.  In  dieser  kann  X  jeden  Werth  zwischen  0  und  X'  annehmen, 
wenn  die  Entwicklung  von  q>{jg)  bis 

mod  K{0)  —  A' 

convergirt,  da  die  Kiilwickluug  von  E'^{z)  nach  den  7^'+  ftlr  die 
ganze  Ebene  convcrgirt.  Nur  dürfen  die  JT-Curven  nicht  grade  darch 
ünstetigkeit^nkte  d^  Functionen  E^  durcbgelegt  sein.  —  Reien 
diese  Unstetigkeitspunkte  der  E+f  die  in  dem  Bereiche  Hegen 


und  denkoi  wir  uns  diese  ihrer  Lage  nach  geordnet  auf  sich  von  g 
aus  eontinuirlich  erweiternden  JEC-Curven 

modJrW— !>,, 


von  denen  auch  mehrere  aufeinandetfolgende  zusammenfallen  können.  — 
Da  nun  die  Werthe  der  Entwicklungscoef&cienten  sich  nicht  Sndem, 
wenn  die  einschliessende  K'Ciave  bis  zu  einer  des  Systems  (4)  aus- 
gedehnt wild,  80  wird  es  fSr  eine  m  enkPuMnde  Funäum  tmr  ao 
vide  s»db  nuM  vollständig  deckende  Camergeni^iemi^  verschiedener  Eni' 
widtlungen  gebenj  aib  es  (kurven  des  System  (4)  gieht  Und  ewar  ent' 
spricht  jeder  Cw  vc  (4)  r/»  Convergensbereithf  der  ein  oder  mehreren 
EnttcicJdungcn  riyndhiindiek  ist. 

Nach  diesem  wird  es,  um  alle  NuUeutwicklungen  nach  den  E" 
zu  erhalten,  nur  nothwendig  sein,  alle  zu  bestimmen,  die  in  einem 
bestimmten  Bereich  convergiren.  Hat  man  diese  in  Bezug  auf  jede  der 
Curvcn  (4)  erhalten,  so  kann  jede  andere  Nullentwicklung  nur  durch 
Suiumation  der  vorigen  enistandeii  sein  und  wird  in  dem  gemein- 
schal'iliclu'n  Stück  beider  Convergen/lx-reiclie  convergiren,  —  In  dem 
zur  Bestimmung  der  Coci'ücienten  erhaltenen  Integrale  (3)  kihinen,  da 
dasselbe  um  Unstetigkeitspunkte  der  unter  dem  Integralzeichen  steben- 
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den  Function  zu  ndimen  wt,  unendlich  kleine  Werthanderungen  des 

(p{2)  endliche  Werthunterschiede  geben,  und  in  der  That  wird  dies 
die  Ursache  sein,  wesshalb  auch  für  einen  vorherbestimmten  CSot^Ter- 
genzbereich  verschiedene  Nullentwicklungen  ni(\u'lH'h  sind. 

Wir  wollen  den  unendlich  kleinen  Werth  des  g  —  a,  dem  sich 
dieses  fOr 

lim  s  =  cc 

nUhert,  mit  Ö  bezeichnen,  und  als  die  Fundamentale  Null  l'"^  Ordnung 
betrachten.  Dann,  erhalt  man  als  allgemeinen  Ausdruck  der  Null: 

(6)  A-fi,*  +  *4d«  +  M»+ 5 

da  nach  den  bisherigen  Untersuchungen  nur  eindeuHge  Functionen 
von  0  nach  den  jB~  entwickelt  werden  können,  und  diese  nur  von 
einer  ganäm  Ordnung  null  werden  können,  ft,,  fi^,  u.  s.  f.  sind  hin- 
gegen völlig  beliebige  Zahlen. 

£in  Nullausdruck  der  oben  angegebenen  Form  ist  für  die  ganze 
Ebene  eine  endliche,  eindeutige  und  stetige  Function.  Für  eine  solche 
ist  eine  Entwicklung  nur  nach  den  E"  möglich  in  dem  peripherischen 
Theile  des  Bereiches  Ä,  der  nach  innen  bis  hart  an  die  Gurve 

ausgedehnt  sei,  also  die  Unsteiigkeitspunkte 

*2>  •  •  •  • 

der  Functionen  nicht  enthalte,  die  in  dem  centralen,  ausge- 
schlossenen Stück  des  Bcoreiches  ^'  liegen. 

Bezeichnen  wir  nun  den  Werth  des  Integrals: 

IC 

genommen  in  einem  kleinen  Kreise  um  den  Punkt  tt«  mit  Tlfifp).  Dann 
werden  wir  zur  Bestimmung  der  Coeffieienten  der  Entwicklung  die 
Grössen 

Tii\d),  K{d%  n?^(d'), . . . ,  Tf^iöü) ,  - . . . 

zu  berechnen  haben,  d.  i.  wenn  ar«^  ein  Punkt  ist,  in  dem  die  Function 
JEf^»)  Ton  der  Ir,»^  Ordnung  unendlich  wird,  das  Integral 

Da  dasselbe  in  einem  unendlich  kleinen  Kreise  um  den  Punkt  ar«  ge- 
nommen werden  soll,  wird 

gesetzt  werden  können.  Das  Integral  geht  also  über  in 
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wo  noch  (j  --  TT,Y  l^{s)  m  der  Nähe  von  n,  einen  eiidlit  Inn  Werth 
behalt.  Miui  weiss  von  einem  solchen  Intej^ral  (C au chy 's  lie^<i(luunl), 
(luss  es  endliche  Werthe  besitzt,  wenn  die  Fuiictiou  unter  dem  lu- 
tegraizeicheu  wirklich  uneudlich  wird,  also 

aber  uull  ist,  wenn 
Es  dnä  also 

(6)  n<'\d),  u';\d'), ....  nl.'H«J'"'-0 

endUdie  CtrSssm,  düe  darauffolgendm  wm^windm.    Nach  diesen 

ErQrtenmgeii  erbiUt  man  als  Coefficienten  vou  JESTC')  allge- 
meinsten  NaUentwicklnng,  die  in  dem  peripheriBchen  Theil  des  A*  bis 
znr  Cmre 

mod  K(g) 

convergirt: 

2»i  / ^  •  -  2»7  f^^^  +  f»2*'  +  •  •  •  •)      W  Jxr, 

uud  da  das  lutegral  um  die  £'-Curve  gleich  deu  Iiitegraleu  um  die 
einzelnen  UDstetigkeitspunkte  ist,  weiter 

(7)  ..-'f  '{ftn?(*)  +  ftiiS»(««)+  +|.a^.Tr.(A-0}- 

Ist  ein  «  kein  üiutetigkeit.i>UDkt  de.  E*.  so  w«ideu  gleicbfdb  die 

darauf  bezogenen  TT  verschwinden. 
Sei  nun  von.  den  Zahlen 

Kl  f   >  I 

irgeud  eine 

die  grosste;  d.  h.  irgend  eine  Function  E+  soll  in  Bezug  auf  irgend 
einen  der  Punkte  n  höchstens  von  der  "  Ordnung  uneudlicli  werden, 
wo  also  m  in  gewissen  Fällen  ins  Unendliclio  wachsen  kann.  Daun 
hängen  die  Coefficienten  einer  .Nullentwicklung,  die  in  dem  angegebeneu 
Bereiche  convergirt,  in  der  aus  (7)  ersichtlichen  Weise  Ton  den  m 
beliebigen  Grössen 
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ab,  und  es  ist  frOher  aucb  geüzeigt  wordeiiy  daas  dieses  die  allgemeinsta 
Form  der  EntwickloDg  in  diesem  Bereiche  ist 

Es  ist  somit  das  Problem,  alle  Elntwicklangeu  der  Null  nach  den 
E-  ansogeben,  vollständig  gelöst.  Es  sind  zuerst  alle  Convergenz- 
bereiche  angaben,  fitr  die  eine  solche  moglieh,  und  zweitens »flElr 
einen  beliebigen  Bereich  die  allgemeinste  Entwicklang  gefunden.  — 
Die  AnTft^b^  der  Entwicklangen  kann  auf  zwei  Arten  ins  Unendliche 
wachsen,  und  zwar  wenn  dies  mit  der  Anzahl  der  Unsteiigkeitspunkte 
oder  mit  der  Ordnungszahl  eines  solchen  der  Fall  ist.  Tra  ersten  Falle 
giebt  es  unendlich  viele  verschiedene  Convorf^enzbereiche;  im  zweiten 
unendlich  viele  Entwicklungen  in  einem  lit  rciclic  Beides  kann  auch 
/.u<;Ieich  eintreten.  —  Dem  Gesagten  zufolge  lüt-.st  ^sich  nun  eine  Jun- 
(liciluny  (ilhr  EnhcicMuntini  dt-r  Null  (uud  damit  Jeder  andern  Func- 
tion) in  Chissi  )i  imd  Genera  angeben. 

In  ciirGdiHs  sollen  alle  jene  Entwicklungen  zählen,  dü'  in  dcni- 
sdbcn  liiyridtr  conceryinn;  die  demselben  (jJeuus  angehörenden  Ent- 
wi(  kluugeu  theilen  wir  in  Clausen,  in  der  Weise,  dass  alle  Eniivick- 
luntfcn  drrselhm  Classc  Niiüwerike  von  gleicher  Ordnung  darstellen. 

Die  Anzdid  d<  y  Classm  in  einein  Ge)ius  iat  dann  m  —  1;  d.  i.  das 
Maximum  der  Ordnungszahlen  jener  Uustetigkeitspunkte ,  die  in  dem 
TOn  der  Curve 

mod  K(ß)  mm 

der  inneren  Begrenzung  des  Couvergenzbereiches,  eingesthlosseueu 
llaume  liegen. 

Zur  Begründung  des  zuletzt  ausgesprochenen  Satzes  ist  nur  zu 
bemerken,  dass  tier  NuUausdruck,  von  dessen  Entwicklung  wir  aus- 
gijigeu,  nur  bis  zu  dem  Glied  d'"-'  fortgesetzt  zu  werden  braucht, 
also  die  Form 

A  «-  fi, d  -f        H  1-       1  d«-* 

besitzt.  Die  weiteren  Glie<ler  haben  keinen  EintluRs  auf  die  Entwick- 
lung, da  die  bezüglichen  Theilintegrale  null  sind,  oder  mit  anderen 
W'oriou,  in  den  Reihen  für  u,„d"',  u.  8.  f.  sänimtliciie  ('(x-lficienten 
unendlifh  klein  von  erster,  zweiter,  . , , .  Ordnung  werden,  d.  i.  mit 
der  unmittelbar  gegebeneu 

o.itW  +  o.^(f)  +  

zusanuneni allen.  Wenn  also  fi«  das  erste  fi  ist,  welches  nicht  gleich 
null ,  so  ist  A  eine  Grösse,  die  unendlich  klein  wird  von  der  a"*"  Ord- 
nung. —  Die  in  dem  betrachteten  Bereich  oonvergirenden  Noll -Ent- 
wicklungen stellen  also  in  der  That  sSmmtlich  unendlich  kleine  Gidssen 
der  1***  bis  fN  —  l^*"  Ordnung  dar;  und  eine  hierauf  begrflndete  Ein- 
theiUmg  erschöpft  sammtliche  Entwicklungen. 
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Wir  nennen  ein  voUsländige»  System  von  Bqpräsenktntcn  der  NtiU- 
mficicJclungen  ein  solches,  aus  welchem  jeder  andere  durch  blosse 
Addition  zusammengesetzt  werden  kann.  Ein  solches  vollständiges  Sy- 
stem erkäU  man  jedestnalf  wenn  man  aus  jeder  Ckh^sr  der  Nvüent' 
wieüungm  einen  beU^ngen  Bt^äsentanten  wählt.  Seien  diese 

(die  Cr,,  wo  f  >  8  mOflsen  null  sein,  da  Op  eine  anendlich  kleine  GrOese 
r*"  Ordntuig  bedeutet),  so  lassen  sich  immer  Zahlen  a^,  a^* » .tSm-i 
bestimmen,  dass  identisch 

OjO-  +  (?./>,  H  tf„_iOt._i  =  f^^^  +  fi^jd^  -i  /t^n-id-»-» 

wird.  Addirt  man  Entwicklungen,  die  in  verschiedenen  Bereiclion  coii- 
veiL^ireu,  so  wird,  da  die  Bereiche  sicli  eiiischliessen,  die  Summe  in 
dem  kleineren  der  Bereiche  convergimi ,  also  auch  dann  die  Form  der 
allgemeinen  Entwickluug  besitzen,  die  in  diesem  Bereiche  convergirt. 

In  einfachstt  r  Weise  werden  wir  als  iBepriLsentanten  der  einzelnen 
Classen  die  Entwicklung  von  d,  d^,  ....  wählen,  und,  wenn  diese 
bis  zur  Cur?e 

mod  K(s)  =Pi 

eonvergiren,  mit 

[*L.,  .   

bezeichnen. 

Um  nun  alle  Entwicklungen  einer  gegebenen  Function  nach  den 
E~  anzugeben,  werden  wir  aus  den  gegebenen  Integralformeln  die 
Coeffidenten  in  gewöhnlicher  Weise  berechnen.  Die  Entwicklung  con- 
Teigirt  dann  im  peripherischen  Theil  des  Bereiches  Ä'  bis  zum  ersten 
Unsteiigkätspunkte  der  Function.  Addirt  man  nun  die  Terschiedenen 
NullentwiekluDgen ,  so  erhält  man  neue  Entwicklungen,  die  in  dem 
gemeinsamen  Stack  der  ConTergenzbereiche  der  addirten'  Reihe  con^ 
Tergiren. 

Dieselben  Verhältnisse  haben  statt,  wenn  die  Entwicklung  einer 
Function  in  einem  ringförmigen  StQck  des  Bereichs  gegeben  ist. 

Zwei  Entwicklungen  gehören  in  dasselbe  Genus  oder  in  dieselbe 
,  Classe,  wenn  dieses  mit  den  zur  urspranglichen  Entwicklung  addirten 
Nullentwicklungen  der  Fall  isi 
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§6. 

Anwendung  auf  einzelne  Gattungen  von  Entwicklungsfunctionen.  Beispiele. 

I.  Wir  wollen  vor  Allem  die  im  §  4.  entwickelte  Metliode  zur 
Darsit-Iluiig  neuer  Entwickluiigsfuneiionon  ans  den  ursprOnglichen  G- 
und  Ii  zur  Bildinig  oiiics  Systems  benutzen,  welches  diesem  in  vieler 
BezirlHing  analog  ist  und  mit  diesem  die  einfaclisteu  Formen  der  Enir 
wickluugBfunctioueu  darstellt.   Zu  diesem  Behufe  soll 

 z'-e 

it-  c]  (z-  0-1 

in  Bezug  auf  z'  nucli  - Functitiueu  entwickelt  worden.  (Tu  dem  eben 
hingescliriebt'ueu  Au^tlruck  ist  c  die  »fache  Wurzel  der  Gleichung 
C;,(xr'}  =  0.)    In  dieser  Reihe 

i^;t,  wie  man  aus  den  Hehitioneii  (5)  des  §  1.  unmittelbar  erhält, 
r^y  fi  .  • . .  bestimmt  durch  die  Gleichungen 

0         —  (7o  W .  u » 

(1)    2!(C-c)  -öi?(c)ro+6??(c)rj  +  G?(c)r„ 

3  !  tt -  c)«  -  (?r{c)ro  +  erWn  +  <%"(«)r,  +  G^{c)u, 


Man  erhalt  t^aor^tj^  0,  und  die  danmffolgeDden  r^iX),  9*2 •  •  •  • 
als  ganze  IfHmctionen  vom  im  ABg,  rn(t)  ols  gaMe  FumetUm 

»  —  1**"  Qra/äe»  von  {  bettimmt*  Setst  man  nnn 


80  wird  f 

und  damit  eiu  iiyskm  von  JEnttvic/dun(/sfuncUo)wn, 

nW  »   

m  {i&ti«n  p«.(ff)  für  ß^oo  von  der  n^'*  Ordmmg  nuU  tvird,  r«(jr)  eme 

gante  FuncUm  n —  V*^  Grades  von  l  —  citt*  Waran  die  Conveigenx- 
curven  des  nraprOnglichen  Systems: 

mod  «{f)mmX, 

80  erhält  maa  jetet  fOr  diese: 

mod  X  {^-^^  -{-  c)  =  0. 

Der  jj:r">sste  mögliche  Bereich,  in  dem  eine  Function  durch  die  g 
und  r  dargestellt  wird,  nmsehliesst  demnach  den  Punkt  oo.  Ebenso 
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me  derselbe  für  die  G  und  E  auch  die  ganze  Ebene  mit  Ausnahme 
des  Unendliebkeitsponktes  umfassen  konnte,  kann  dies  auch  jetzt  der 
Fall  sein.  Ansnahmestellen  sind  dann  einzelne  Punkte  oder  Linien. 
Dieselben  eigeben  sich  aus  der  Abbildung  der  unendlich  entfernten 

«•Onrre  durch  die  Function  ^  • 

Z  —  f 

Iii  diese  ('lasse  gehören  z.  B.  die  Entwi«  klmi^vn  iiacli  Kmjil- 
fuurtknuu.  Die  im  endlichen  befindliche  AusiiahiucliniL'  ist  das  Stück 
einer  Geraden  zwischen  -|-  1  und  —  1.  Wir  werden  die  Theorie  dieser 
Functionen  in  der  von  Herrn ite  gegebenen  Erwmterung  auf  beliebig 
yiele  Variabeln  wieder  aufnehmen.  Ganz  fthnlich  werden  sich  die 
gleichfalls  Ton  Hermite  aufgestellten  £A Functionen  behandeln  lassen. 

ü^erh(mpt  ist  durdi  das  vorkerffehende  die  MögliehkeU  einer  En^ 
widdung  nadi  gansen  FuncHonen  wm  steigendem  Grade  gegd>en. 

In  derselben  Weise,  wie  die  G  oder  ^-Functionen  die  B  oder  r 
bestimmen,  ist  dies  andi  umgekehrt  der  Fall.  Sollen  die  Relationen 
(1)  des  Art.  4.  oder  des  gegenwärtigen  fOr  in  der  erhaltenen  Form 
gegebene  M  oder  r  bestehen,  so  müssen  die  Coefücienten  der  einzelnen 
Potenzen  7on  g  ^  c  verschwinden.  Dies  giebt  lineare  Gleichungen 
zur  Bestimmung  Ton 

GM,  Go{c),  .  .  .,         Gl'CO,  . . .  g;'(c),  .... 

Die  hierin  nicht  enthaltenen 

G,{c),  G'.(c);  G',(e)y  .... 

verschwinden  in  Folge  der  hekaunteu  Eigciiscliaften  der     -  Functionen. 
Im  zweiten,  soeben  behaudelteu  Fall,  gehen  die  Uelationeu  über  in: 

1  _  ai(e),  r, 

,o,  2!(t-e)  -ff?(e)r.  +  CSf(e)r. 

3 !({-«)'  -  Gr(«)r,  +  fl?'(e)r,  +  fBTWr, 


und  man  erhält  also  die  Bestimmung  von 

ÖV'>(c),  ...5  <?i[(c),  ...  ;  .... 

Aus  den  so  erhaltenen  Grössen  kennt  man  aber  die  Potenzent- 
Wicklung  der  gesuchten  G  und  e;  und  damit  diese  Functionen  selbst. 

U.  Scun  die  EntwicMungsfuncHancn  r^,  ....  die  t>timmc  der 
n  ersten  Terme  einer  Totenjireihc 

«•  +  «,(fi-c)  +  a,«-c)'  +  

Dieselbe  muss  natürlich  oonvergent  sein,  da  sonst  anch  die  r  in*8 
Unendliche  wachsen  vHIrden.  Die  Relationen  (3)  geben: 
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81 

^  '  -+a; 

und  Lierans  wird: 

6,  («')-(«•-«)  (5-  '^  ('  -<')) 

G3    )=- K dl 
Endlich  erhält  mau 

i  ni    81   1  \ 

Es  entsprechen  sich  demnach  die  beiden  Sjrsteme  von  flntwick« 
lungsiuuctionen : 

I     »•2W  >   

Um  Tor  allem  die  Form  der  die  Convergensbereiche  begrenzenden 
Curven  /u  finden,  bilden  wir  den  Quotienten  zweier  aufeinander 
fülgendt  r  //  Functionen.  Derselbe  nähert  aicb,  wenn  die  zn  Grunde 
gelegte  lieihe  oonTergirt,  der  Grenze 

Die  CouTergenzeurren  sind  also  Kreise  \xm  »^e  und  zwar  conTergirt 
die  Entwicklung  nach  den  (j  ausserhalb,  die  nach  den  r  innerhalb 
eines  solchen  Kreises  bis  zum  Punkte  »^e* 
Setzt  man  B  —  e^x*,  so  erhält  man 

ipix^)  =  A^7^  +       +  ^13/3  H  , 

und 

• 

wo 


G'i 
Gl 


tttt 


«ü 
O  I 

M  « 

»  0 
—  0 


G'i 

Gull 
Jl 

Gr 


mm  - 

--  0 


6f'// 

Gi"'  —  — 
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also  die  Entwicklung  einer  gnden  (oder  ongraden)  Fonetion  nach  den 
Naherungswerthen  einer  Potenzreihe,  welche  eine  grade  (oder  nugrade) 
Function  darstellt. 

Herr  Weierstrass  benutzt  z.  B.  in  seiner  Vorlesung  fiber  An- 
wendung der  elliptischen  Functionen  die  Naherongswerthe  der  Reihe 


zur  Iteilieiularstrlhmg  dos  elli]»tisclieii  lnte<^rals  erster  (Jattimg. 

III.  J^'acultäfriin Uli  t/.  Aiu  li  tlie.se  Kntwickluiigeu  gehürou  dem 
unter  1.  eiitwickelteu  Falle  au.    Mau  setze  hiezu 


1 


e 


ZyZ  +  1)  .     •  .       -f-  I»  -  1)  ' 

und  hieraus  für  die  6r: 


1  .(1 +  2j)  (l+n— Ijr)  ' 

und  da  Gq{b)  — » 1,  also     «  0  ist,  und  ferner 

rri(0)=  1  ,  r/i'(0)«ör(0)  = 

'(?;'(0)  =  2!  ,  a;"(0)  — -3!  ,  ör  — +  4! 

Öi"(0)  — 8!   ,   <%'"(0)  — —  3.4!,... 


wird,  erhält  mau 

r,  — 1, 

»  " 

r,  — +  1), 
r,-r(ir+l)(f+2), 

MutJieniAtiMlH'  AtiiiiitMi.  V.  2ä 
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als  das  redproke  EntwicUungssystem.  Der  Quotient  zweier  aufein- 
anderfolgender g  hat  zur  Grenze  die  Oidsse: 

1 

d.  h«  Kreise,  deren  Mittelpunkt  der  unendlich  entfernte  Punkt  auf  der 
reellen  a;-Aze  ist  Wenn  also  der  CouTergenzhereich  Oberhaupt  ins 
Endliebe  gelangt,  sind  die  ConTergenzcurren  der  jf-Axe  parallele  Grade, 
seine  gE^este  AnadehnuBg,  da  «  0  schon  em  UnstetigkeHsponkt  der 
g  ist,  die  zur  rechten  der  y-Axe  liegende  Halbebene,  wo  dann  der 
dieser  zunäehstgelegcne  Theil  als  der  peripherische  zo  gelten  hat.  — 
Ebenso,  oder  durch  Abbildung  aus  den  vorigeu  ergeben  sich  auch  die 
Convergenzcunren  der  G-IJeihen.  Es  sind  dies  Kreise,  welche  die 
y-Axe  beriiliren,  und  deren  Mittelpunkt  auf  der  positiven  Seite  der 
af-Axe  fortrückt. 

Eine  Fuiictic^n  ist  demnach  in  eine  Facultütenreihe  entwickelbar, 
wenn  sie  endlich  stetig  und  eindeutig  ist  filr  alle  Punkte  zur  rechten 
einer  Graden,  die  parallel  (und  zur  rechten)  der  y*Axe  verläufL  Die, 
CoctRcienten  lassen  sich  nach  §  1.  berechnen. 

IV.  Bessel'sche  Functionen. 

Dieselben  sind  definirt  durch  die  in  der  ganzen  Ebene  conTergenten 
unendlichen  Reihen: 

(^)  =      (}  ~~  2(in+2)  +  riT^-F«)!«« + 4) "~ ) 

Dieselben  besitzen  demnach  in  Bezug  auf  #  »  0  die  Eigenschaften  der 
zuerst  eingeführten  Cr -Functionen.  Man  erhalt  also  ftlr  die  Ent- 
wicklung 

«t>(^  -f  ^o)  =  ^'o(^o)  J'i^)  +     (~o)  J '  (")  +  J<M  M^) 
die  Bestimmung  der  Coeücienten  durch  folgende  Uelationen 

« 

Man  erhält  ebensoleicht  das  System  reciproker  Functionen,  die  Neu- 
mann  als  Bessel'sche  Functionen  2^''  Art  eingeführt: 
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0\z) 
OH*) 

Um  die  Gonvergeuz  der  nach  den  «T  und  0  fortschreiieudeu  Ueiheu 
zu  prflfen,  bilde  man 

Derselbe  ist  sehr  einfach: 

«TT  1  , 
^  '       2  (  »  -|-  1  I 

Die  nach  den  J  fort^chrcitciuUn  lieilien  cunvcrgiifn  also  in  Kreisen 
um  den  Nullpunkt.  x{z)  ist  eine  Constante;  kein  J  wird  ausser  für 
z  =^  oc  unsteti«^,  die  Reihen  convergiren  also,  so  lauge  die  darzu- 
stellende Function  endlich  stetig  und  eindeutig  ist. 

Eine  Entwicklung  nach  den  0  convergirt  ausserhalb  eines  be- 
»timmieu  Kreises,  der  säuimtliche  Uustetigkeitsp unkte  der  Function 
einsehliesst.  Endlich  erhalt  man  eine  Entwicklung  nach  beiden  Fone- 
tioneusystenien ,  wenn  die  Function  in  einem  Ereisring  endlich,  stetig 
und  eindeutig  ist. 

Durch  das  Vorstehende  ist  die  Entwicklung  beliebter  Functbnen 
nach  den  Besserschen  auf  die  mechanische  Ausrechnung  der 
Coefficienten  zurfickgefOhit,  die  bisher  nur  in  der  Form  geschlossener 
Integrale  bekannt  waren.  In  Bezug  auf  specielle  Beispiele  kann  auf 
die  Monographien  von  Neumann  und  Lommel  verwiesen  werden. 

Aus  den  gegebenen  Formeln  erhellt  unmittelbar,  dass  in  der  Ent- 
wicklung gr^der  oder  ungrader  Functionen  nur  die  Bessersehen 
Functionen  mit  gradeni  (resp.  ungradem)  Index  vorkommen.  Man 
tiberzeugt  sich  leicht,  dass  dies  eine  allgemeine  Eigenschaft  der  G- 
Funttionen  ist,  die  den  Wur/elpunkt  f  =  0  Ix-sitzen,  und  abwechselnd 
grad«'  und  ungrade  Functionen  von  x  sind.  Hieraus  erhält  man  auch 
den  Beweis  eines  von  Lommel  als  wahrscheinlich  bezeichneten  Satzes, 
dass  jede  grade  Function  nach  (Quadraten  der  Besserschen  Fujiction 
entvvickelbar  ist.  Analoges  erhält  man  für  Entwicklungen  nach  l*ro- 
dukten  von  Bessel'schen  Functionen.  Beispiele  solcher  Entwick- 
lungen sind  vou  Sc  hl  ö milch  gegeben. 

Nach  den  entwickelten  Methoden  lassen  sich  auch  die  von  Fro- 
benius  untersnohten  Reihen  behandeln,  die  nach  den  NSheruugs- 
werthen  eines  unendlichen  ProducteS|  oder  den  Zählern  oder  Nennern 


1^ 
's 

2 
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der  Näheruiigsbrüche  eines  uueiidlichen  Kettenbruchs  besonderer  Form 
fortschreitet.  Die  Reihe  dieser  Functionen  besteht  aus  ganzen  Func- 
tionen 1^,  2***  Grades  n.  s.  f.,  gehören  also  auch  unter  I. 

V.  Die  Entwicklung  endlich  ▼ieldentiger  Functionen  um  ihren 
VerKwcigungspunkt  a  VSmi  sich  aus  dm  froheren  durch  die  Substitution 

g  —  e^(x  —  a)  " 

ableiten,  grade  so,  wie  dies  bei  Potenzreihen  geschiehi  Die  den  6r 

entsprechenden  Entwicklungsfunctioneii  müssen  demnach  van  X'^a  in  . 

I 

eine  Itcihe  enfwiekolbar  sein,  die  nach  l\)t('n/.en  vun  (.r  —  o)"  fort- 
schreitet, und  /.war  beginnt  die  Entwicklung  vun  6r^(a;)  mit  der  Potenz 
9 

{x  —  a)".  Man  kann  z.  B.,  wenn  man  die  Disoriminanie  der  alge- 
braischen Gleichung  F{pi!f  y)^0  mit  JD(x)  bezeichnet,  die  Wurzeln 
dieser  Gleichung  in  der  Umgebung  der  Verzweignngspnukte  nach 
gebrochenen  Potenzen  von  entwickeln.   Aehnliche  Verhältnisse 

werden   filr  Gleichungen  zwischen   mehreren  Variabein  stattfinden, 
worauf  wir  noch  zurückkommen  werden. 

Uaab,  »September  1871. 
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Duss  ilcr  allgouieiii(.'ii  Fliiclic  ciritter  ()nliiuii<jf  ein  Ijostiiimites  l'eil- 
hn'der  /Aigeuriluet  sei,  dessen  Ecken  Kuoteii]»uiikte  der  Hess«' 'scheu 
Fläche  sind,  und  dass  diese  Eigeuscliait  dazu  führt,  die  Gleichung  der 
Fläche  durch  die  Summe  vou  fünf  Guben  darzustellen,  hat  zQerst 
Sylvester  ausgesprochen  (Gambr.  and  Dabfin  Math.  J.  Bd.  6.,  1851). 
Sylvester  giebt  die  wesentlichsten  analytischen  und  geometrischen 
Verhältnisse  an,  aber  ohne  Beweis  und  Ableitung. 

Fttnf  Jahre  spater  entwickelte  Steiner  (Grelles  J.  Bd.  53.,  1856) 
in  einem  der  Theorie  der  Flachen  dritter  Oidnung  gewidmeten  Auf- 
satze die  Eigenschaften  des  Pentaeders  genauer  und  ausführlicher, 
aber  ebenfalls  ohne  Beweise. 

Im  Jalire  1860  wurde  die  Frage  von  Salmon  (Phil.  Tr.)  und 
Clebsch  (Crelle's  .1.  Bd.  58.)  aufgenommen,  indem  dieselben  an  die 
erwähnte  kanonische  Form  anknüpften.  Insbesondere  gab  Salmon 
a.  a.  0.  eine  Reihe  algebraischer  Bildungen,  leider  die  höhern,  wie 
das  Product  der  Peutaederseiten  selbst,  ohne  Angabe  <les  IJihhTngs- 
wep:es.  Diese  Untersuchungen  wurden  in  Salmon  s  Kaumgeometrie 
reprodurirt. 

Dagegen  ;jjitl)  (  lebsch  im  Ibigeuden  Jahre  (^Creile's  Journal  IM.  59., 
1861)  zuer.st  eine  directe  Untersuchung  des  roiitaeders ,  und  damit  eine 
directe  Lösung  der  Aulgabe,  eine  quaternäre  cubische  Form  als  Aggregat 
von  fünf  Cuben  darzustellen. 

Ks  wurden  endlich  in  rein  geoiuetrischer  Weise  die  Sät/e  von 
Sylvester,  »Steiner  und  Clebsch  begründet  in  den  beiden  grossen 
Arbeiten  von  Cremona  nnd  Stnrm,  welche  den  iSteiner'schen  Preis 
Ton  1866  erhieheu,  und  von  denen  die  erste  in  Grelle's  Jonmal 
Bd.  68.,  die  andere  als  besonderes  Wei^  (Synthetische  Untersnchungen 
Aber  Flachen  dritter  Ordnung,  Leipzig,  Tenbner,  1867)  erschienen  ist. 

Der  gegenwürijge  Au£»tz  schliesst  sich  im  Wesentlichen  an  die 
Arbeit  von  0 leb  seh  vom  Jahre  1861  an.  Obwohl  dort  der  Weg  xur 
Transformation  der  qnaternaren  cnbiachen  Form  in  ein  Aggregat  von 
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fiiuf  Guben  angegeben  ist,  so  fehlt  doch  noch  grosseutheils  die  Aus- 
führung der  angedeuteten  Operati  n  n  ;  es  fehlt  insbesondere,  was  auch 
bei  Saliiioi)  nicht  gegeben  ist,  die  Bildungsweise  des  Productes  der 
fünf  Penttiederebenen,  durch  welches  die  zu  lösende  Gleichung  fünften 
Grades  gegeben  wird. 

Die  AnsfttUmig  dieser  Lflcke  ist  der  Zweck  dieses  AufsatEes.  Dabei 
bin  ich  um  so  lieber  auf  ausfiilirliche  Euiwicklungen  eing^^angeDy 
als  ich  beabsichtigte,  an  dem  Beispiele  des  Peutaeders  im  Zusammen- 
hang^e  die  Methoden  darzulegen,  ^v(>]che  Aia  Algebra  allmälig  zur  Be- 
handlang  derartiger  Probleme  entwickelt  hat.  Die  Hülfsmittel,  welche 
ich  fUiwende,  sind  grösstentheils  der  Methode  der  symbolischen  Rech- 
nung entnommen,  wegen  deren  Be;^rinulung  ich  auf  die  „Theorie  der 
binären  Formen"  von  ('leV)scli,  Leip/.ig,  Teubnor,  1871,  verweise. 
Dabei  hielt  ich  es,  um  tln^  Verstiuulniss  /.u  erU  ichteru ,  filr  /weck- 
mii.ssig,  avich  bekannte  Sätze  ül)er  das  Pentaeder  zu  reproduciren ,  die 
ieli  in  cler  hier  vorgetragentni  Form  grösstentheils  der  angeführten 
Abhandlung  von  Clebsch  entnahm. 

Der  GanjL?  der  Untersuchung  ist  folgender.  Tn  §  1. — 3.  stelle  ich 
einige  Sätze  aus  der  Theorie  <1er  Flächen  zweiter  Ordnung  auf,  und 
wende  dieselben  in  §  4. — G.  auf  die  quadratischen  Polaren  der  Flächen 
driiti  r  Onlnung  an.  Hierauf  bestimuje  ich  in  §  7. — 9.  die  Zahl  der 
KiKjtenpunkte  der  Ilesse'schen  Fläche  und  ihre  Lage  als  Ecken  (Mues 
J*entaeders.  Daran  knüpfeich  in  §  11.  —  l.'i.  die  Transformation  einer 
quaternären  cubischen  Form  in  die  Summe  von  o  Tuben,  widiei  die 
i'entuederebeuen  als  bekannt  vorausgesetzt  werden,  und  zeige  in  ^  14., 
1 5.,  wie  sich  in  dieser  kanonischen  Form  der  Flächen  dritter  Ordnung 
die  fiildnugsgesertoe  der  OoTariauteii  und  Invariatiteii  gestalten«  und 
wie  die  Eigenschaften  der  Knotenpunkte  siijh  wiederum  aus  ihr  ent- 
wickeln. Mit  den  auf  solche  Weise  erhaltenen  Formeln  Idse  ich  dann 
in  §  16.  eine  Reihe  yon  Aufgaben,  in  welchen  einselne  Theile  des 
Pentaeders  gegeben,  andere  gesucht  sind.  In  §  17.  endlich  zeige  ich, 
wie  das  Product  der  Peutaederseiten  aus  der  gegebenen  Flächenglei« 
chung  gefunden  wird,  und  benutze  dasselbe  in  §  18.,  um  die  Ebenen 
des  Pentaeders  zu  finden  und  die  g^bene  Form  dritter  Ordnung  in 
der  kanonischen  Form  darzustellen. 

Während  dieser  Untersnohungen  setze  ich  stets  aBffmeim  FBcfaen 
dritter  Ordnung  voraus,  und  lasse  einerseits  diejenigen  besondem 
Flächen  unberOcksichtigt,  welche  sich  in  der  kanonischen  Form  nicht 
darstellen  lassen,  andereneits  alle  Fälle,  in  welchen  die  Fläche  dritter 
Ordnung  einen  oder  mehrere  Knotenpunkte  beiitet 
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§  1. 

Symbolische  Darstellung  der  Fläclien    "  Ordjiuüg  uud  liirer  Polaren. 
Bezeichnen  wir  durch 

die  Gleiohnng  einer  Fläclie  Ordnung  in  den  Tetraedereoordinaten 
a?i,  jr.,,  J-...  r  .  In  der  Methode  der  symbulischeu  Rechnung  ersetzt 
mau  /  symbolisch  durch  die  Potenz  eines  linearen  Ausdrucks^  und 
schreibt  daher  beziehungsweise 

f  =  (a, Ä,  +  a^x^  H-  a,a?5  +  a^x^*  —  (6, «1  +  62«^  +       +  ^^ja^i)*  

oder  kOrzer 

fzss  aü  »  2>»  . . . . 

Die  Aufgabe,  die  Durchsclmittspunkie  der  Fläche  mit  der  Ver- 
bindungslinie zweier  Punkte  zu  finden  I  nimmt  bei  dieser  Bezeichuungs- 
weise  folgende  Form  an.  Die  gegebenen  Punkte  seien  x  und  y  (d.  b. 
sie  haben  die  Coordinaten  x^^  x^,  x^,  x^  und  y^f  y^,       j^i);  dann  , 
ist  ein  beweglicher  Punkt  der  Verbindungslinie  durch  die  Coordinaten 

gegel)en,  und  mag  daher  kiuv.  durch  -f"  be/eiehnct  werden.  Dell 
n  JSchnittpuuktt'u  der  Cieradeii  mit  der  Fläche  mügeu  die  «  Purameter- 
vverthe 

^'1    f       •  •  •  ^1« 

entsprechen.    Dieselben  siud  daim  die  Wurzeln  der  (ileicliuug  m''" 
Grades 

/•(.,; -f.  ;y/)=«0. 

Niniuii  mau  /'  iu  der  &>yuib()iiäclien  Form,  bo  nimmt  die  Gleichung  die 
Gestalt 

oder 

»: +0 + 0      •  •  +  r«;  - 0 

an. 

Die  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  A  in  dieser  Glei- 
chung, also  die  Ausdrücke 

n '  k  k 
*x  % 

stellen,  indem  man  die  y  als  constiint,  die  x  als  veriinderlieh  ansieht, 
gleich  Null  gesetzt  die  sogenannten  Polartläcliüu  des  Fuuktes  1/  dar, 
uud  zwar  wird  die  durch  die  Gleichung 

dargestellte  Flache  (n  —  i^)^'  Ordnung,  die      Polare  von  y  genannt. 
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Bei  den  Flächen  2*«**  Ordnang  eriiftli  man  auf  diese  Weise  nur 
*die  eine  Polare 

welche  eine  Ebene  ist. 

Bei  Flüchen  ä'*'"^  Ordnung  erhält  mau  ^wei  Polaren,  die  erste, 
quadratische : 

und  die  zweite,  lineare: 

von  welchen  die  erste  sonach  eine  FlSche  2**'  Ordnung,  die  zweite  eine 
Ebene  darstellt. 

§2. 

Fl&ohen  sweiter  Ordnimg. 

Im  Fi)l;j^en»lcii  wci  ilo  ich  öl'ters  üelet^ciihcit  imhen ,  Foiiuelu  /ii 
Iteiiut/en,  welche  sich  auf  Flächen  2'*^'^  Ordnung  beziehen,  und  welche 
daiicr  hier,  wenn  auch  ohne  Beweis,  vorausgeschickt  werden  niö«^cu. 

Die  allgemeine  Fläche  2'  "  Ordnung  sei  in  Punktcoordinaten  durch 
die  Oleichuiig 

1  =  4  k=i 

oder  symbolisch  durch  ^ 

dargestellt. 

Die  Bedingung  dafür,  dass  die  Schnittlinie  zweier  Ebenen 
Um  —  II,«,  +  II,«,  +  «,«5  +  u^x^  —  0 
—  f;,as,  -I-    jc,  +  v^x^  —  0 

die  Flache  berührt,  d.  h.  die  Glekhmg  der  Flädie  in  den  LifuencooT' 
tlinaten  «tVk  —  vtUkt  ist  dann  durch  die  Gleichung 

i  Im  f\i  1\i  /ii  "i  '^'i 
j    fi{    fri    In    fix  ^-t 

'    /31    i-Ai  "1     ^'A  1/   »      \«  t\ 

\   f     f     f     f     »    ,  -l(aDttv)««0 

'    /  n    M?    / 1 !    /II  '1  j 

I     M|  «4  0  ; 

»8    »4    ^  ^  1 

gegeben,  wo  bei  der  symbolischen  Darstellung  die  Gleichung  {abuv) 
die  Determinante 


{abuv) 

bedeutet 


«I  <h  ^3  ''i 
&,   &,    5,  64 

«,       «2       W;,  M4 


V,  V.,  V 


4 
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Die  Bedingung  ferner  daf&r,  dass  eine  Ebene     »  0  die  Fläche 
'  berOhrty  d.  h.  die  Qleielmn^j  der  Flädie  m  EbeneneoordintUen,  ist: 

/ll    /i-.'    /^a    /i»  ''i 
fil    Iii    fr.\  f>\ 
I    f:^^    1\-i  tu    w,  jc«-i(a6cw)^«0. 

/ii    U2   f*i   fu  **4 

•     U|     %     «3     «4     0  I 

Die  Determinante  der  Fläche  endlich  hat  den  Ausdruck 

'      /ll      fli      /l3      /ll  ' 

.       1    /ii    /ji    /ii    fii  1/1  ^  j\9 

#31     /S«    /S3  /3I 

.  fn   fi7  /ia  tu  > 
Ihr  Verschwinden  sagt  aus,  dass  die  Fläche  einen  Knotenpunkt  hat, 
also  ein  Kegel  ist.  Die  Goordinaten  der  Spitze  x  dieses  Kegels  ge- 
nUgea  dann  den  vier  Gleichungen 

Man  kann  dieselben  durch  die  eine  Formel 

ffx  fl^y  =  0 

ausdrucken,  wenn  mau  voraussetzt,  dass  die  y  beliebige  Wertlie  au- 
uelimeu  kounen,  ohne  dass  die  Gleichung  zu  bestehen  aufhört.  Die 
Gleichung  der  Fläche  in  Linienooordinaten 

{ahuvf  —  0 

fährt  dann  forty  die  Tangenten  des  Kegels  darzustellen;  dagegen  stellt 
die  Gleichung 

nur  noch  das  Quadrat  der  Gleichung  der  Spitze  dar.  Daraus  folgte 
dass  der  Ausdruck 

{ahcny 

einen  von  den  Yeränderlichen  «  unabhängigen  Werth  hat;  dass  also, 
wenn  die  «  wie  die  v  ganz  beliebige  GiQssen  darstellen,  immer 

oder 
ist. 

Aus  der  Identität  der  Gleichiiiifren  ==  0  und  (nhcny  —  0  folgt 
noch,  dass  die  I'rodukte  und  Quadrate  der  Coordinateu  x  der  Kegel- 
spitze  den  Uutcrdetermiuauteu  vou  A  proportional  sind. 
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Eine  weitere  Particolarisaikm  der  Flache  entsteht,  wenn  such 
diese  Unterdetsrminantea  verschwinden.  Alsdann  bat  die  Fläche  un- 
endlich viele  Knotenpunkte,  und  ist  ein  Ebenenpaar.  Die  Gleichung 
in  Ebenencoordinaten  verschwindet  dann  identisch.   Die  Gleichungen 

mluc'iren  sich  auf  nur  zwei  von  einander  verschiedene,  welche  zu- 
sammen die  Duppulliuie  des  Ebeueupaurs  repräsentireu ,  und  die  Glei- 
chung 

(ahuvy  0 

stellt  das  (>uadiat  der  tileichung  dieser  Doppt-llinie  iu  Liniencoor- 
dinaten  dar,  oder  sie  ist  Quadrat  der  Bedingungsgleichung,  welche 
aiigiebt,  dass  eine  Gerade  diese  Doppellinie  schneide. 


§3. 

Conjugirte  Elemente  in  Bezug  auf  diese  Fläche  zweiter  Ordnung. 

Als  conjugirte  Punkte  in  liesug  auf  eine  Fläche  2"'^  Ordnung 
bezeichne  ich  zwei  Punkte,  von  denen  jeder  auf  der  Polaren  des  andern 
liegt.  Zwei  coigugirte  Punkte  y  sind  demnach  durch  die  Gleu^ung 
verbunden ; 

Ebenso  bezeichne  ich  als  conju<j:irte  £benen  zwei  solche,  deren 
jede  durch  den  P<d  der  andern  geht.  Zwei  solche  Ebenen  t  sind 
durch  die  Gleichung  verbuuden: 


fw  fn  fii  fii 

fit  fti  fn  fn 

/.II  tri  tx\  t.w  '";» 

tn  f\i  All  1\\  ''i 


H 


n 


=  —  lijithcu)  {abcv)  »  ü. 


Allen  Punkten  einer  (icradi-n  ./ ,  //  sind  die  Piiiikle  derjeiii;^eii 
(5era<len  tonjugirt,  in  welcher  die  l'olareii  n ,  r  von  ./  ,  //  sich  schneiden, 
unil  unigekelirl  sind  den  Punkten  der  Schnittlinie  zweier  Ebenen  u,  r 
sämnitliche  Punkte  der  Verl)indun;j:sliiiic  j,  //  ihrer  Pole  conjugirt. 
Man  kann  daher  die  Linien       ij  un<l  h,  r  seihst  conjugirt  nennen. 

Die  ( Jei;i(]f  n,  welche  die  zu  einer  Geraden  ?/,  v  conjugirte  Gerade 
treffen,  bilden  einen  speciellen  Coniplex.  Jede  Gerade  U,  V,  welche 
diesem  Cumplexe  angehört,  will  ich  der  Geraden  w,  v  entsprechmd 
nennen,  so  dass  zwei  Gerade  einander  entqirechen,  wenn  jede  die 
conjugirte  der  andern  trifft.  Die  Bedingung  dafür,  dass  zwei  Gerade 
ttf  V  und  U,  V  euander  entspredieui  ist  dann: 
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f 
/II 

/Ii 

f 

/I3 

f 
/II 

TT 
t'l 

»^i 

f 

f 

ni 

f 

/• 

/7I 

V 

/;.. 

/"... 

/;,:. 

Au 

V, 

/m 

/... 

/.:; 

Vx 

"i 

";i 

0 

0 

'» 

«^3 

0 

0 

§4. 

Anwendung  auf  die  (luadratisclie  Polare  einer  Fläche  dritter  Ordnung. 

Die  in  deu  beiden  Torigen  §§  angegebenen  Resnltate  werde  ich 
uon  auf  die  erste  (qoadniligelie)  Polare  eines  Punktes  y  bezQglich 
eiuer  gegebenen  Flache  S'«'^  Ordnung  anwenden.  Die  Gleichung  der 
Fläche  3**"'  Ordnung  sei  symbolisch  durch 

dargesteUi  Die  Gleichung  der  quadratischen  Polare  eines  Punktes  y 
in  Bezug  auf  diese  Flaohe  ist  dann  in  symbolischer  Form 

bezeichnen  wir  die  Coefficienten  dieser  Fläche  ^  Orduung  dem 
Vorigen  entsprechend  durch  fik,  so  ist  symbollseh 

fik    =    OyO,  Ot 

und  zugleich  kann  man  lür  die  fn  die  ^virklicheu  Ausdrücke  bilden: 

Indem  wir  nun  die  oIhmi  ausj^efiilirten  Bilduii<;eii  in  Bezu;^  auf 
dit'so  Flüche  vornclimen,  l)leibt  die  Gestalt  der  wirkliclioii  Ausdrücke 
völii«^  unverändert;  dagegen  ist  in  der  syinlxdiselien  Darstellung  jeder 
der  symbolischen  Reihen  «,  h  .  .  .  ents])recliend  ein  Factor  «y,  hy  .  .  . 
hinzuzufOgen.  Wirk&nneu  uns  daher  begnügen,  die  symbolischen  Aus- 
drflcke  der  zu  betrachtenden  Formen  anzugeben ,  indem  wir  wegen  der 
wirklichen  auf  die  in  den  Torigen  §§  gegebenen  Determinanten  verweisen. 

Auf  diese  Weise  erhalten  wir  aus  dem  Vorigen  folgende  Sätze: 

1.  Dte  Geraden  wdi^  die  guadraHsdie  Patare  von  y  be- 
ruhten, hefriediffen  die  Gietehung 

(1)  a,hy{abuvy'^0 
(Gleichung  der  Polare  in  'Liniencoordinaten). 

Betrachtet  man  hierin  die  Gerade  als  gegeben,  den  Punkt  y  als 
bew^lich,  so  folgt  aus  'der  Gleichung  (1)  sofort  weiter: 

2.  JUe  Funkie  p,  deren  erste  P<iiare  eine  gegebene  Gerade  herükrt, 
50(2011  die  Flocke  2^  Ordnung  (1). 
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3.  Sind  u,  v  und  ü,  V  entsprethende  Crerade  tu  Betug  auf  die 
Folant  von  y,  so  hat  man: 

(2)  a,  hy  {aluv)  {ah  UV)^0, 
D^her  auch  umgekehrt: 

4.  Äüe  Punkte  y,  in  B&swj  auf  deren  erste  FoUsre  snoei  gegebene 
Gerade  «,  v  wnd  U,  V  sieh  entsprechen,  bilden  die  Flädte  2^**  Ord- 
nung (2). 

5.  Die  Qieiehung  der  Polare  in  Ebenencoordkuden  ist: 

(3)  Oy  hy  t',j  (a  6  c  «)*  0 . 
Daher  hat  man  dureh  Umkekruug  deu  Satz: 

6.  JMe  Punkte,  deren  erste  Polaren  eine  gegoltene  Ebene  u  be- 
rtilten,  bilden  die  Fläche  3>*'  Ordnung  (3). 

Diese  Fläche  soll  die  $ur  Ebene  u  gehörige  Fläche  (bei  Steiner 
PolarflSche  von  u)  genannt  werden.  Ihren  syraboliscfaen  Auadrock 
werde  ich  dadurch  abknn&en,  dass  ich 

setze.  Der  Uebergaiig  von  den  Symbolen  a,  h,  c  der  ursprünglichen 
Form  zu  den  Symbolen  tp,  ^  der  jetzt  eingeführten  geschieht  dann, 
indem  mau  die  Coef&cienten  des  linearen  Ausdrucks  {abcu)  durch  die 
t  ersetzt,  und  die  Coeffidenteu  von  a^byCy  durch  die  Goefficienten  von 
q>g\   Aus  Letzterem  folgt,  dass  man  symbolisch 

6tpi<pkq}h  =  OibkCti  +  ttibj^Ck  -}-  ükbiCA  +  OkhCi  -f-  +  akbkCi 

zu  setzen  hat.  Aber  da  die  Symbole  a,  b,  c  gleich  werthig  sind,  und 
auch  in  dem  Ausdrucke  von  tpy'^ii^p^  symmetrisch  vorkommen,  so  haben 
die  aus 

aibhCkiabeuf 

durch  Vertauschung  der  Indices  i,  h  zu  bildenden  Ausdrücke  aämmt- 
lich  denselben  Werth,  und  man  kann  also,  da  die  0  Glieder  des  obigen 
Ausdrucks  von  Q^iq)k*PA  sammtlich  dasselbe  Endresultat  liefern,  kürzer 
durch 

die  lielatton  zwischen  den  Symbolen  ausdrücken* 

Mit  Benutzung  der  neuen  Symbole  crgiebt  sich  nun  weiter: 

7.  Zwischen  den  CoordituUen  meier  Ebenen,  wdche  in  Bezug  auf 
die  Polare  von  y  conjugirt  sind,  bcsteild  die  Gleichung: 

(4)  Of,  hg  Cg  {ahcu)  (abcv)  =      M^t'y,  -«  0. 
Und  uuigfkelirt : 

8.  DjV'  Ihmkte,  in  Beeng  (inj  deren  erste  Polare  zwei  gegeheiw 
Ebenen  u,  c  conjugirt  siml,  bilden  die  Fläche' Bi^^  Ordnung  (4). 
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§5. 

Die  conjugirten  Punkte  der  Hesse 'sehen  Fläche. 

Sstoll  die  quadratische  Polare  von  y  einen  Knoteuponkt  haben,  so 
wird  sie  ein  Kegel.  Der  Ort  der  Punkte  i/,  deren  Polaren  Kegel  sind, 
ist  also  dnrch  das  Verschwinden  der  Determinante  der  Polare,  oder 
nach  §  2.  durch  die  Gleichung: 

(1)  Opbg  Vg  dg  {ahedf  =  0 

gegeben.  Ich  werde  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  durch  24  A  he» 
zeichnen,  so  dass  A  die  Determinante  der  fik  selbst  ist.  Die  FUirlte 
4'*^  Ordnung  A  »  0,  oder  symMisch  A/  0,  also  der  Ort  der 
Pofe     deren  l^iHarm  Kegd  sind,  Sie  heisst  die  Hrsse'schr  Flächr*). 

Ist  g  die  Spitze  des  zu  einem  Punkte  y  der  Hesse^schen  Fläche 
gehörigen  Kegels,  so  findet  man  nach  %  2.  8  aus  den  vier  linearen 
Gleichungen 

(2)  4iya««i|aO,  a,ff,a, -BiO,  agaaO^^O,  aya,n|»0, 

welche  in  diesem  Falle  zusammen  bestehen  können,  und  welche  man 
dadurch  ersetzen  kann,  dass  man  die  Gleichung 

(3)  a«aya,a-0 

für  alle  Werthe  der  x  bestehen  ISsst 

Eliminirt  man  aber  aus  den  Gleichungim  (2)  die  y,  so  erhalt  man 
die  Gleichung  A  »  0,  nur  diesmal  mit  den  £  geschrieben,  und  man 
hat  also  den  Satz: 

1.  Ättf  der  Hesse*schen  Fläche  liegen  niehi  nur  diejenigen  FUnkkf 
deren  Polaren  Kegd  sind,  sondern  auch  die  SpOten  dieser  Kegd. 

Da  die  Spitze  $  des  zu  y  gehörigen  Kegels  auf  der  II  esse  scheu 
Fläche  liegt,  so  ist  seine  Polare  abermals  ein  Kegel,  und  man  findet 
dessen  Spitze  |,  indem  man  die  Gleichung 

ayra«a|  =  0 

für  alle  Werthe  der  x  bestehen  lägst.  Vergleicht  man  aber  dies  mit 
(3),  so  zeigt  sich,  dass  so  lange  die  Spitze  Oberhaupt  völlig  bestimmt 
ist  (den  entsprechenden  Ausnahmefall  untersuchen  wir  weiter  nnten), 

I  mit  y  zusammenfallen  mnss.  Wir  haben  also  den  Satz: 

2.  Ist  die  Folarr  vm  tj  r'm  Keyd  mit  der  Spitjte  in  8 j  SO  ist  mtch 
die  Folare  von  0  ein  Kegel  mü  der  Spitte  in  y. 


*)  Bei  Flftehen      Ordnimg  heisst  Hesse 'sehe  FUdie  diejenige,  welche  dardi 

das  Verschwinili  ii  i\or  Determinante  der  zweiten  DifTorontialquotienten  gegeben 
Vrird,  und  wclclio  der  l»rt  der  Knott'upunkte  von  Polaren  ist,  d;i>,'egen  lieisst  drr 
Ort  der  zugehörigen  Pole  die  Steiner  sehe  Fläche.  Bei  den  Flüchen  3''^  Ord- 
nung fallen  beide  Flilchen  zusammen. 
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'  Die  Hesse'sche  Ffiiche  zerftUt  daher  In  Panktepaare,  welche  einr 
ander  so  entsprechen,  dass  jeder  die  Spitze  eines  Kegels  ist,  welcher 
die  Polare  des  andern  ist  Solche  Punkte  wollen  wir  conjugirte  Punkte 
der  Hesse'schen  Fl&che  nennen.  Da  f&r  solche  Pnnktepaare  die  Olei- 
chnng  (3)  nnahhftngig  Ton  den  Werthen  der  x  besteht,  so  hat  man 
den  Satz: 

3.  £in  Faar  conjugirter  Punkte  der  Heaae'schen  Flät^  ist  in 
Bezug  auf  die  Polare  jedes  hcliehigen  Punktes  s  cot^ugirt 

Man  kajm  ferner  sofort  zeigen: 

4.  Kein  Punkt  der  Hcsse'schen  Flüche  ist  sich  seihst  conjugifi. 
Denn  in  solchem  Falle  würden  die  Gleichungen  (2)  in 

a,ciy*-«0,  OjOy'-vO,  a^Og^w^O,  a^a^^Q 

fibergehen.  Das  Zusammenbestehen  dieser  Gleicfaimgen  wfirde  anssagen, 
dass  die  Fläche  einen  Knotenpunkt  habe,  ein  Fdl,  welchen  wir  aus» 
schliessen. 

Ist,  wie  oben,  b  die  Spitze  der  in  ein^n  Kegel  ausartenden  Polaren 
von  so  stellt  nach  §  2.  die  Gleiehnng  der  Polare  in  Ebenencoor- 
dinatoL 

das  Quadrat  »  0  der  Kegelspitee  dar,  und  es  ist,  wenn  «  und  v 
beliebige  Ebenen  sind: 

Verschwindet  also  u^,  ohne  dass  v..  verschwindet,  so  muss  ^p^^w^^  =»  ü 
sein.    Dies  lässt  sich  durch  folgenden  Satz  iuterpretireu : 

5.  Geht  eine  Sbme  u  dwn^  emm  Ptmkt  m  der  Hesse'schen  Fläche, 
80  geht  die  ihr  BugMrige  Fläche  ^  Ordnung  durch  den  gu  s  con- 
jugirten  Punkt 

Femer  knüpft  sich  daran  der  Satz: 

«.  Me  Flächen  Ordnung,  wde^te  im  oben  henutOen  Sime  bu 
Ebenen  gehören^  wddie  dureh  einen  Punkt  g  der  Sesse'sehen  Fläzte 
gdten,  werden  in  dem  eonjngirten  Punkte  g  ven  der  »weiten  Peiare  des 
Punktes  e  berührt,  (Glebscb,  a.  a.  0.  p.  202.) 

Die  Tangentenebeue  der  ZU  «  gehdrigen  Fli&che  3'*'  Ordnung  im 
Punkte  y  hat  die  Gleichung 

Hetzt  man  für  q^^'^  l<^^,'^  seinen  Ausdruck  (i^h^ey  {abc  it)-,  so  erhält  man 
durch  Differentiation  nach  den  y  und  Midtiplication  mit  den  u:: 

Z^g^g^u^^  »  {oghfC^     tifbaC,  4~  UphgCg}  {abcuy, 
oder,  da  rechts  alle  drei  Terme  denselben  Werth  haben: 

V^^urVV'V'  uj*0ep{abcuy. 
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Auf  das  Produkt  diem  Ausdrucks  mil  wende  ich  mm  die  Iden- 
tität an: 

{ahcu)  V:  =  {abcv)  u.  —  {abuv)    -f-  («(^«v)  ha  —  (pcuv)  a,. 
Es  wird  dann 

<Px <Py       •    '  ={{ahc v) Ug  —  (rt.6 u v) c, -f- ifi c u v) bt — (/> c u v) a* } ' . Ox bp . 

Nou  ist  erstlich  nach  der  Voraussetzung  u,  0,  ferner  aber  auch 
OfthOt  *i»  bfbabi ...»  0;  daher  bleibt  nur: 

Üio  fragliche  Taiii^^ciitialelx'ne  ist  also  nicht  verschieden  vou  der  zweiten 
Polare  a,-«,  =  <)  dos  l*unktes      wie  zu  beweisen  war. 

In  derselben  Weise  beweist  mau  den  Satz: 

7.  Die  »weife  Foiafc  a^^a,  =  0  eines  Punktes  g  der  Hess  ersehen 
Flädte  isf  die  TangeiUenebene  dersdben  im  conjugirien  Fwikie  y. 

Die  Gleichung  dieser  Tangentenebene  ist 

(ahciJ)'  a,jh,j  Cydx  =  0 ; 

innitiplicirt  mau  die  linke  Seite  mit  v^,  und  verfährt  wie  oben,  so 
erhält  mau 

{abed)^tt,th.jf      .  vi'  =  {(ihcv)'^  n^h,j(',j  .  drih"^, 
d.  h.  diese  TangcutcJicboue  ist  vou  der  zweiten  Pohire  dfä»"^ »  0  des 
Punktes  e  uicbt  verschiedeu. 

§  6. 

.Die  Knotenpimkte  der  HeBse'schen  Fl&ohe.  XBotangonde  ud 

KnotenoheBei. 

Schon  üben  wurde  bemerkt,  dass  lür  besondere  J'ole  ?/  die  Polare 
=  0  melir  als  einen  Knotenpunkt  haben  kann.  »Sie  hat  dann 
umnidlich  viele  und  zerfallt  in  rin  Eljnu  iqHutr.  In  diesem  Falle  nniss 
nach  §  2.  die  Form  (py  hi,/,^  für  alle  VVerthe  der  u  verschwinden,  und 
unigekehrt  ist  es  die  hinreichenile  Bedingung  für  das  Zeriallcu  der 
Polare  in  ein  Ebenuupaar,  wenn  die  (lleichujig 

(1)  g;/«^'  =  U 

für  alle  VVerthe  der  k  besteht. 

Weuu  mau  auf  die  wirkhcite  i'orm  dieser  Gleichung 

Ai  fn  tu  f\t  »I  I 

/ii  frt  /äa  ^ 

fii  fis  /"«  «»  -=»0 

/Ii  /ia  /ia  fit 

«I  «8  «3  t#,  0 

sarackgeht,  so  erkennt  man,  dass  die  Coefflcienteu,  welche  hier  ?er- 
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schwütden  mfissen,  die  samnitiichen  UuterdetenDinanten  von  A  sind. 
Daher  verscliwiuden  auch  die  DüFerentialquotienten  von  A,  und  die 
Hesse  sehe  Fläche  Iiat  also  in  jedem  solchen  Punkte  y  einen  Knoten- 
punkt.   Mat  hat  so  den  Satz: 

1.  J)ir  l*inilfr,  <hrni  Polare  in  ein  Ebenetipaar  ausartet,  sittd 
Knotfnjniukfe  der  Jlrusc'schen  Fliivhc.  • 

Die  Gleichun«;  q  ii ,„'■  =  0  bestand  luiabliäntji^'  von  den  Werthen 
der  II,  sobald  v  einer  dieser  Knoten pnukte  war.    Daher  ergiebt  sieh: 

*3.  Allr  Ji'u  Ehctirii  (Ii  s  limniirs  zutfi  nnhirti  tt  Fliidicii  .V"  Ord- 
iiuiKj  liabvn  diese  Knotciij)mtktr  der  Hcsst 'sehen  FUicite  su  yemeinsaincn 

Da  die  Polare  eines  sukhen  Knotenirnnktes  //  deren  unendlieli 
viele  besitzt  (die  Punkte  der  Doppelhnie  der  Polare!,  so  hat  ein  solcher 
Knotenpunkt  unendlich  viele  conjugirte  Punkte  z.  iSie  bilden  eine 
Gerade;  man  erhält  diese  aus  irgend  zweien  der  Gleichungen 

(2)  flyfljrtj  =  0,    a„(i:(t,~^^,    a„a:n.^=0,  a.ji^a^^O, 

widelie  sieh  in  diesem  Falle  auf  nur  zwei  von  einander  unabhängige 
Gleicliungen  red iic Iren. 

Diese  (Jerade  will  ich  die  dem  Knotenpunkte  ((uijugirte  Kuoten- 
(f(r((d<  nennen,  die  durch  sie  und  durch  den  Knotenpunkt  gelegte 
Ebene  seine  Knotrndteui .  Diese  letztere  ist  immer  bestimmt,  denn 
da  nach  §  5.  Satz  4.  kein  Punkt  der  Uesse'schen  Fläche  sich  selbst 
conjugirt  sein  kann^  so  hat  mau  audi  den  Sate: 

3«  Em  KnoU'iipmilt  licxft  niemaU  auf  seiner  Knoten^eraden. 

Nach  §  2.  ist 

(3)  aMtthHvy  =  (S 

das  <^>imihat  der  Gleichung  eines  Rj)eciellen  ('oinplexes,  welcher  durcli 
sänjnitliche  die  Knotengerade  von  //  trell'ende  Geraden  befriedigt  wird, 
und  die  Gleichung  {\^  kann  also  als  die  Gleichung  dieser  Knoteuge- 
radeu  angesehen  werden. 

Ist  z  ein  Punkt  der  Kuotengeraden,  so  ist  nach  §  2. 

das  (}uadrat  der  Gleichung  von  und  mau  hat  zugleich  für  alle 
beliebigen  WertLe  von  u  und  r  . 

§  7. 

Zahl  der  Knotenpunkte  der  Hesse'schen  Fläche. 

Um  die  Anzahl  der  Knotenpunkte  der  Hesse 'sehen  KlSche  zu 
bestimmen y  deren  Polaren  Ebenenpaare  sind,  schlage  ich  folgenden 
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VVe«^  «'iji.  Es  sei  »'iiio  bulit'bi*(e  Gtrado  <]fo<f('l)eii ,  |,  seion  zwei 
Punkte,  welche  auf  ihr  liegen,  u,  r  zwei  Kheneu,  welche  durch  sie 
geheu.  Die  £beueu,  jvelche  durch  die  Cierade  gehen,  bilden  duin 
das  BOsohel 

+ At>,  — 0; 

und  die  denselben  zngefadrigeii  Flächen  3*<"  Ordnung  bilden  die  Flachen- 
Schaar 

Nach  §  6.  Satz  2.  schneiden  alle  diese  Fl&chen  sich  unter  anderm 
in  den  gesuchten  Knotenpankten;  man  hat  also  nur  die  SchnittfNinkte 
aller  dieser  Flächen,  d.  h.  die  27  Schnittpunkte  der  Flächen 

aufensudien,  und  diejeuigen  auszuscheiden,  welche  dw  Frage  firemd 
sind. 

INese  27  Punkte  zerfallen  In  drei  Classen ,  jenachdem  ihre  Polaren 
keinen y  einen  oder  mehr  als  einen  Knotenpunkt  besitzen;  nur  die 
letztere  Glasse  liefert  die  gesuchten  Punkte. 

1.  Geh5rt  einer  der  27  Punkte  (y)  zu  der  ersten  Glasse,  so  liegt 
die  gegebene  Oerade  auf  sdner  Polare,  und  es  finden  die  Gleichungen 
statt: 

Man  erhält  auf  diese  Weise  nur  einen  einzigen  Punkt  i/f  der  aus  diesen 
Gleichungen  auf  lineare  Weise  bestimmt  ist.  Man  kann  die  Gleichung 
dieses  Punktes,  d.  h.  de^Jcnif/cu  Funktcs,  dessen  Polare  riur  r/rf/rhene 
Gtradc  |,  rj  oihr  u,  v  enthält,  folgendermassen  aufstellen.  Fügt  man 
den  drei  obigen  Gleichungen  die  Gleichung  ffj:  =  0  hinzu,  so  erii^iebt 
sich  durch  Elimination  der  x  die  gesuchte  Gleichung  in  der  lolgenden 
Form ,  wobei  nur  die  Symbole  in  den  verschiedenen  Keiheu  beziehungs- 
weise durch  a,  6,  c  bezeichnet  sind: 

a^a^  ai^Ot 

W|        »2        «'i        ^4  i 
Indem  man  ahc  auf  alle  Weise  vertauscht,  und  statt  der  obigen  Glei- 
chungen die  Summe  aller  so  entstehenden  setzt,  findet  man  die  sym- 
metrischere Form: 

0  — (a6cw)  (äfft,  —        («if,  —  no,,)  [h^c,  —  t  th,,), 
oder  endlich,  wenn  mau  statt  der  Bestimmuugsstücke  4,  y  die  Be- 
stimmungsstückc  t«,  v  einführt: 

0  s=  {cibcw)  (jubuv)  {acuv)  {bcuv), 

MAtbamatUcbe  Anukleo.  T. 
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2.  Gehört  y  der  zweiten  Clasae  an,  bo  ist  seine  Polare  tm  Eegel, 
und  dessen  Spitze  g  mnss  nach  §  5.  Satz  5.  auf  jeder  der  Ebenen 
Um  +  ^^m  0,  also  auf  der  gegebenen  Gerade  liegen.  Da  man  vor* 
aussetzen  darf,  dass  die  ganz  willkürliche  Gerade  der  II  esse 'scheu 
Fläche  nicht  ganz  angehört,  so  trifft  sie  dieselbe  in  4  Punkten;  die 
ihnen  conjugirten  sind  die  4  Punkte  y,  welche  in  diese  Classe  gehören. 
Mw  t  nach  §  5.  Satz  7.  haben  alle  Flächen  der  Schaar  1.,  also  auch 
die  Flächen  2.  in  jedem  dieser  Punkte  eine  gemeinsame  Tangential- 
ebene (die  zweite  Polare  des  betreflenden  Punktes  ^)-,  daher  aind  ihre 
Berührungspunkte  als  vierlache  JSchnittpunktc  zu  zählen*). 

3.  Gehört  endlich  der  Punkt  y  der  3"""  .Classe  an .  so  ist  seine 
Polare  ein  Ebenenpaar,  er  selbst  einer  der  gesuchten  Knotenpunkte 
der  Hesse  sehen  Fläche.  War  nun  in  der  ersten  (jlasse  nur  ein  ein- 


*)  Den  Beweis  Jea  Satzes,  (htsa  cht  goncinsamer  Jien'ihriivff^tpunlt  ilrcirr  Flächen 
als  rierfiichir  Sciniiltpunkt  anzusehen  sei,  gab  Herr  Clebsch  in  der  oft  angeführten 
Abhaudlung.  ich  will  der  VoUBiändigkeit  halber  deu  Beweis  hier  kurz  repro» 
dadren. 

Denken  vir  mis  ein  beliebiges  dreiaxiges  (  oordinatenBystem,  den  Anfang 
(.T  =  0,  y  —  0,  z  =  0)  in  den  fraglichen  Punkt  i,'ele>^'t,  und  die  gemeinaame  Tan- 
genteuebeuü  zur  Ebene  x  =  o  genommen.  Sueben  wir  nun  die  Schnittpunkte  der 
Flächen,  welche  dem  Anfangapunkto  unendlich  nahe  li^n,  für  welche  abo  x,  y, 
u  unendlich  kleine  Warthe  erhalten. 

Die  Oleidinogcn  F==q,  O  o,  V  =  0  der  drei  Flftchen  kann  man  tieh  den 
Bedingongm  gemSaa  in  die  Form  gebracht  denken: 

F  =  X     f  {x ,  y,  z) . . .  ^  Q 

<X>  =  X  -\-  cf)  {x ,  y,  je) .  .  .  =  0 

V     .tr  4-  Ii'  (•'■,  If,  s)  . .  .  =  0, 
y/o  f,  fpf  ip  homogene  Functionen  2^"  Ordnung  sind. 

Yemachlässigt  man  nun  OrOsseD  höherer  Ordnung,  bo  kann  mau  diese  Gl«- 
chniigen  durch  die  Oleiehnngen  dreier  Pl&ohen  S*"  Ordnung 

ewetien,  und  diese  Terhalten  sieh  in  der  NShe  des  An&ogspunktes  genau  wie  die 
gegebenen,  haben  also  dort  auch  die  gesuchte  Ansahl  gemeinsamer  Schnitl|»nnkte. 
Nun  folgt  aber  aus  den  letsten  Oleichungen 

Hierdurch  bat  man  swü  Gleichungen         >  — « weldie  also  vier  Werüngrsteme 

dieser  Grossen  liefert   Hat  man  sie  gefunden,  so  giebt  irgend  eine  der  Glei- 
chungen  »  +  f-m  o  ele.  die  GrOsse  x  eindeutig.  Bs  giebt  also  vier  Wertluj^iteme 
Vt  'i  welche  den  Gleichungen 

tf  +  fsssO,  aj  +  q()»0,  <r  +  ^  =  0 

genügen,  ohne  da^^n  .r  —  _v  -  ==  o.  Du  mm  drei  Flüchen  2'"  Ordnung  sich  in 
acht  Funkten  schneiden,  so  müäseu  die  vier  lühleudeu  Schnittpunkte  in  den  De- 
rübrungöpunkt  gefallen  sein.  Eben  dies  muss  also  auch  bei  den  gegebenen  drei 
Flftchen stattfinden,  und  der  BerOhrnngspankt  sSUt  daher  fSr  vier  Schnittpunkte. 
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ziger  Pankt  enthalten,  in  der  zweiten  vier,  deren  jeder  vierfach  zählte, 
so  bleiben  27  —  1  —  4.4  —  10 Punkte  der  letzten  ClasBe  fibrig,  und 
man  hat  den  Satz: 

IHe  Zahl  dar  gmidUen  Knotenpunkte  ist  10. 

Im  Allgemeinen  fallen  Ton  diesen  nicht  zwei  zusammen,  und 
ebenso  wenig  faDen  zwei  der  zehn  Knotengeraden  oder  zwei  der  «eA» 
Knotendtenen  zusammen.  Denn  wäre  dies  der  Fall,  so  mflsste  dasselbe 
auch  bei  jeder  speciellen  Flache  S*"'  Ordnung  eintroteu.  Nun  zeigt 
sich  aber  das  Ge^^entheil  bei  einer  Fläche,  welche  als  Aggrefint  von 
fünf  Guben  gegeben  ist,  wie  wir  weiter  unten  sehen  werden.  Ks  kann 
also  im  allgemeinen  Falle  nicht  eintreten,  dass  zwei  der  iuioten- 
puukte  etc.  zusammenfallen. 

§  ö. 

Die  Knotengeraden. 

Einem  Knotenpunkte  y  sei  eine  Knotengofade  L  conjugirt,  der 
Ort  der  dem  Punkte  y  coujugirten  Punkte  der  Hesse 'sehen  Fläche. 
Es  giebt  zehn  Gerade  L,  wie  zehn  Punkte  y. 

.Ich  werde  nun  zunächst  folgenden  Satz  beweisen: 

1.  Jede  Gerade  L  sdmeidet  aUe  mit  dm  Ebenen  des  Baum^  ge- 
Irrenden  Flädien  3^  Ordnung  ^»^u^  0  tn  denst^Eben  da^  ^rnkten, 
also  in  Knotenpunkten  y. 

Nach  der  letzten  Formel  des  §  6.  besteht  nämlich,  wenn  y  einer 
der  zehn  Knotenpunkte,  s  ein  Punkt  der  Knotengeraden  L  ist,  fär 
alle  Werthe  der  li,  v  die  Oleichung 

Ist  also  $  so  gewählt,  dass  es  auf  der  zur  Ebene  u  gehSngen  Fläche 
li^  (welche  man  als  nicht  durch 'y  gehend  annehmen  kann),  so  ist 
auch  ^t^i\p'  =  i1.  h.  z  lieg^  auch  auf  jeder  zu  einer  anderen  Ebene 
V  gehörigen  Fläche       Ordnung,  wie  zu  beweisen  war. 

Mau  beweist  nun  ferner  leicht  den  Satz: 

2*  Von  den  drei  auf  einer  Knotengeraden  liegenden  Knoten^nkten 
sind  niemals  ewci  conjugirt. 

Wären  nämlich  zwei  der  drei  auf  L  liegenden  Knotenpunkte,  etwa 
I,  y]  conjugirt,  so  bildeten  die  Punkte  y,  |,  y]  ein  Dreieck,  in  welchem 
jede  Ecke  der  andern  conjugirt  wäre,  in  welchem  also  jede  Beite  die 
der  gegonüherlie^'endeii  Ecke  coujugirte  Knotengerade  wäre.  E.s  würde 
die  P]bene  dieses  Dreiecks  also  die  Kiiotenebene  für  jede  der  Ecken 
sein  und  es  tielen  also  mehrere  Knotenebenen  zusammen,  was  im  AUge- 
meineii  nicht  eintritt. 

Den  drei  auf  der  zu  y  conjugirten  Knotengeraden  L  liegenden 
Knotenpunkten       ij,  l  sind  drei  andere  Knotengeraden  ilf,  0 
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ooDjngirt,  welche  durch  y  gehen«  Ich  will  M,  N,  0  auch  der  Ge- 
raden L  gegenüber  als  die  dieser  co^fu^irten  KnoUmgeradm  bezeichneu. 
Von  swei  conjugirten  Knotengeradoi  geht  also  jede  durch  den  der 
andern  conjugirten  Knotenpunkt. 

Man  kann  Uber  oo^jngirte  Knotongerade  folgende  Sätse  aufstellen: 

3.  Zwei  einander  eot^ugkie  Knotengeradm  hohen  niemals  einen 
Jt^nkt  (frimi'n. 

Wären  L,  AI  zwei  conjugirte  Knotengerade,  welche  einen  Punkt 
z  gemein  hiitt«'n,  so  wäre  dieser  jedenfalls  den  mit  L  und  M  con- 
jugirten Knotenpunkten  selbst  conjugirt,  also  ciii  Punkt,  welchem 
mehr  als  ein  Punkt  der  Hesse  sehen  Flüche  conjugirt  wäre,  mithin 
einer  der  zehn  Knotenpinikt*?.  i)ersell)e  nn'isste  also  einer  der  auf  L 
liegenden  Knotenpunkte  sein.  >»un  liegt  aber  der  Annahme  nach  auf 
L  auch  der  zur  Geraden  M  conjugirte  Knotenpunkt;  und  dieser  niüsste 
also  jentweder  mit  e  zusammenfallen  oder  ihm  conjugirt  sein.  Im 
erstem  Fall  ISge  ein  Knotenpunkt  ß  auf  seiner  Knotengeraden  M,  was 
dem  Satae  3.  des  §  7.  widerspricht;  im  aweiten  Falle  lügen  auf  L 
zwei  conjugirte  Knotenpunkte,  was  nach  Sats  2.  des  gegenwärtigen 
§.  unmöglich  ist 

4.  Ztoei  cot^girte  Knokngeraäe  entapredim  einander  m  Betug 
auf  die  Polare  eines  jeden  Punktes  s  im  Baume, 

Da  n£nli  eh  ein  Knotenpunkt  y  jedem  Punkte  g  seiner  Knoten- 
geraden  conjugirt  ist,  so  muss  nach  §  5.  Formel  3.  die  Qleichung 

Ottigat  =■  0 

für  jeden  Punkt  8  bestehen..  Es  muss  also  ß  und  daher  die  ganze 
Gerade  L  auf  der  in  Bezug  auf  a«a«'  —  0  genommenen  Polarebene  von 
p  (a^a^a«  —  0)  liegen ,  und  die  in  Bezug  auf  die  Fläche  OgOg*  — ■  0  zu 
L  conjugirte  Gerade  P  muss  also  durch  den  Pol  dieser  Ebene,  durch 

gehen.  Im  Punkte  y  aber  wird  sodann  P  Yon  M,  0  geschnitten, 
welche  die  durch  y  gehenden,  also  zu  L  conjugirten  Knoteogeradeu 
sind.  Diese  (n  rad«  n  sind  also  in  Bezug  auf  die  Fische  a,at*  —  0  zu 
L  entsprechend  nach  der  Definition  des  §  3.;  was  zu  beweisen  war. 

§9. 

Die  gegenseitige  Lage  der  zehn  Knotenpirnkte. 

Mit  Hilfe  der  im  Vorigen  gegebenen  Sätze  ist  es  nun  leicht,  die 
gegenseitige  Lage  der  zehn  Knotenpunkte  zu  studiren. 

Gehen  wir  von  einem  denelben,  ans.  Durch  ihn  gehen  drei 
Knotengerade  G,,  G^,  auf  jeder  der  Ifiztern  befinden  sich  noch 
zwei  Knotenpunkte,  welche  durch 
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bezeiobnet  werden  mögeu.  Die  noch  fehlenden  drei  Knotenpunkte 
mfiseen  also  auf  der  zu  x  conjagtrten  Knotengeraden  G  liegen;  sie 
sollen  durch    ,  t,,  $3  bezeichnet  sein. 

Alle  zehn  Knotenpunkte  liegen  demnach  auf  den  vier  Geraden 
G,  Gl,  G2,  G^,  den  durch  x  gehenden  und  den  zu  x  conjugirten. 
Das  Entsprechende  mnss  bezülglich  aller  andern  Knotenpunkte,  z.  B.  in 
Bezug  auf  1),  stattfinden.  Auf  der  zu  |,  coigugirten  Geraden  6, 
liegen  die  drei  Kootenpunkte  x,  y^f  0,;  auf  der  durch  |,  gehenden 
Kuoteugeradeu  G  liegen  die  drei  Punkte  |,,  Mithin  müssen 
auf  den  beiden  andern  durch  |,  U'-licuden  Geraden  i7|  und  noch 
paarweise  die  übrigen  Ktiotetipuiikte  y,,  0^,  y.^f  liegen.  Die  6e* 
radeu  Hy  und  sind  den  Punkten  t/, ,  xr,  conjugirt^  da  sie  andern 
Punkten  nicht  conjugirt  sein  können.  Wählen  wir  also  die  Bezeich- 
nung noch  so,  das.s  //., ,  //,  auf  //.,  und  z.^,  z.^  auf  7/,  liegen,  und  dass 
//,  dem  Punkte  //,  dem  Punkte  coujugiri  ist,  so  erhalteu  wii- 
uunmehr  folgende  Tulel: 


Kuoteitp. 

Com. 

Kuutc'iij[)uuktc  auf  dtir»elbcu. 

X 

Q 

1. 

0, 

Vi 

«1 

Mit  Hilfe  dieser  Tafel  findet  man  nun  auch  leicht  die  Punkte, 
welche  auf  den  zu  den  vier  Übrigen  Knotenpunkten  y^^  z^,  y^,  con- 
jugirten Knotengeraden  K.^^  L.^,  K^,  L.J^  liegen.  Nach  der  obigen 
Tafel  sind  zu 

schon  beziehungsweise  conjugirt  die  Punktepaare 

Es  fehlt  also  auf  jeder  dieser  4  Knotengeradon  nur  noch  ein  Punkt. 
Nun  sind  die  gedachten  vier  Knotenpunkte  beziehungsweise  mit  den 
folgenden  Punkten  nicht  conjugirt,  weil  sie  mit  denselben  auf  Knoten- 
geraden liegen  (§  8.  8atz  2.): 

ausserdem  mchJt  conjugirt  den  folgenden  Punkten,  weil  sie  ihnen 
gegenüber  in  der  Tafel  nicht  Torkommen: 
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endlich  ans  beiden  Gründen  nicht  conjagirt  za  x,  ||.  Also  bleiben 
als  dritte  conjugirte  Punkte  nar  flbiig  bezieluingsweise: 

}    Vi    t  t    Vi  i 

und  die  vorige  Tal'el  wird  also  durch  die  folgende  ergänzt: 


Enotenp. 

Conj.  Ger. 

Knoienpanitte  auf  denelben. 

Vt 

H 

L, 

Vit  Vz 

Vi 

«5 

5s>  Vf 

Aus  diesen  Tafeln  geht  nun  leicht  eine  eiutarlif  < lru])i)iniijg  der 
zehn  Knotenpunkte  hervor.  Bemerken  wir,  dass  die  von  einem  Knoten- 
punkte ausgehenden  Geraden  niemals  in  einer  Ebene  liegen  können ; 
denn  nach  dem  Satze  3.  des  i?  8.  kann  z.  B.  von  den  durch  x  gehenden 
Geraden  (7,  nicht  in  der  Ebene  von  (r.,  und  G.^  liegen,  weil  7/,  in 
dieser  Ebene  Hegt,  welches  dem  auf  (V,  iiegeudeu  l'uukte  y,  conjugirt 
und  daher  auch  zu  Cr|  selbst  conjugirt  ist. 

So  bilden  die  drei  durch  x  gehenden  Geraden  die  drei  Ebenen 
GjGi,     (?i  und  G^G^,  die  ich  durch  bezeichnen  wül. 

"Diese  Ebenen  aber  enthiüten  nach  der  Tafel  beziehungsweise  die  Punkte 

*j  y>)  ^11  Da  ^3;  j  ^1  Vm  Vit  ^2  i  Vn  Vzf  H»  ^s» 
und  die  Geraden 

Ausserdem  finden  -  sich  noch  zwei  ausgezeichnete  Ebenen  E^^\  E^^\ 
welche  durch  die  zu  x  conjugirt«  Gerade  6r  gehen;  in  diesen  Ebenen 
Jieigen  beziehungsweise  die  Punkte 

fe>      is  I  ^1»  }  li>  fei  Ii  >  yii  Vti  Vsf 

und  die  Geraden 

G,  H^,  K.,,        ;   G,  H^,  L^,  L^, 

Consiruirt  man  hieraus  die  Tafel 


Ebenen. 

Ttiukte  in  ihnen. 

Gerado 

in  ihnen. 

a?, 

^3»  ^3> 

0^21  0^3» 

ffif 

X, 

^iy 

y\y 

^3>  ^\y 

K2  f  L2 

X, 

y\y 

y-iy  ^2. 

^'\y 

^3>  ^3 

tiy 

l.y 

G,  if,, 

Iii 

I21 

§31 

i/3 

G,  ü,, 
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80  l>em«rkt  man,  dass  die  zehn  Geraden  nichts  sind,  ah  die  Dorch- 
schniHe  von  je  sweien  der  Ebenen,  die  zehn  Punkte  nichts  anderes, 
als  die  Durchschnitte  derselben  za  dreieu. 

Die  Kncieuptifikfc  und  Kmtcngeradm  sind  Eden  und  Kmücn 
eines  gewissen  Fentaeders,  des  Fentaeders  der  Fläche  3^"  Ordr 
fmug. 

§  10. 

Das  Pentaeder.    (^CIol)scli  a.  a.  0.  p.  2(i8.) 

Die  Bezeichnung?  der  zehn  Knotenpunkte  und  Knotengeraden  wird 
nun  durch  ?]infüliiun<^  des  Pentaeders  einfach  und  ü])('rsi(  litlich.  Wir 
hezeiehnon  jeden  Knotenpunkt  durcli  die  Indices  d<  r  EWeneii,  die 
sieh  in  iiini  stlmciilt'n ;  jede  Kiidtengerade  durch  ilit»  Itcidt-n  Indices 
der  sich  in  ihr  sclnR'iilciidfii  Elienen.  Die  Zahlen  der  zu  einem  Punkte 
coninf^irten  Geraden  .sind  immer  diejenigen,  weh-he  untrr  denen  drs 
Punktes  nicht  vorkommen.  Es  sind  demnach  folgende  Kuuteupunkte 
und  Knoten^^erade  conjugirt: 


Paukte: 

Gerade: 

1, 

2, 

3 

4, 

5 

1, 

2, 

4 

3, 

5 

1, 

2, 

5 

3, 

4 

1, 

3, 

4 

2, 

5 

1, 

3, 

0 

2, 

4 

1, 

4, 

5 

2, 

3 

2, 

3, 

4 

1, 

5 

2, 

3, 

5 

1, 

4 

2, 

4, 

5 

1, 

3 

8, 

4, 

5 

1, 

2. 

Zwei  Knotenpunkte  sind  conjngirty  wenn  sie  durch  keine  Gerade  ver- 
bunden sind,  also  wenn  sie  nur  eme  gemeinsame  Zahl  enthalten;  so 
sind  z.  B.  zu  1,  2,  3  conjugirt  die  Punkte  1,  4,  5;  2,  4,  5;  3,  4,  5. 

Einer  Knotengeraden  sind  diejenigen  ooigugirt,  welche  sie  nicht 
treffen,  also  diejenigen,  welche  keine  Zahl  mit  ihr  gemein  haben;  so 
sind  zu  4,  5  conjugirt  die  Geraden  1,  2;  2,  3;  3,  1. 

Punkte  licrren  in  einer  Ebene,  wenn  sie  eine,  in  einer  Geraden, 
wenn  sie  zwei  Zahlen  gemein  haben;  Gorade  li^n  in  einer  Ebene, 
wenn  sie  eine  Zahl  gemein  haben,  und  durch  einen  Punkt  gehen  die- 
jenigen, deren  Zahlen  sich  aus  drei  Zahlen  paarweise  zusammensetzen. 

Die  Gleichungen  der  Pentaederebeuen  bezeichnen  wir  durch 

Ef  —  E^^  —  E^^  «,  +  E^^  x^-^Ei^x^-^-  El^  a?^  —  0 

(t- 1,2,  8, 4, 5). 
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Die  Gleichung  der  Schaiitlinie  von  E^'^  mit  ist: 


(0 


«I 


3 

(*) 


!  —  (BW,         «,  v)  —  0; 


fl.  Ii.  (liest'S  ist  die  (jleieliuuij  des  (i'oinplcxes ,  welcher  aus  allen  jene 
Linie  treüenden  (geraden  <!;el)ildet  ist,  oder  die  liedingung  dafür,  dass 
die  Schnittlinie  der  Ebenen  =  0,  =  0  mit  jeuer  einen  Punkt 
gemein  haben. 

Die  Gleichuug  des  bchnittpuukts  von  £<'i,  E^''\  ii<*>  ist 


^0    jgJO  ^(0  j 

i'**'  /';'*'  ii^"  K^^  ' 


E. 


El 

«3  » 


(JJf),  JEW,         «)  =  0. 


4  I 


Ausser  diesen  Determinanten  werden  im  Folgenden  noch  oft  die 
ans  den  Coefficienten  von  vier  der  Ebeneu  gebildeten  Determinanten: 


;  jg(o  jEjo  £(0  £(0 

jg,«  j^*)  jjW 

•  i?;*»  J5j*>  i^*'  jr:;*' 

I  ^^'"^  j 

%  8           4  I 


£(«)). 


Der  l^'(|uenilichkeit  wegen  werde  ich  in  Zukunft  hei  der  lie/.eieh- 
nung  dieser  Determinanten  den  Buchstaben  E  überall  auj>lassen.  Es 
üuU  also  die  letzte  durch  (e,  kj  h,  m)  bezeichnet  werdeu,  die  Gleichung 
einer  Enotenlinie  durch 

(*,  k,  u,  v)  =  0, 
und  die  Gleichung  eines  Knotenpunktes  durch 

(t,  Je,  h,  u)  =  0, 

wobei  auch  die  Komma  wegbleiben  können. 

Die  fünf  aus  vier  Beihen  der  E  gebildeten  Determinanten  sind 
die  Coefficienten  der  swischen  den  f&nf  AusdrQcken  Em  stattfindenden 
Identität  y  welche  nach  der  nunmehr  eugeführten  Beseichnung  so  su 
schreiben  ist: 


(2345) i?,  -  (1345)  Jt;^  +  (1245)  JE,  —  (1235)^;,  +  (1234) «0. 
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§11. 

Ueber  gvwlsse  Im  Folgradm  avftratonde  Gonstanten. 

Ehp  ich  dii/M  übiTireliu,  die  (  «Icichung  der  Fliu  lie  3'  "  Ordniin*? 
fhirch  die  fünf  liiieiucii  Ausdrücke  J'J  dar/ust<*llen ,  werde  icli  einige 
Foruielii  entwickeln,  welelie  diese  Diirstellung  wesentlich  erleichtern. 

Nach  §  ;').,  Formel  (3)  besieht,  wenn  y ,  z  coujugirte  Punkte  der 
Hesse  sehen  Flüche  sind,  die  Gleichung 

««  rty  a,  =  0 

unabhängig  von  den  Werthen  der  x.  Da  nun  der  Knotenpunkt  1  2  d 
jedem  Punkte  der  Geraden  4  5  conjngirt  ist,  so  darf  man  für  i/  den 
Punkt  123,  für  z  den  Schnittpunkt  der  Geraden  45  mit  einer  belie- 
bigen Ebene  u  setzen,  und  bat  daber  für  alle  Werthe  der  x  und  der  «: 

(1)  (o  1&3)  (a  45  «)  —  0, 
oder  allgemeio: 

(2)  «,  {a     /.,  /.,)  (rt     i,,  «)  =  0, 

wenn  ^, ,  ,  /g,  i,,  /=,  die  Zahlen  1,  2,  3,  4,  5  in  irgend  welcher 
Reiheufolgc  bedeuten. 

Insbesondere  hat  man  aus  (1)  die  Gleichungen: 

a,{(i  123)  {n  145)  =  0^ 
a,(rt  123)  («  245)  =  0, 
a«(al23)(a34ö)->»0 

(fiDr  beliebige  d;),  Gleichungen,  welche  in  ühnlieher  Weise  für  je  zwei 
conjugirte  Knotenpunkte  bestehen.  0a  jedem  der  sehn  Knotenpunkte 

drei  conjugirt  sind,  ao  giebt  es    ^    Paare  conjugirter  Knotenpunkte, 

und  die  entsprechenden  fünfzehn  Uleicliungeu  haben  die  Form: 

(3)  (a  »,  «2  y  (a  t,    h)  —  0 ; 

nur  eine  eiusige  Zahl  kommt  hier  zweimal  vor. 

Dagegen  Terschwinden  nicht  identisch  ftir  alle  »  diejenigen  Aus 

drücke,  welche  aus  a^a,  entstehen,  wenn  man  fllr  y,  e  zwei  nicht 
conjugirte  Knotenpunkte  setzt,  also  zwei  .solche,  die  auf  derselben  Ge- 
raden liegen,  mithin  4we«  Zahlen  gemein  haben.   Die  Gleichung 

(4)  a,  (a  234)  (a  235)  —  0 

stellt  also  eine  Ebene  dar.  Aber  wegen  der  Gleichungen  (3)  sieht 
man  sofort,  dass  diese  Gleichung  durch  die  Knotenpunkte 

124,  125,  134,  135,  145 

befriedigt  wird,  da  die  Ausdrücke 
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(al24)  (a  234)  (a  235) 
(al25)  (a234)  (a23ö) 

•      •  • 

aus  den  Terschwindendeu  Ausdrücken 

(a  124)(a23ö)«b,'  (a  125)  (a  234)cb  . . . 
durch  passende  Wahl  der  x  abgeleitet  werden  können.  Die  Gleichung 

(4)  wird  also  durch  fQnf  in  der  Ebene  E^^^  liegende  Knotenpunkte 

befriedigt,  und  kann  sieh  demnach  von  E^^^  =  0  nur  um  einen  cou- 
stanten  Factor  unterscheiden.    Man  hat  also  identisch: 

(5)  th  (a  234)  (a  235)  —  c .  El'^ , 
nud  ebenso: 

(6)  («  234)  («  245)  —  d .  JE^*», 

sowie  noch  vier  andere  ähnliche  Darstellungen,  bei  welchen  links  be- 
ziehungsweise die  Zahlen  25,  34,  35,  45  doppelt  vorkommen. 

So  lange  die  absoluten  Worthe  der  Coelficienten  der  E  nicht 
▼dllig  bestimmt  sind,  bleiben  auch  die  absoluten  Werthe  der  d  , . , 
imbestimmi  Ihre  Verhaltnisse  aber  eigeben  sich  auf  folgende  Weise. 
MnltipUciren  wir  (5)  mit  (1245),  (6)  mit  (2345)  und  bilden  die 
Differenz,  so  finden  wir  links: 

a,(a  234)  {(a  235)  (1 245)  -  (a  245)  (1235)} 

—  a.,(a  234)  (a  120)  (2345), 

was  nach  (3)  identisch  verschwindet.    Daher  giebt  die  rechte  Seite: 

c.  (1245)  — ti.  (1235)  =  0, 
oder:  , 

(1  y  3  5)        (1  'J  4  5)  ' 

Der  von  linker  Seite  von  (5),  ^G)  nur  um  einen  constiintcn  Factor 
verschiedene  Ausdruck : 

{a  2  3  1)  (n  2  3  5>  c  E^J^  d  7;^"  »j,  Ut  2  3  4)  (a  2  4  5) 

~(I  23  1  Wl  -  :"r'»)     ^  (iT3'4i  (l  2  3r>'  ^  Ii  •-•  31     J  2  1      "    "(1  2  3  4)    124  h) 

iindeii  also  seiiim  Werth  nicht  mehr,  wenn  man  die  Zalileji  3  und  1 
vertauscht.  Da  er  inni  in  Bezupj  auf  2  3  einerseits  und  auf  4;')  un- 
dererseit^s  vollkommen  symmetrisch  i.st,  so  kann  er  sich  auch  nicht 
mehr  ändern,  wenn  man  die  Zahlen  2,  3,  4,  5  mfcndwk  vertauscht. 

Daher  ist  er  von  ii""*  nur  um  einen  von  diesen  Zahlen  «gänzlich  unab- 
hän^iL,'en  constanten  Factor  verschieden,  welcher  durch  a^'^  bezeichnet 
werden  mag.    Man  hat  also: 

wo  nun  Äj,  k^f  h^,  Jc^  die  Zahlen  2,  3,  4,  5  in  irgend  welcher  Reihen- 
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folge  bedenten.  Und  aUgemein  erliiUt  man  anf  gleiche  Weise  die 
Formel: 

WO  i^,  /  ^  die  Zahlen  1,  2,  3,  4,  5  in  irgend  welcher  Reihen- 
folge darstellen. 

Haben  wir  «lie  absoluten  Wertlu;  der  Cocllii  imtcii  in  7v  in  irgend 
welcher  Weise  fixirt,  so  bestimmen  die  Gleicliunjrcn  (J)  fünf  ( 'onstante 
welche  den  fünf  Ebenen  einzeln  zugeordnet  siud.    Von  diesen 
soll  in  der  Folge  wiederholt  Gebrauch  gemacht  werden. 


§  12. 

DIa  Polann  der  Knotenpunkte. 

Es  wurde  oben  ijezeif^'t,  dass  die  Polare  eines  I\notenpunkte8  r2  3 
aUfi  zwei  Kbenen  besU  lit,  welche  sich  in  der  Geraden  4  5  schneiden. 
Die  Polare  soll  jetzt  durch  die  Ebenen  E  ausgedrückt  werden.  Ihre 
Gleichung  ist  xonachst 

Multipliciri  man  mit  (234  5)  und  wendet  die  Identität  an: 
«,(2345)  —  i?f  (a 345)4-  i?f(a245)-j^*(a23ö)  +  £f  (»234)  =  0, 
80  erhält  man: 

o^^Ca  123)  (2345)  =  «,  (a  1  23)  {^f  («  345)  —       (a  245) 

-f-  £j^^  (a  235)  —  JB^'^  (a  234)}  =  0. 
Nun  Verschwinden  nach  §  11.  die  Coefficienten  von  und 
die  Yon  El^^  und  E^  aber  werden  nach  der  Formel  (7)  desselben  §.: 

(«  1  2  ;J;  (a  2  3  5)  =  -  (1  2  3  4)  1 2  3  4  5)  «*  '^  i;^** 

fl,  (a  1 2  3)  (a  2  3  4)  «     (1 2  3  5)  (2  3  4  5)  a^'^  E^^^ . 

Setzt  man  diese  Werthe  ein  und  dividirt  durch  (23  45),  so  ergtebt 
sich  der  gesnohte  Ausdruck  der  Polare  des  Knotenpunktes  123: 

fi*  (a  1  23)  —  -     El'^\  (1  2  3  4)  —  «»i'f (1235). 

Da  hier  in  dem  Ausdrucke  der  Polare  nur  die  Quadrate  von  /i'^'' 
und  E!^^  auftreten,  so  folgt  der  Satz  (vgl.  Clebsch  a.  a.  0.  p.  218): 
Die  EbeneUf  in  irrJcJic  die  Polare  l  ivrs  Kmtenptttiktes  zcr- 
ßlU,  sind  hanmniavh  zu,  den  Fviitnrdcrvbaienf  welche  sich  m 
der  ihm  conjugirten  Knotengeraden  schneiden. 
Man  kann  dies  auch  dadurch  ausdrucken,  tiass  man  sagt,  diese 
beiden  Pentaederebeneu  seien  in  liezug  auf  die  Polare  coxgugirt. 
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Allgemein  haben  wir,  wenn  /, ,  i, ,  i^,  /, ,  in  irj^end  welcher 
Reihenfolge  die  Zahlen  1 ,  2,  3,  4,  5  bedeuten,  fßr  die  Polare  eines 
Knotenpankies  den  Ausdruck: 

(1)  al  {a     L  i,)  =  -      Fjf  (/,  i,  i,  /.)  -  «««i^'*»*  (i,  i,  i,  i,), 
und  die  Tolare  zerfallt  daher  in  die  beiden  Ebenen: 

Die  kanonisohe  Form  der  Fl&elie  drittor  Ordnung. 

Mit  Hälfe  der  im  Vorigeu  entwickelten  Formeln  ist  es  nun  leicht, 
die  einfache  Gleichung  anzugeben,  Termiige  deren  die  Gleichung  der 
FUUshe  3«^  Ordnung  sich  durch  die  ffluf  linear»  Ausdrilcke  E  darstellt 

Aus  der  Identität 

«,(2345)  =  i-;-''  {a  :M5)  -  a;"'  {a  245)  +  El'\n23b)  -  E^^\a234) 
erhält  man  durch  Muitiplication  mit  a\: 

al  (2345)  =     {7sf  («  345)  -  E^'{a  245)  +  El'  {a  235)  -  7^"'(r,  234)  j  . 

Nach  der  Gleichung  (1)  des  vorigen  §.  haben  nun  die  Coetlicieuteu 
der  £  rechts  die  Ausdrücke: 

(a  3  4  5)  -     Ef{2  345)  +     Ej;'"  (1345). 

—  «^(a  2  4  5)  —  tt*^  Ef  (2  3  4  5)  -      Ef  (1245)  . 
a;  (tt  2  3  5)  =  a*''  Ej^^^  (2345)  +  «*'  i^"'  (1235) 

—  ai  (a  2  3  4)  «     JE^*»'  (2  3  4  5)  —     JB^"*  (1234). 

Führt  man  diese  Ausdrücke  ein,  so  erhält  man  aus  (1)  a^,  d.  h.  /i 
ausgedrückt  niitttdst  der  Formel : 

a^»>  E'f  +      Ef  +  a'*^  E'/  +  a^'^E^ 

+  («^ii)<''<^*"^^  ^•*''^)  -  45)  +  <^ (1235)  -  E'^' (1 234) } . 

Nach  der  am  Ende  des  §  10.  ang^ebenen  Identität  ist  aber  der 
eingeklammerte  Ausdruck  rechts  gleich 

.  £l'\2345); 

und  es  ergiebt  sich  also  für  f  der  symmetrische  Ausdruck: 

(2)  f  =     Ef  +     E'f  +  «^'^  ^i'''  +     ^W»  ^  „(5)  jEj»,\ 
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Dieses  ist  Sylvester 's  kanonische  Form,  in  welcher  f  tidu  als 
Aggregat  von  fQnf  Guben  ausdrückt. 

*  Wir  sind  auf  diese  Form  in  einer  eindeutigen  Weise  gekommen, 
indem  wir  die  Knotenpunkte  der  Hesse 'sehen  Fläche  studirt  haben. 
Es  wird  sich  nun  umgekehrt  ergeben,  dass  in  der  Tfaat  die  Pentaeder^ 
flächen  die  einzigen  sind,  f&r  welche  f  die  Form  (2)  annimmt;  und 
zwar  zeigt  sich  dieses  dadurch,  dnss  in  der  durch  die  Darstellung  (2) 
rrcgebeneii  Fläche  die  E  nothwendigerweise  die  Pentaederflächen  sind. 
Wir  werdeil  dies  zeigen,  indem  wir,  von  der  Form  ansehend,  die- 
jenigen Bildungen  (nebst  anderen)  aulstellen,  welche  wir  oben,  von 
der  allgemeinen  F«inn  von  /"  ausf^ehond ,  gcgt'hon  haboii. 

Es  wird  sirh  hierbei  noch  ein  anderer  l  instun»!  erb'*li<ff'n.  Denn 
in  dem  Vorigen  war  der  Beweis  für  die  Natur  der  gegenseitigen  l^age 
der  Knuteiipunkto  dadureh  getulirt,  dass  wir  gewisse  Vorkommnisse 
als  im  allgemeinen  Falle  nicht  auftretend  aniuilniieii  (§  7.).  Das 
letztere  wird  dadurch  gerechtl'ertigt,  dass  wir  es  so  tiniien,  wenn  wir 
von  der  Form  (2)  einer  Flache  3'*"  Ordnung  ausgehen  und  die  Frage 
in  dieser  Form  studiren. 

Um  die  in  Rede  stehenden  Bildungen  bequem  ausführen  zu  können, 
werde  ich  zunächst  im  folgenden  §.  entwickeln,  wie  man  aus  der 
Hjmbolischen  Form  einer  aus  f  entsprungenen  Covariante  etc.  sofort 
die  wirkliche  Gestalt  ableiten  kann,  welche  dieselbe  für  die  in  der 
kanonischen  Form  f  gegebene  Flächengleichung  annimmt 

§  14. 

Daräteliong  symbolischer  Produkte  mittelst  der  kanonischen  form. 
Wenn  man  die  Formel 

f=i 

icwelnial  nach  den  X  differenzirt,  und  die  Incremente  einmal  durch  y, 
einmal  durch  g  ersetzt,  so  erhält  man: 

{2)  a,  a,  =  'V^ jB^'  li'^'^  Jif . 

Vergleicht  man  irgend  welche  Coeffidenten  auf  beiden  Seiten  der 
Gleichung  (2),  so  hat  man 

(3)  a,  a,at^'  £  a'"  4"  £f  Aj'^ . 

Diese  Formel  dient  dazu,  in  qrmbolisch  gegebenen  Bildungen  die 
symbolischen  Beiheu  durch  die  wirklichen  €V)elficienten  der  kanonischen 
Form  zu  ersetzen.  Nach  der  Formel  (3)  hat  man  eine  symbolische 
Reihe  a  dadurch  in  diese  fibersuführen,  dass  man  an  Stelle  derselben 
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geradezu  die  Coefficienten  von  E^'^  setzt,  das  Resultat  mit  multi- 
plicirt,  sodann  aber  nach  /  von  1  bis  ö  summirt.  Führt  man  dasselbe 
in  Bezug  auf  jedes  Symbol  aus,  welches  in  ciiiera  gegebenen  symbo- 
lischen Produkte  vorkommt,  das  A  Syml)ole  enthält,  so  ergiebt  sich 
eine  /.  fache  Summe  analoger  Produkte,  welche  aus  dem  gegebeneu 
hervorgehen,  indem  man  die  darin  auftretenden  Reihen  in  allen  mög- 
lichen ('onibinutionen  durch  die  CoefHcienten  der  Ebenen  E  ersetzt 
und  mit  den  entsprechenden  «  niultiplicirt.  Aber  in  dieser  Summe 
verschwinden  erstlich  alle  diejenigen  Teme,  in  denen  etwa  die  CoM- 
denten  der  n&mlichen  Ebene  E  f&r  zwei  YerBcbiedene  Reihen  der-  - 
selben  aymbolischen  Determinante  eingeführt  sind.  Enthi&li  ferner  ein 
solches  symbolisches  Ptodnkt  eine  Anzahl  von  symbolischen  Beihen 
symmetrisch  und  so,  dass  je  zwei  dieser  Reihen  dabei  in  diiem  sym- 
bolischen Deierminantenfactor  Tereinigt  auftreten,  so  verschwinden  in 
der  Snmme  nicht  nur  alle  diejenigen  Terme,  in  welchen  nicht  fELr  alle 
diese,  symbolischen  Reihen  verachkdoie  Reihen  der  E  eingeführt  wer- 
den ,  sondern  die  übrigen  werden  auch  einander  gruppenweise  gleich. 
Die  Terme  einer  Gruppe  unterscheiden  sich  nnr  durch  Yertauschung 
der  für  diese  symbolischen  Reihen  gesetzten  Reihen  von  E  unter  ein- 
ander. Man  kauu  also  die  von  diesen  symbolischen  Reihen  herrüh- 
renden Summen  durch  eine  einzige  ersetzen,  welche  sich  auf  alle 
( '(»iihin<iiio)u:)i  (ohne  Wiederholung  )  von  Reihen  der  E  bezieht,  welche 
au  Stelle  jener  symbolischen  lieiheu  treten  können,  und  niuss  diese 
einfache  Summe  dann  nur  mit  der  Pcn)tn((ifiohs::((Jil  der  Anzahl  der 
gedachten  symbolischen  Reihen  multipliciren.  Solche,  auf  die  betreffen- 
den Gombinationen  ausgedehnten  einfachen  Summen  werde  idi  durch 
ein  einfaches  Snmmenzeichen  bezeichnen,  dem  ich  nnr  diejenigen  In- 
dice^  untersetze,  welche  durch  alle  bezüglichen  Gombinationen  der 
Zahlen  1,  2,  3,  4,  5  zu  ersetzen  sind. 

Hiemach  sind  sofort  die  Formen  ersichtlich,  welche  die  symbo- 
lischen Ausdrücke 

l>a(ah uvy,  a«5sC, (ahc uf  « ipltS/, ,  A  «  amhMCadm(ahcd}^ 
in  ihrer  wirklichen  Darstellung  mit  Hülfe  der  kanonischen  Form  an- 
ndbmen. 

In  der  Form  agh^^ahui^'^  kommen  zwei  Symbolreihen  vor,  sym- 
metrisch und  in  derselben  Determinante  {ahuv)  vereinigt  Daher  hat 
man  nach  dem  Obigen: 

(4)  a,6,(fl6  UV)*     2  27«^'^  a^>E^J>E^^> 

wo  die  Summe  sich  über  alle  Combinationen  der  Zahlen  1,  2,  3,  4,  5 
zu  zweien  erstreckt. 

In  g>iu*  =  ajcbgCx{ahcuy  haben  wir  drei  Symbolreihen,  sym- 

TT 

metrisch  und  in  derselben  Determinante  vereinigt;  also  ist: 
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vi  4  =  0  2;  E^^ E^'{ikh  u)\ 

f(  i»  h 

wobei  die  Summe  sich  über  alle  GorobiDatioiieii  der  Zahlen  1, 2, 3,  4, 5 

za  dreipii  erstreckt. 

Endlich  enthält  A  =  hj.  [a  h  fd)"^  vier  Syml)olreihon,  sym- 
metrisok  und  in  derselben  Determinante  vereinigt   Daher  ist: 

(6)  A-24  Z  €^'^a^*t^^a^'^J:l:^j:l'  j:^^^E;^(ihht)% 

WO  die  Summe  sich  aui  alle  Cooibinationeu  der  Zahlen  1,  2,  ^,  4,  5 

zu  vieren  orstrot  kt. 

Ich  füge  Uüch  die  Darstellung  einer  viertem  Form: 

(7)  8  =  {abcu)  {abdu)  (acdu)  ijbcdu)  =  u\ 

hinzu,  welche  ich  im  Folgenden  gebrauchen  werde.  Sie  enthält  vier 
symbolische  Keihen,  symmetrisch  und  je  zwei  in  einem  Determinanten- 
factor  vereinigt.   Daher  ist: 

(8)  iS  — 24  2:  a(OaWa(A)aiii(tA;A«)(«J{;Zti)(a{«)(J&;^lt«), 

wo  die  Summe  sich  wieder  über  alle  Combiuatioucu  der  Zahlen  1,  2, 
'iSy  4,  f)  erstreckt. 

Die  Fläche  4'"  Classe  8^0  wird  von  den  Ebenen  umhüllt,  bei 
deren  Schnittcurve  mit  f  =  0  von  den  neun  Wendetaiigeiiten  sich 
dreimal  drei  in  einem  Punkte  schneiden  (Clebsch;  Borchardt's 
Journal,  Bd.  58.  p.  238).  Man  kann  sie  nach  ihrer  Ableitang  aus 
der  Aronhold'schen  Invariante  8  fDglich  die  Aronhold'scke  Fläche 
nennen. 

§lö. 

MachlreiB  der  Snotttnpnnkte  und  Ihier  LagenverhiltniMe  ans  der 

kanoniwhen  Form. 

Diiss  die  Peutaederecken  Knotenjiunkto  der  II  esse  sehen  Fläche 
sind,  lehrt  die  Gleichung  (ü)  sofort.  Denn  für  eine  solche  Ecke  ver- 
schwinden drei  Ausdrücke  J?«.  In  d^  DifferentialquotieQteii  von  A 
aber  «ntiiält  jeder  Teim  noch  das  Produkt  dreier  verschiedener  Ej,, 
Daher  mnss  mindestens  eines  von  diesen  jedesmal  verschwinden;  es 
versehwinden  also  für  eine  Peniaederecke  alle  Difierentialquotienten 
von      mithin  sind  diese  Ecken  Knotenpunkte  von  A  «  0. 

Bilden  wir  nun  die  Polare  <^(a  123)  einer  Pentaederecke  123, 

so  haben  vrir  nur  in  der  Formel  (2)  des  §  14.  die  y  gleich  den  x  zu 
setzen,  für  die  £  aber  die  Ooordinaten  dieser  Ecke.  Es  verschwinden 

dann  E^^\  £f ,  Ef\  und  es  bleibt: 

„(4)  j^^ir  ^1234)  +  a^-"  Ef  (1 2  3  f))  «  0 . 
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Dieses  ist  der  Satz  des  §  12.,  nach  welchem  die  Pulare  einer 
Peniaederecke  aus  zwei  Ebenen  besteht,  welche  durch  die  conjugiii« 
Kante  geben  nud  mit  den  durdi  dieselbe  Kante  gehenden  Fentaeder- 
seiten  ein  harmonisches  System  bilden. 

Das  (^nadnit  dor  Seite  dieser  Kante  or«^ebt  sich  nach  §  2 ,  indem 
man  die  (Jleitliuiig  tli  i  l'ohire  von  123  in  Liniencoordinaten  ausdrückt. 
Der  allgemeine  Ausdruck  der  Pulare  von  j  in  Liuieucourdiuateu  ist 

fijibxiabuvy  =  ü, 

was  nacii  §  14.  (4)  in 

£  Ej^*  {ikuvy  —  0 

«.  * 

übergeht.    8ei/t  man  nun  für  x  die  Ecke  12  3,  so  verscbwiudeu 
^  i,ieibt 

«(4)  «<fi)  ( 1 2  3  4)  ( 1  2  3  5)  .  (4 5  tt  t;)*  —  0 , 

also  wirklich,  abgesehen  von  einem  constanten  Factor,  das  Quadrat 
der  Gleichung  (45  «v)     0  der  Kante  45. 

Die  Kanten  des  Pentaeders  liegen  gans  auf  der  Hesse 'sehen 
Fläche,  da  deren  Gleichung  befriedigt  wird,  wenn  irgend  zwei  der 
Eg  verschwinden. 

Ganz  ebenso^  wie  die  Gleichung  (4)  des  §  14.  bildet  man  den 
Ausdruck 

(1)  ajf,{ahuv)  {ah  UV)  —  2 JB^'^if  («*  UV), 

i,  * 

weiclicr,  mjleicli  Null  gesetzt,  bedeutet,  dass  die  Geraden  //,  r  und  Uj 
r  entsjirechende  sind  in  Bezug  auf  die  Polare  des  Punktes  ./  ,  d.  b. 
diiss  jede  iliescr  Geraden  die  der  andern  in  liezug  auf  die  Pulare  cou- 
jugirt«'  Linie  schneidet. 

Ersetzt  mau  in  (1)  uv  und  UV  durch  zwei  oonjugirte  Knoten- 
gerade, d.  h.  durch  zwei  solche,  welche  keinen  Knotenpunkt  gemein 
haben,  etwa  durch  23  und  45,  so  verschwinden  alle  Produkte  (fiktiv) 
(»X;  ÜV\  und  man  erhalt  die  Gleichung,  welche  von  den  x  unabhängig 
bestdit: 

a»6«(a6  23)(a&45}  — 0, 

d.  h.  den  Satz  4.  des  §  8.,  nach  welchem  zwei  co^jugirte  Knoten- 
gerade  einander  in  Bezug  auf  die  Polare  jedes  Punktee  eutspreehen. 

Ersetzt  man  dag^n  in  (4)  die  mv,  ÜV  durch  zwei  miM  oon- 
jugirte Kuotengeraden,  also  durch  zwei,  welche  sich  schneiden,  etwa 
35  und  45,  so  bleibt: 

(2)  (rt h  3  ö)  (rt  4  5)     2  J5f>  (1  2  3  ö)  ( 1  2  4  r>) . 

Dies  verschwindet  nur,  wenn  •=  Ü  oder  ij»'!""  =«  ü,  und  man  hat 
also  den  Satz: 
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1.  Nidii  conjttgifie  Knofeugerade  entsprechen  vinander  wur 
in  Bemtg  antf  die  Vdmrm  der  Funkle  derjenigen  beiden  JPen- 
iaedert^fenen,  in  wddien  keine  von  ihnen  Hegt, 
h^T  die  Polare  des  Punktes  x  in  Ebenenooordinaten  fanden  wir 
in  §  14.  die  Oleichang: 

(3)  vi«^  —  6  2:  u^"a<*^<*»i:,;i'' i,ikhtiy  =  o-, 

sieht  man  darin  die  u  als  g^ben,  die  x  als  Teränderlieh  an,  so  ist 
dies  zQgleich  die  Gleichung  der  zur  Ebene  u  gehörigen  Fläche  3*<" 
Ordnung. 

Ersetzt  man  in  (3)  die  x  durch  die  Courdinaten  eines  Knoten- 
puuktes;  etwa  123,  su  verschwinden  drei  der  Eg  und  damit  der  ganze 
Ausdruck  (3).   Mau  hat  also 

(9l23)»«|^«0 

fllr  alle  Werthe  der  «.  Dies  ist  der  Satz  2.  des  §  G.,  nach  welchem 
alle  den  Ebenen  u  des  Baumes  zugehörigen  Flachen  3*"  Ordnjang  die 
Knotenpunkte  gemein  haben. 

Ersetzt  man  dagegen  x  durch  einen  beliebigen  Punkt  einer  Knoten- 
(gerade,  etwa  durch  den  Punkt  12 v,  in  weKlu'in  die  Knotengerade 
12  von  einer  beliebigen  Ebene  V  geschnitten  wird,  st)  muss  die  <_Jlei- 
chung  seiner  Polare  in  EbenencoordinaUui  das  Cjui^^rat  der  8]iit/.e  des 
Kegels  sein,  in  welche  sie  ausartet,  d.  h.  das  Quadrat  der  Cileichung 
des  coujugirteu  Kuoteupunktes  (hier  345).   In  der  That  ist  aus  (3): 

(4)  (9>l2t;)«««,-»6tt<»)aWo<B)(12^t))(l24f;)(^25t>).(34öll)^  . 
also  {dp  l  2  vy  11*^  =^  0  von  (345tf)*«i»  0  nur  um  einen  constanten 

Factor  ▼erschtoden. 

Statt  aber  den  beliebigen  Punkt  der  Knotengeraden  durch  die 
Ebenen  12«  zu  bestimmen,  kann  man  sie  durch  drei  Ebenen  ÜVv 
bestimmen,  von  denen  die  ersteren  beiden  durch  sie  gehen,  so  dass 
man  sie  als  Gerade  UV  bezeichnen  kann,  un«!  die  Gleichung  des  con- 
jugirten  Knotenpunktes,  ins  Quadrat  erhoben,  ist  dann: 

wo  die  u  die  VerUntier  liehen,,  die  c  beliebige  ("onstanten  bedeuten. 

Betratiitet  man  tlagegen  die  u  als  gegeben ,  ilie  v  als  veränder- 
lich, so  stellt  (ö)  das  Produkt  der  Schnittpunkte,  welche  die  Knoten- 
punkte 12  oder  UV  mit  der  einor  beliebjgen  Ebene  u  zugdiörigen 
Fläche  3^  Ordnung  bilden,  also  das  Produkt  der  auf  ihr  liegenden 
Knotenpunkte  dar.  In  der  That  ist  diese  Gleichung  von  der  Gleichung 

nur  um  eiiien  constanten  J^'actor  verschieden. 

MaUiomatische  AtiualoD.  V. 
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Für  zwei  in  Bezug  auf  die  Polare  von  x  coujugirte  Ebeueu  u,  v 
hat  man  aus  (2): 

i,  k,  k 

mau  hievin  ii,  v  dnrch  irgend  ZW61  Pen^taderebenon.  etwa 
1,  2,  so  blttbt: 

9^  E'^^       =  6  a''  a'''  «^'^  jBf  jR:^*'       (13  4  5)  (2  3  4  5)  =  0 . 

Dies  verschwindet  nur,  wenn  E^^  oder  Ej^^  oder  £^^^  verschwinden; 
daher  folgt  der  Satz: 

2.  Zwei  Pmtacdvrcbc-ncn  sind  conjuffirt  in  Bmuj  auf  die 
Volarm  der  F%mkte  jeder  der  drei  anderen  Ebenen  des  Fen- 
taeders. 

§16. 

Bestimmimg  des  Pentaeders,  wenn  einzelne  Theile  desselben  gegeben  sind. 

Ich  werde  nun,  auf  die  Entwickeluugeu  des  vorigen  Paragraphen 
gestütaNi,  eine  Reihe  von  Aufgaben  lösen,  in  welchen  von  dem  Pen- 
taeder einer  Fläche  3"'  Ordnung  einzelne  Stücke  als  gegeben  voraus- 
gesetzt werden,  und  es  sich  darum  handelt,  die  übrigen  daraas  zu  finden. 

I.  Viel-  FenUtederebenm  sind  bekannt  (2345),  die  fmfte  (1)  sott 
gefi/auJen  werden. 

Ich  setze  in  der  Gleichung  (2)  düs  §  14.: 

0,0,0,^  £a^'^ £^^  E^^  E^i 

einen  beliebigen  Punkt  der  Ebene  2,  fnr  «  den  Punkt  346. 
Es  bleibt  dann 

a.ay  \a  3 45)  —  Ef^  (1 3  46) , 

Die  rechte  Seite  ist  von  jb''*  nur  um  einen  oonstanten  Factor  ver- 
schieden;  daher  ist 

(1)  •  a,ffy(a3  45)=-0 

die  Gleichung  der  gesuchten  fünften  Pentaederseite. 

In  derselben  kommt,  wie  man  sieht,  nur  eine  Ecke  (3  4  5)  und 
ein  Punkt  ij  der  Ebene  2  vor.  Diese  Stücke  genügen  also  zur  Bestim- 
mung der  fünften  Ebene. 

Geometrisch  kann  man  die  in  der  Gleichung  (1)  gegebene  Lösung 
der  Aufgabe  durch  den  Satz  iuterpretiren : 

Biß  Ebene       ist  die  BjUarthene  eines  beliebigen  Funkies 
van       tu  Sesug  auf  die  quaäraHsahe  Polare  der  Edts  845. 

U.  Drei  Fentaederebenen  (3,  4,  5)  sind  gegeben,  man  soll  die  beiden 
iUnrigen  (1,  2)  finden. 

Nach  der  Formel  (2)  des  %  15.  ist: 
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a, 6,  (a 6  3 5)  (ofe  46)  =  2  a^"     JS^''  JS^'*  (l  2  3  5)  (l  2  4  5) . 
Die  Gldchimg 

(2)  a«&«  (a»  35)  (a5  45)  «  0 

ist  daher  von  dem  Prodokte  der  Gleichungeu  der  beiden  gesuchten 
Pentaederebenen  nur  um  einen  constanten  Factor  Yerschieden  und  liefert 
also  die  Lösung  der  Aufgabe. 

In  (2)  kommen  nur  die  Kanten  35,  45  tot;  ihre  Kenntniss  ge- 
nügt also  zur  Auffindung  der  übrigen  Pentaederseiten.  Der  geome- 
trische Inhalt  der  Auflösung  ist  durch  den  Satz  1.  dos  §  IT),  (j^e^ebeu; 
man  sucht  diejenigen  Punkte,  in  Bezu^r  auf  deren  Polare  die  Kanten 
35,  4  5  einander  entsprechen ;  sie  bilden  die  gesuchten  beiden  Ebenen. 

III.  Ein  Knotenpunkt  12^  ist  gegeben;  man  sudU  die  Jübenen 
des  Fcntaeders. 

Die  Pentaederebenen  theilen  sich  in  diesem  Falle  in  zwei  Grnp- 
])('n,  deren  jede  besonders  zu  .suchen  ist.  Yaw  einen  Grupjit.'  ^odiiuen 
die  drei  Ebenen,  welche  durch  den  »gegebenen  Knotenpunkt  gehen, 
zur  anderen  Gruppe  die  beiden  übrigen. 

Das  Quadrat  der  Gleichung  der  Geraden  4  5  erhält  man  (vergl. 
§  15.),  indem  man  die  Polare  des  Punktes  1  2  3  in  JLaniencoordiuaten 
aufstellt: 

(al23)(dl23)(a&iit>)>«0. 
Zwei  Punkte  dieser  Geraden  seien  |,  i}.  Die  drei  Punkte  S  -)-  A,  i}, 
S  +  Aji},  welche  Knotenpunkte  sind,  erhalt  man  nach  §  8., 

SatE  1.,  indem  man  die  Gerade  mit  der  einer  beliebigen  Ebene  u  zu- 
geordneten Flache  3**'  Ordnung  schneidet,  also  ans  der  cubischen 
Gleichung: 

Hat  man  so  die  Knotenpunkte  145,  24  5,  34  5  gefunden,  so 
findet  man  die  Gleichungen  der  Ebenen  E^i,  nach  §  11., 
(7)  in  der  Form: 

1.  :      («{  +  A,a,)  (of  +  AjO,) a.  —  0 

2.  :      (a{  +  Aj«,)  (flf  +  A,a,) «  0 

3.  :  +  A,  a,)  (a^  +  AjO,)  a,  «  0. 

Dagegen  ist  das  Produkt  der  Ebenen  und  jK*  nach  II.  durch  die 
Gleichung 

a,h,(ah  12)  (ab  ld)^0 

g^eben. 

IV.  Zu'ci  Fetitnederehmm  sind  gegeben,  die  übrigen  gesucht. 

Man  findet  ihr  Produkt  nach  der  letzten  Formel  des  §  15.  aus- 
gedrückt durch  die  Gleichung 

-0. 
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Die  geometrische  Interpretation  der  Lösung  ist  iu  dem  JSatze  2.  des 
§  15.  enthalten. 

Bei  dieser  I^snng  wird  von  den  Ebenen  1 ,  2  nur  das  Produkt 

benutzt,  da  i^'^,'^y'.'';^  aus  dorn  Produkt  E^^*  E^'^  entstellt,  wenn  luaii 

di<'  X  durch  die  ^t'  ersetzt.   Diese  Bemerkuiiij^  fidirt  zu  einer  weiterliia 
zu  benutzenden  Darstclhing  des  Produktes  dreier  Pentaederebenen. 
Es  ist  nach  §  15.,  Formel  (2): 

K  {'( h  3 5)  {ah  Ab)  =  2  a^' •      F}^ '  jKf  \ l  2  3  5)  ( 1  2  4  5) . 

Setzt  man  in  dieser  Identität  für  die  x  die  ^  und  moltiplicirt  mii 
so  hat  man: 

%  K  3  5)  (a 6  4  6)  -  2  «« .  E^'  .  (1 2  3  5)  (1 2  4  5) . 
Aber  nach  der  letzten  Formel  des  §  15.  ist: 

=  ü  a'^'  a'*'  i;^^'  J^'>  (1 3  4  5)  (2  3  4  ö) . 

Daher  wird  aaeb: 

9^ti^>K  («6  35)  («6  45) 

«  12«<*>«*'^«<**«**>a**>.      J2j'>  Jäf .  (1235)  (1245)  (1345)  (2345). 

Man  hat  hier  das  Produkt  dreier  Pentaederebenen  durch  einen  Aus- 
druck dargestellt,  in  dem  nur  zwei  ihrer  Schnittlinien  (35,  4  5)  auf- 
treten* 

y.  Eme  Feniaeder^lxne  (5)  ist  gegdtm;  die  übrigen  sind  bu  finden. 
Seien  |,  19  irgend  zwei  Punkte  der  Ebene  5.   Die  Punkte,  in 

welchen  die  Gerade     ni  die  Hesse'sehe  Fl&che  schneidet^  findet  man 

aus  der  biquadratisehen  Gleichung: 

(Ae  +  AA,)«-0. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  seien  A^,  X,,  X^,  X^]  die  vier  Punkte 
I  -)-  Aiti  liegen  dann  einzeln  auf  den  Peniaederkanten  15,  25,  35,  45, 
in  denen  die  Ebene  5  die  Hesse 'sehe  Flache  schneidet  Diese  Kanten 
aber  sind  den  vier  Ecken  234,  134,  124,  123  conjugirt;  man  findet 
also  die  Quadrat^^;  der  CJleiclmngen  der  letztern  nacli  §  5.,  indem  mau 
die  Polaren  dieser  Punkte  in  Ebenencoordiuaten  aufstellt,  also  aus  den 
Gleichungen 

+  =  ^    (/=  1,2,3,4). 

SetKen  wir  dies  der  Kürze  wegen  gleich  ti^(0,  so  dass  die  Coor- 
dinaten  eines  dieser  Knotenpunkte  bedeuten,  so  ist  nach  I.  die  Glei- 
chung der  Peutaederebenen  durdi 

«jffjoa,  =  0   (t=- 1,2,3,  4) 
gegeben,  wodurch  die  Aut^^abe  «gelöst  ist.    Aber  da 
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gesetzt  wurde y  so  ist  auch,  identisch  fQr  die  u  und  v: 

(9.+  =  V^  ^V"- 

Verstellt  man  also  unter  den  v  beliebif^e  Constaiite,  .setzt  alier  für  die 
«  die  »Symbole  a  und  iiuiltiplicirt  mit  ü^a,,  so  erhält  mau  die  Uiei- 

chuug  der  Ebene        iu  der  Form 

(91  +  Ai9,)« a^aji^mO  (i  —  1 ,  2, 3,  4). 

Diese  Form  der  Auflösung  macht  die  Aufsuchung  der  Coordinaten 
unnöthig. 

§  17. 

Das  Produkt  der  fOnf  Pentaederebeneii. 

Ich  j^elie  nun  dazu  ül>er,  das  Produkt  der  Gleicliun^'en  aller  fünf 
Peutaederebenen  aufzustellen,  wodurch  danu  die  Aufgabe,  diu  Kbeueu 
des  Pentaedeis  zu  finden,  allgemein  auf  eine  Oleichong  6'*"  Grades 
zurückgeführt  wird. 

Durch  P  bezeichne  ich  das  gesuchte  Produkt,  multiplicirt  mit 
dner  passend  gewählten  Gonstanten: 

/*  ^  24  {«c^«*-'«"»«*')«"';     ((1  234)  (1  230)  (1  245)  (l  34.))  (^2345)} 

.  E^'^  E^'^  E''' 1^''^  E''\ 

X        m       Jf       M  M 

£s  kommt  darauf  an,  den  Ausdruck  P  auf  eine  Reihe  von  Bildungen 
zurückzuführen,  in  denen  nur  die  Goefficienten  der  Fliehe  3***^  Ord- 
nung, bez.  deren  Symbole  auftreten. 

Nun  hat  man  zunächst  nach  den  im  vorigen  §.  unter  IV.  gege- 
heuen  Bildungen  des  Produktes  zweier  und  dreier  Ebenen,  wobei  nur 
die  Bezeichnungen  der  Symbole  verändert  sind: 

9^ a^&^ (ah  35)  {ab  45)  .       («(f  35)  {cd 4b) 

24  a'''  «<"  a'"' .  is*"  E'J'  E^ E^^ ,  (l  2  'dbf  (12  4  bf  (13  4  5)  (23 45) . 

Fuhrt  mau  hieraus  den  Ausdruck  des  Produktes  der  E  'm  (l)  ein,  so 
•  erhält  man  für  P  den  Ausdruck: 

(2)  ^  ^  •      ^  ^•''^^^ 

.  9^        {ab  3  5)  {ab  45)  .  Cj,    {cd  35)  {cd  45). 

Es  kommt  darauf  an,  aus  diesm  Ausdrucke  die  Goefficienten  der 
Ebenen  allmälig  herauszuscha£^  und  daltlr  symbolische  Goefficienten 
der  Fläche  einzufOhreu.  Ich  gehe  zu  diesem  Zwecke  zunächst  auf  die 
Gleichung  (1)  des  §  15.  zurttck: 

(3)  a,6.  (ah  u {a bUV)^2  E?  J5f  (tk  «  r)  {ik  UV) . 
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Ich  ersetze  darin  die  x  durch  die  Coordinaten  der  Punkte  123  und 

12  4  und  erhalte : 

(o  123)  {h  123)  {ahuv)  {abUV)  =     2 (1234)  (1235)  {Abuv)  (45  UV), 
(a  124)  (b  124)  {abuv)  {ahüV)  —  —  2<rO)a(9»(1234)  (1245)  (36  uv)  (35  UV). 
Hier.Betxe  ich  nun  in  der  ersten  Gleichung  für 

UV,    UV,  ah 

die  Symbole 

ab,    cd,  ef, 
in  der  zweiten  Gleichung  die  Symbole 

ah,    cd,  g%. 

Alsdann  ist: 

(e  1 23)  (f  1 23)  {efah)  (efed)  —     2a(«)a<»)  (1 234)  (1 235)  (45  a5)  (45  edj 

(g  12  4)  {hl  24)  (ffhah)  (ghcd)^—  2«P>«*«(1  23  4)  (1  245)  (3  5  «6)  (35  cd)] 

multiplicirt  man  also  (3)  mit  —  4(1235)  (1245),  so  kauu  mau  recbü» 
diese  Gleichungen  anwenden  und  erhält: 

(4)  —  4  P  .  (1  2  3  5)  (1  2  4  5)  =  «i'>  «<=^i      «(*)  .  (1  3  4  5)  (2  3  4  5) . 

.  q^^a^b^cd^iabeO  {ab gh)  (cdef)  {cd gh)  (e  123)  (/'123)  (^p  1  2 4)  (Ä  1  2  4). 

Die  Form  P  erscheint  hier  im  Zusammenhange  mit  einer  Form, 
welche  in  Bezug  auf  zwei  verschiedene  Punkte  quadratisoh,  für  einen 
dritten  von  der  5^«"  Ordnung  ist: 

Vifh^htpc»dg(ahef)  {ahgh)  {cd ef)  (cdgh)  t^f^g^K' 

Aus  dieser  Form  entsteht  P  bis  auf  einen  constanten  Faetor,  wenn 
man  die  ir  darin  durch  zwei  nicht  conjügirte  Knotenpunkte  (hier 
12  3,  124)  ersetzt. 

Insofern  wir  diese  Form  nur  rOoksichtlieh  der  in  ihr  anfketenden 
Punkte  y,  z  betrachten,  können  wir  dieselbe  symbolisch  durch 

bezeichnen,  wobei  zu  bemerken  ist,  dass  die  Form  für  ^,  symme- 
trisch ist,  dass  also     <s\  =  qI  aK 
Die  Gleichung 

stellt  also  das  Produkt  der  Pentaedaveiten  dar,  wenn  man  unter  y,  g 
zwei  nicht  coiqugirte  Knotenpunkte  versteht.  Ausserdem  hat  man 
dm  Satz: 

Wem  «  zwei  eonjttgirte  Knotenpunkte  sind,  so  v&rsehumM  der 
JMsdruck  identiadi. 

Er  verwandelt  sich  nämlich  dann,  etwa  fttr  die  Knotenpunkte 
123,  145,  in 

9l     K  c,  d,  (ah  ef)  {abgh){cd  ef)  {c d  ffh)  (c  1  2  3)  (/"  1  2  3)  (flf  1 4  5)  {h  14  5). 


Digitized  by  Google 


Das  Pentaeder  der  FUUdieii  Ordnung. 


375 


Aber  indem  man  die  F^rmd  (3)  ähnlieh  wie  oben  benutzt,  hat  man: 
(e  1 2  3)  (/*  1 2  3)  {efah)  (e  fcä)  —  2         (1 2  3  4)  (1 2  3  5)  {ah  4  5)  {cd  4  5) 
($r  1 45)  (;» 1 45)  ighah)  {ghcd)  »  2a» (1 245)  (1345)  {ab  23)  (<;<I23), 

und  der  obige  Ansdrack  kann  also  ^etzt  werden  durch: 

4  «W  a"»  (1  2  3  4)  (1  2  3  5)  (1  2  4  5)  (1  3  4  5) 

.  ffl     bxf,  c,  dx  (ab  4  5)  (cf^  4  5)  {ab  2  3)  {cd  2  3) . 

Dieser  Ausdruck  aber  Voesch  windet  identisch ,  weil  nach  §  15.  die 
Gleichung 

*  amb,{ab2^){ab4&)'~'e^d»{cd2B){cdAö)«'0 

besteht,  und  also  alle  symbolischen  Ausdrücke  Terschwinden,  welche 

(a6  23)  {ab  4b)  oder  {cd  22)  {ed  4b)  zu  Factoren  haben. 
Wir  haben  nach  dem  Obigen  für  P  den  Ausdruck: 

(5)  —  4 P .  (1 235)  (1 245)  —  (9  1 23)M«  1 2 4)*, 
während  zugleich 

(6)  0  — (pl23)'(tf  145)', 

und  während  alle  übrigen  Gleichungen  best<?heu,  welche  durch  Ver- 
tuuschuug  der  Zahlen  aus  dieseu  hervorgehen. 

Quadrirt  man  nun  die  beiden  identischen  Gleichungen 

((>  13  5)  (12  3  4)  =  (p  1  34)  (1  2  35)  —  (p  1  23)  (1  345) 
(<y2  45)  (12  34)  =  (<y234)  (1245)  — (ö  124)  (2345), 

und  multiplicirt  die  daraus  erhaltenen  Ausdrucke  der  doppelten  Pro- 
dukte rechte  mit  einander,  so  eigiebt  sich: 

4{q  123)  {p  134)  {c  124)  (tf  234)  .  (1235)  (1245)  (1345)  (2345) 

-=  ^{Q  lZ4y  (1235)2  +  {q  123)2  (1345)^  —  {g  135)'  (1234)'} 
.  {(tf  234)'  (1245)2  -f  {a  124)'  (2345)'  -  (<y  246)' (1234)'}  . 

Führt  man  rechta  die  Multiplicatiou  aus,  so  verscliwindeii  nach 
{('))  fünf  Terme,  während  die  anderen  vier  nach  (5)  deu  gemeinsamen 
Werth 

-  •*  Siüw^W^S- •  (1 3  4  5)  (2  3  4  5)  (1 2  3  5)  (1 2  4  6) 

annehmen.  Es  bleibt  also  nach  Auslassung  eines  gemeinsamen  Factors: 

(7)  —  4P=(p  12  3)  (p  13  4)  ((T 124)  (tf  2  3  4).  a<«)  • 

eine  Gleichung,  welche  noch  bestehen  muss,  wenn  mau  an  Stelle  von 
1,  2,  3,  4  vier  andere  der  Zahlen  1,  2,  3,  4,  5  setzt. 

Betrachten  wir  nun  die  Form,  welche  aus  p^tfj  entsteht,  wenn 

man  die  m  den  y  gleichsetzt.   Diese  Form  mag  symbolisch  durch 
bezeichnet  werden.  Es  ist  dann 

«t  s  ; 
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und  indem  man  diese  Gleichung  wiederholt  nach  den  y  diflferenzirt 
und  die  Incremente  durch  neue  Goordinaten  0,tfr  ersetzt,  findet  man: 

(8)  n  )),^    p,     =  1!q,jQ,  a,  <y, , 

wo  die  Suiiimo  reclits  sich  auf  dio  sechs  (ilieflt  r  rr.stieckt,  welche  man 
diireli  Vcrtiuischuii«;  der  //,  .r,  f,  r  aus  der  UriVsse  unter  dcui  Sumnieu- 
/.eiclien  erliidt.    Ersetzt  mau  r  durch  die  Coordiuateu  der 

ivuoteu|)uukte 

123,    134,    124,  234, 
so  uiiumt  nach  (7)  jedes  Glied  der  »Summe  (Ö)  deu  Werth 

_  T   

«UJ  „(ii  „(3)  „Wl 

an,  und  es  ist  also  auch: 

(9)  —  4  P  =  «"» a<^>  a' «<"      1  2  3  )  (i>  1  2  4)  {p  1  3  4)  (p  2  3  4) , 

und  gleich  den  anderen  Ausdrückeui  die  durch  Aenderung  der  Zahlen 

aus  diesem  hervorgehen. 

Nun  hatten  wir  in  §  14.  für  die  Form 

8  =  {aheu)  {ab  (fit)  (ae  du)  (bcdu)  ^u* 
den  Ausdruck  gefunden: 

6'  =  t^«24  £  ««'^ Am)  («A  /u)  (iA/u)  (AA/ft)» 

kf  A«  I 

WO  die  Summe  sich  auf  die  fOnf  Tersdiiedenen  Oombinationen  der 
Zahlen  k,  l  erstreckt  Ersetzen  wir  hierin  die  u  durch  die  p, 
so  verwandelt  sich  jedes  Glied  der  Summe  wegen  (9)  in  —  4P|  und 
es  bleibt  also 

oder  nach  der  Definition  von  P: 

«  —  1 1  5 20 a<»))3  ((1  23  4)  (1  23  5)  (12  45)  (13  45)  (23  4  5))" 

X        X        j:         r  j- 

Dies  ist  der  «gesuchte  Ausdruck  des  Produktes  der  lüuf  IVntaeder- 
ehenen  durch  die  ('(>etH(  if  ntcu  der  Fläche.  Ich  fasse  das  liesultat  iu 
iölgeudem  Satze  /us.iiunien: 

Dan  Vrodiiht  der  l^ntaakrcbencn  ist  durdi  die  Gleichung 

gepdimf  wdeke  tms  dm  Farmm 

H*  =  (ah  <:i()  [nh  du)  {ac  du)  {he  iht) 
V\      «Pi      V  Cxdr  {(ih  vf)  {abijh)  {cd  >  f)  {<  <l  (jh)  e^f^ij^hy 

gebildet  ist^  und  in  den  Cocfficienten  der  Fläche  vom  15*<^" 
Grade  wird. 
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§  18. 

Bestimmimg  der  Pentaederebenen  und  Herstellung  der  kanoniselieii  Form. 

Von  (lern  Produkt  der  PontaiMlciclx'neii  aAis^rfdiend,  kann  man  nun 
endlich  den  Wc^]^,  der  zur  l'eberfiiluuiiLi:  von  /  in  die  kanonische  Form 
einzuschlagen  ist,  V(dl.ständig  darlej^en.  Es  liandclt  sich  zuiiäclist 
darum,  die  Pentaederebeneri  zu  finden;  sind  diese  eiuzelu  bekuuiit^ 
so  führen  die  Forniehi  des  §  11.  und  13.  zum  Ziele. 

Bezeichnen  wir  durch  G  die  ('ovariaute 

=  Pl ; 

sie  stellt  nach  dem  Vorigen,  gleich  Null  gesetzt,  das  Produkt  der 
Pentaedereheneu  dar;  und  insoferu  sie  iu  deu  X  vom  5'""  Grade  ist, 
kaiiii  mau  sie  symbolisch  durch 

bezeichnen. 

Schneiden  wir  nun  dir'  Fläche  5"^'  Ordnun;^       —  0,  d.  h.  das 
Pentaeder,  mit  der  VerbimlmiLjslinif?  zweier  Punkt«       tj.    Die  iüuf 
SchnittpunUte  iiahen  dann  (  'oordinaten  von  der  Form  l-f-^l,  >y,  und 
die  den  fönt*  Pentaedereheneu  entsprechenden  Wierthe  A,,  Aj,  A^j,  Aj, 
fiudet  mau  aus  der  Gleichung  5'  "  (irades 

(fJ^-h  ^0,)' 

Hat  man  diese  ( ileic]iun*ij  j^elöst  und  ist  A,  eine  der  fünf  Wurzeln, 
so  fiudet  man  die  zu|Ljehörii(e  Pentaederelx'iie,  indem  man  fiir  d«?n 
Punkt  i  -\-  X,ij  die  Tangeiiteuebeue  des  Pentaeders  bildet.  Mau  kauu 
also  setzeu: 

und  hat  so  die  fünf  Pentaedereljeneii  l>e.stiiumt. 

Um  nun  f  m  der  kanoniselieii  Form  darzustellen,  bestimmt  mau 
zunächst  nach  (7)  §  11.  die  (  onstanten       durch  die  lormel 

("  h     h)  (>«  i,  '.1  »r.)  ^ 
('i  't  '3  *i)  l«<  h  h  h)  *  ' 

in  welcher  die  i  die  Zahlen  1,  2,  3,  4,  f)  in  irgend  welcher  Keiheu- 
folge  bedeuten.    »Sofort  hat  man  dann  in  der  Gleichung 

die  gesuchte  kanonische*  Darstellung  von  f, 
Glessen,  im  März  1872. 
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•  Man  wird  in  der  analytischen  Geometrie  nicht  selten  auf  die  Auf- 
gabe gefQhrt,  die  gemeinschaftliclien  Lösuugoii  eiiios  Systems  von  Glei- 
chungen zu  finden,  welche  durch  das  Verschwinden  der  Dett^rniinanteji 
einer  Matrix  von  Elementen  (welche  Variable  enthalten)  mit  mehr 
Vertikal-  als  Horizontalreihen  —  Determinanten  eines  unvollständigen 
Systems  —  <^ebildet  werden.  Man  hat  die  gemeinsamen  Lösungen  für 
eine  gewisse  Anzahl  jener  (Tleichungen  aufzustellen  und  von  diesen 
die  Zahl  der  den  anderen  nicht  gemeinsamen  Lösungen  abzuziehen, 
um  die  Zahl  der  Allen  gemeinsamen  Lösungen  zu  finden.  Für  den 
allgemeinen  Fall  einer  Matrix  mit  beliebig  vielen  Vertikal-  und  Hori- 
zontalreihen haben  Herr  S.  Roberts*)  und  vorher  durch  Juduction 
Herr  Salmou'^*)  diese  Zahl  gefunden.  Beide  jedoch  ziehen  in  ihren 
Formeln  nicht  den  Grad  der  einseinen  Vetanderlichen,  sondern  die 
Gesammtdimenaion  derselben  in  Rechnung.  Ich  werde  im  Nach- 
folgenden (§  1.)  ein  Verfahren  zur  Bestimmung  der  gemeinsamen 
Lösungen  angeben,  welches  auch  auf  den  FtM,  dass  die  BUemente  nicht 
in  Bezug  auf  die  Dimension,  sondern  nur  auf  den  Grad  in  den  ein- 
zelnen Variabeln  als  allgemein  angenommen  werden,  angewendet  wer- 
den kann.  Die  erforderlichen  Operationen  werden  betrachtlich  ver- 
einfacht, wenn  man  sich  hierbei  eines  algebraischen  HülfssaUtes  (§  3.) 
bedient,  der,  wie  ich  glaube,  von  allgemeinerem  Interesse  ist.  Der- 
selbe bezieht  sich  auf  die  Zahl  der  gemeinsamen  Losungen  von  zwei 
fi})(M  V()!lständigen  Systemen  von  tjleichungeu,  für  welche  einzeln  man 
die  entsprechenden  Zahlen  kennt. 

Um  ein  grösseres  Heispiel  zu  den  allgemeinen  Betrachtungen  der 
§  1 — 3.  zu  geben,  bestimmen  wir  in  §  4.  die  Zahl  derjenigen  Werthe- 
systeme  A,  .  .  .  (deren  einige  auch  constant  sein  können),  welche 
die  Determinanten  des  folgenden  Systems  zum  Verschwinden  bringen: 


*)  Cr.-lh'-Borchiirdt,  Journal  f.  Math.  Bd.  67. 

lutruductory  Icäsons  to  the  higher  Algebra,  2.  ed.  p.  229. 
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(l) 


9>i(M  9ii^t)  

 9i+ii^2) 


9i  W   Vti^k)  9*+<  W 

wo  die  <p  ganze  Functionen  m*"  Ordnung  je  von  den  eingeklammerten 
Yariabeln  wnd,  und  i  sowohl  positiv  jb)  als  n^tiv  2  —  ib)  sein 
kann.*) 

Wenn  man  das  Resultat  dieser  Abzählung  geometrisch  deutet,  so 
enthält  dasselbe  die  allgemeine  Lösung  einer  Aufgabe  über  Schjiitt- 
punktsysteme  vou  Curvenbüschelii  mit  einer  geraden  Liuie,  welche  für 
den  Fall  Ic  ==  2  (indem  dort  indcss  eme  Curve  au  iStelle  der  Geraden 
tritt)  in  dem  Abschnitt  ül)er  das  Verschwinden  der  0- Function  (§  (51.) 
der  Theorie  der  Abel  ächeu  Functionen  vou  Clebsch  und  Gordan 
gelöst  worden  ist. 

Das  fiberroUstandige  System  von  Gleichungen,  welches  durch 
Nullsetaen  der  einzelnen  Determinanten  des  folgenden  Systems  mit  h 
Horizontal-  und  g  Vertikalreihen  entsteht  (q'^h): 


a,,  a„ 


«1«  I 


Sil,  2,  ...  fl)» 


enthält  im  Allgemeinen  nur  q  —  k  -\-  ]  von  einander  uuablülngigo 
Gleichungen  (wir  werden  sagen:  ist  äquivalent''  q  —  h-\-l  Glei- 
chungen). Dorn  man  kann  ans  demselboi,  falls  nicht  alle  ünter- 
determinanten,  welche  sich  aus  irgend  k  —  i  VertOadreihen  (»  <  h) 
bilden  lassen,  verschwinden**),  ein  System  von  q  linearen  Gleichungen, 
je  mit  den  Elementen  einer  Vertikalreihe  als  Coefficienten ,  herleiten, 
welches  1c  —  1  Unbekannte  besitzt  und  q'—k^l  Relationen  liefert 
Wir  setzen  der  Einfachheit  wegen  voraus,  dass  zwischen  den 
Elementen  besondere  Kelationen  nicht  bestehen.  Wir  denken  uns  die- 
selben als  Functionen  von  wenigstens  soviel  Variabein,  als  von  cin- 
^der  unabhängige  Gleichungen  durch  das  System  (2)  dargestellt  sind. 

5(12...  ff)* -0 
möge  nun  der  Inbegriff  aller  Gleichungen  bezeichnet  werden,  welche 
durch  ^ullsetzen  der  Determinanten  des  Systems  (2)  entstehen,  mit: 

  (12., .ff)» 

*)  Wir  denken  uns  das  System  von  Determinanton  nach  BequendidilHnt  bald 
in  einem  stehenden,  bald  in  liegendem  Rechteck  angeordnet. 

**)  Vgl.  den  analogen  Satz  in  Baltzer,  Theor.  d.  Determinanten,  3.  Aull.,  S.  it. 
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die  Zahl  der  gemeinsamen  Losungen  dieser  Gleicfaungen,  wobei  je  nach 
BedOrfniss  eine  Anzahl  von  Variabeln  ab  constant  angesehen  wird. 
Femer  möge  mit: 

[(12  .  .  .  «)*(12  ...  0*J 
die  Zahl  der  Jjösongen  bezeichnet  werden,  welche  gleichzeitig  dea 
beiden  Systemen: 

5(12  .  ..  s)»«0,     5(12  ...  0»  — 0 

genügen . 

Wir  fiilinMi  iiiiii  im  Fülgeiideu  mit  Hülfe  der  ii«;inorkuiii^,  dass 
alle  i^rnu'iiisaiiu'ii  Li'-siiiiLrcii  flfs  Systems  (2)  unter  (leiijeiiiiifeii  von 
irt^end  q  -  /.  -|  1  von  einamler  ninil>liän<:;i<»'en  Determinanten  enthalten 
sind,  die  Bestininiun<^  der  gemeinsanit  ii  l/t.suM^n'n  eines  Systems  zurück 
auf  diejenigen  niederer  Systeme,  d.  h.  solcher  Systeme,  für  weiche 
entweder  k  oder  n  einen  kleineren  Werth  besil/i. 

1.   Mau  betrachte  zunächst  das  System  von  Gleichungen: 


(3)  5(12...  j),- 


«0. 


I  a||  ... 

I  Oji  11,2  Oi« 

Die  Losungen  desselben  sind  alle  enthalten  unter  den  gemeinsamen 
Lösungen  der  beiden  Systeme: 

5(12  ....J-1),«0,  S{q,q-1\^0, 

von  denen  das  Letztere  bloss  aus  der  letzten  Determinante  des  Systems 

(3)  besteht  Unter  diesen  Lösungen  befinden  sich  indess  auch  solche, 
welche  nicht  aUen  Gleichungen  von  (S)  gemeinsam  sind.  Sijst,  q  —  l), 
verschwindeti  wenn 

(4)  •  S(q-X),^0 

ist,  d.  h.  wenn  die  beiden  Elemente  ai, i  und  0^.9-1  verschwinden.*) 
Alsdann  verschwinden  aber  auch  alle  Determinanten  von  5(12 ...  g  —  l),, 
wenn  nnr  noch  die  Gleichungen  erfttllt  werden: 

(4^)  5(12  .  .  .  y  — 2\,««0. 

Die  (ileichuugen  (3)  sind  einem  System  von  7  —  1  (ileicluingen  ätjui- 
valent,  (4)  einem  von  2,  (4')  q  —  'S\  also  (4)  und  (4^)  zusammen 
wiederum  q  —  l  Gleichungen.   Mau  hat  demnach : 

(12  . . .  q)^  =  [(12  ...!/-  1),  iq  -  1,  q),\  -  [(12  ...  ff  -  2),  (g  -  1),], 

*)  Iiier  wie  in  der  Fol«»e  nelinieii  wir  ein  R<'clitei](  von  Elementen,  welches 
auf  die  «uhmulc  Suite  geät4.'llt  i»t,  aU  jfleiciibcdeutuud  an  init  duiUimlbeu ,  auf  die 
breito  Seite  gestellt,  so  daas  s.  B.  die  Bezeichnungen: 


gleiehliedeutcnd  sind. 


«fi  «it  ! 


«it  Ott  «3«  U 
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(5)  5(12...  g). 


Diese  Gleicbuiig  gilt  nur,  so  lange  S  (12  .  .  .  —  2)  =  0  gf  —  3  ülei- 
chungeu  äquiiralent  ist,  also  für  g  >  3.   Für  g     3  i&i: 

(4-)  (128),-[(12),(23)J-(^,. 
.   2.  Wir  betrachten  ferner  das  System  von  Gleichungen: 

«,,  ...  Oiq  || 

(1.^2  *  <  *  ^9   1  ~  ^' 

Die  Losuugeu  sind  inbegriffen  unter  denjcnigeu,  welche 

(6)  S{V2  .  .  .  q  -  1).,=0    und      ((?  —  2,  7  —  1 ,       =  0 

gfiiiciiisiiin  liaben.  Unter  LcUtcreu  beHuden  sich  aber  auch  diejenigen^ 
welche  den  ISystenieu; 

5(7-2,  7-  1),  =  0 
.S'(12  ...  7-2)3  =  0 

gemeinsam  sind,  ohne  alle  Gleicliungen  von  S{1  ...  7)  =  0  zu  be- 
Medigen.  Denn  die  erste  der  Gleichungen  (7)  macht  die  Determinante 

5(g-2,  i-1,  ff), 

verschwinden,  und  von  8{l .  . .  ff —  1)3  diejenigen  Determinante, 

welche  die  beidon  letzten  Vertikalreihcn  enthalten.  Darum  verschwin- 
den aber  noch  nicht  alle  Gleichungen  <les  Systems.  Es  niuss  also  die 
letzte  Gleichung  (7)  noch  hinzutreten.   Dem  System  der  Gleichungen 

(7)  wiederum  gehören  noch  die  Losungen  von: 

5(ff-2)3-0 
iS  (12  . . .  ff  —  3),  «-  0 

au,  welche  den  Gleichungen  (0)  nicht  allen  genügen.  Man  erhillt  so 
endlich: 

/gv  l)s(ff  — 2,  ff  — 1,  ff)a] 

-  1(1  ...  ff  -  2),  (7  -  2 ,  ff  -  1 ),]  4-  (( 1  .  .  .  7  _  3),  (7  -  2)3) ; 

liicse  Foniiel,  w<lcln;  tMin'  ZiiriUlctühi  ini«r  hi'jhcror  Systenic  auf 
niedere  enthält,  wird  illusüiisch,  wenn  (1  ...  7  —  .'>).,  =  0  nicht  mehr 
ff  —  5  Gleichungen  repräscntirt  Die  Formel  (8)  gilt  demnach  nnr 
für  2  >  5. 

Jb'Qr  ff  >*i  2  hat  man  ein  stehendes  Rechteck,  welches  auf  den  Fall 
mit  dem  Index  2  führt. 

Ffir  ff  H  3  erhält  man  eine  einfache  Determinante. 
Der  Fall  wurd  nach  der  Formel: 

(8»)  (123  4)3  =  [(1  2  3)3  (2  3  4)3!     (2  3)3 

behandelt 

(jr     5  nach  der  leicht  zu  beweisenden  Formel : 

(8^)     (12  3  4  r>)3  =  [(l  2  3  I),  (3  4  ö),]  -  [(1  2  3),  (3  4),\  +  (3^3 . 
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3.  Es  erfordert  nur  eine  Wiederholimg  dieser  einfachen  Betrach- 
tungen, um  für  den  allgemeinen  Fall  die  Formel  za  erhalten: 

(1  .. .  g)*  =  [(1  . . .  q—  l)jt     —  Ä  +  1,  3  —    +  2,  . . .  r/)*)  — 

_  {(1  ...  ^  _  2),  (g  -    +  1,  g  -    +  2,     .  g  -  l)*]  + 
(9)  H-  1(1 ...  ä  ~  3)*  («  -  /;  +  1,  a  -    +  i?,     ff  -2)*]  - 


±[(1  ...«-*)»  + 

IKese  Fwmd  Uefert  die  Zahl  der  ffmansame»  Losungen  de^feniffen 
Bfftkm  von  QUichmgen,  wdi^  duroh  Nuüsetgen  der  Dderminantm 

des  Systems  (2)  cntstdf,  ausgcdriiekt  durch  die  Zahl  der  Lösungen  pir 
niedere  St/stemej  d.  h,  solche,  fir  toelche  entweder  k  oder  q  einen  Idei' 
neren  Werth  hcsitzt. 

Die  Formel  (9)  wird  illusorisch,  wenn  das  System  S{\  .  . .  q  ~  k) 
weniger  Vertikal-  als  Uorizoutalreihen  besitzt.  Dieselbe  gilt  also  nuT;, 
so  lange 

q~h>  Jt  —  l 

ist.  Wenn  dagegen:  q  —  k  <  k  —  1,  so  reducirt  sich  das  System  ent- 
weder auf  ein  anfrechtsteliendes  Kechteck,  führt  also  auf  einen  Fall, 
den  wir  zu  den  niederen  rechnen;  dies  geschieht,  wenn; 

isL  Wenn  aber: 

— 1 

ist,  so  tritt,  wie  man  ohne  Mflhe  erkennt,  an  Stelle  der  Formel  (9) 
die  folgende,  welche  nach  Analogie  von  (4^),  (8*),  (ß^)  gebildet  werden 
kannr 

(12...sr)*=[(12...ff-l)*(g-*-|-l,  +  — 

-  ((12...g-2>(2-^  +  l,  q  ...  y-l»  -f- 

(9')  + 

±  [(12  . .  .  ^')*  (g  _     +  1,  2  —  Ä  -f  2,  . . .  it  +  1)*]  i= 

=F(ff-'«  +  1,  ...  k),, 

wo  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem 
q  —  k  ungerade  oder  gerade  ist. 

Die  ferner»*  Ausführung  der  Formeln  (9) ,  {i)'')  ertordert  die  Be- 
stimmung tlt  r  ^\'erthe  der  eckigen  Klanmiern  aus  den  darin  vor- 
kommenden runden.  Es  liegt  nahe,  in  dieser  Ab.sicht  für  die  Letz- 
teren wieder  eckige  einzuführen.*)  Auf  diese  Weise  werden  allmählich 
von  einander  unabhängige  Gleichungen  an  die  Stelle  der  überroUstan» 
digeu  Gleichnngssysteme  gesetzt;  dieselben  treten  echliesslich  gruppen> 

•)  So  irt  «.  B.  (81«):  [(1234),  (345),}  »  [(123),  (284),  (846),]  -  [(28),  (846),], 
wo  nim  weiter  für  (28),  der  Werth  elmusetieD  ist 
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weise  zu  je  q -— Je  -\- 1  auf  oud  es  erübrigt  bloss  noch  die  bekannten 
Bügeln  Uber  EUmination  aus  einer  Gruppe  toü  Gleichungen  ansn- 
wenden. 

Diese  Operation  kann  indess  in  vielen  Füllen  vereinfacht  werden 
doreh  successive  Anwendung  eines  Satzes,  der  die  Werthe  der  eckigen 
Klammern  direct  aas  denen  der  darin  yorkommendeu  runden  zusammen- 
setzen lehrt  and  somit  einen  höheren  Fall  auf  niedere  zurückführt. 
Man  mass  dabei  zwischen  folgenden  beiden  Italien  unterscheiden: 
-1.  Die  Elemente  der  Matrix  werden  mit  Rücksicht  auf  ihre  Di- 
mension in  Bezug  auf  alle  in  den  Gleichungen  aaftretenden  Variabein 
betrachtet.  Sind  a,  ß  die  Werthe  der  beiden  runden  Klammem,  die 
in  einer  eckigen  auftreten,  so  ist  der  Werth  der  eckigen: 

Man  beweist  dies  dnreh  ein  Verfohrm,  welches  dem  in  den  folgenden 
beiden  §§.  eingehaltenen  analog  i^t.  Da  dieser  l<'all  indess  bereits 
anderweitig  behandelt  worden  ist,  so  beschäftigen  wir  uns  in  der 
Folge  Toizogsweise  mit  dem 

2.  Fall.  Die  Eilemente  werden  mit  Bficksieht  auf  den  Grad  in 
den  einzelnen  Variabeln  betrachtet.  Wie  man  alsdann  aus  den  Werthen 
der  runden  Klammem,  die  im  allgemeinen  Falle  nicht  durch  einzelne 
Zahlen,  sondern  Gruppen  von  solchen  reprasentirt  werden,  die  eckigen 
findet,  lehrt  der  Satz  des  §  3.  Wir  wollen  diesen  Satz  im  Folgenden 
mit  grösserer  Ausführlichkeit,  als  dies  für  den  vorliegenden  Fall  nothig 
wäre,  begründen,  um  die  allgemeinere  Bedeutung  desselben  erkennen 
zu  lassen. 

§  2. 

Die  Theorie  der  Elimination  aus  algebraischen  (ileichungen  ist 
vorzugsweise  entwickelt  für  solche  Gleichungen,  welche,  wie  die  Glei- 
chung einer  allgemeinen  Gurve,  Fläche  n^*'  Ordnung  etc.  dann  fOr 
allgemon  gerechnet  werden,  wenn  alle  Terms  von  der  und  allen 
niederen  Dimension«!  mit  Ton  einander  nnabhSngigen  Coefficienten 
Torhanden  sind.  Im  Nachfolgenden  wird  nun  eine  Gleichung  nicht 
mit  Bficksidit  auf  ihre  Dimmsumf  sondern  auf  den  Orad  in  dm  em- 
gdnm  Variäbdn  betrachtet.  Wir  sagen,  eine  Gleichung  mit  q  Varia- 
bein Xi,  fl^,  . . .  a;^,  welche  in  Xi  von  der  Ordnung  p^,  in  a?,  von 
der  Ordnung  p^,  .  .  .  in  von  der  Ordnung  ist,  sei  allgemein, 
wenn  in  derselben  jeder  Term  von  der  Form: 

a^.x^  .r^*  (/,  <  V, ,  /,  <i>,,  .  .  .     <  i>p) 

mit  einem  beliebigen  Coefficienten  behaftet  auftritt.  Ueber  die  Elimi- 
nation aus  einem  System  von  Gleichungen  der  erwähnten  Art  mögen 
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zunächst  einige  allgemeine  Betrachtungen  als  GruuUlage  für  das  Fol- 
gende vorausgeschickt  werden. 

^V^^nn  man  aus  zwei  (Jleielmngen  m  =  ()  und  n  —  0,  welche  in 
l$e/-u^  auf  die  Variabrlii  f,  bez.  vom  Grad        und        in  Bezuj^  auf 
,  vou»  (liMil  m.^  und       siiul,  eine  der  Variabein  eliiuiuirt,  so  ist  be- 
kauuUidi  diu  Uesuituule  iu  liczu«:;  auf  die  andere  vom  Grad 

m,     4"  «I  m^' 

Mit  iiüeksicht  auf  die  determinauten -ähnliche  Form  dicBCS  Auadrucks 
(nur  dass  beide  (jlieder  positiv  sind)  möge  derselbe  durch: 

f}t|  tn^ 

«,  «2 

oder  kurzweg  ilunh  2,'-|-f»,     bezeichnet  werden.  . 

Sind  drei  Gleichujigen  i»  =  0,  n  =  0,  |)  =  0  gegeben,  welche  in 
Besug  auf  drei  Variable  von  den  Geraden: 

Ml  ffij  ntj 

n,  «3 

Pi  Pi  l*i 

sind,  so  ist,  wi(;  gleich  bewiesen  werden,  soll,  der  Grad  der  Uesultaute 
in  liezug  auf  die  nicht  eliniinirte  Variable: 

(10-)  i>,  (m,»s  +  ti^m^)  +  ft  (»13»,  +  ns*»,)  +  jft,  (m|»,  +  n,m,); 
ein  Ausdruck,  weldien  man  wieder  mit  Rücksicht  auf  die  deteruii- 
nanten-Shnliche  Form  —  nor  dass  alle  Glieder  positiv  sind  —  durch: 

darstellen  kann.  Man  bildet  nftmlich  die  Besnltante,  indem  man  aus 
zweien  der  g^ebenen  Gleichungen,  e.  B.  ans  m » 0  nnd  « »0  alle 
Werthepaare  sct,  ^r',;  a^,  x^;  ....  welche  zu  einem  gegebenen  x^  ge- 
hören, .in  der  Zahl  »»jfij -|- w^^'j,  sich  berechnet  vorstellt,  dii  st  ]ben 
in  die  dritte  Gleichung  paO  der  Reihe  nach  eingesetzt  und  das  Pro- 
dukt TT  der  so  entstandenen  gebildet  annimmt.  Dieses  Produkt  TT  ist 
eine  symmetrische  Fiuiction  jener  Werthejtaare  und  demnach  durch 
die  0)effieienteu  von  m  =  ü  und  u  =  (),  welche  nueh  ;r,  enthalten, 
ratioiuil  darstellbar.  Insofern  .r,  exjilicite  auftritt,  ist  der  Grad  des 
[•nuluktes  =  ;>|  (wi.jW., -f-  "i^'^.d-  liuh-ss  kommt  auch  noch  implicite 
in  jeueji  symmetrischen  Functionen  vor.  Man  tlrückt  dieselben,  wie 
ä^''  ^li'  +  j'^'  -f-  *  •  ■  durch  die  Coefticienten  von  m  und  ii  in  ähn- 
licher Weise  aus,  wie  dies  Poisson  für  die  allgemeinen  Gleichungcu 
von  gegebener  Dimension  gethan  hat*)  Man  füge  den  swei  Gleichun- 
gen m 0,  n     0  hinzu: 

  t'^^X.i-{-  flX.^. 

*)  .lomiial  de  Veoolo  pulyt.  Call.  11.  iS.  auch  Scrret,  Handbuch  der  Al- 
gebra, deutsch  vuu  Wurthoiiu.  lid.  1,  £5.  47Ö  (§  2GC.). 
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Durcli  Elimination  von  .t:^  und  ./  ,  aus  donscllien  entsteht  eine  Gleichung, 
welche  für  /,  A,  jit  homogen  und  vom  (Jrad  nl.,u.^  -\~  »?,»/.,  ist.  Dieselhe 
ist  für      vom  (.irad  -\-  n■J^)  -\-  4~  "'a)  ""^^  besitzt  in  Bezug 

auf  t  die  Wurzeln  Xx^'  -\-  f^  iV;  Xx./'-\-  tix^'\  etc.  Weil  aber  für  A  =  1, 
fft  HS  0  der  6nd  in  »  m^n.^  -\-  n^m.J  sein  mnss,  ebaiso  fttr  A  »  0, 
1  der  Grad  in  »»iWin,  +  }2|  »<2;  so  muss  in  jener  Gleichung 
fflr  t  der  Factor  der  höchsten  Potenz  von  <  in  2  Factoren,  je  Ton 
diesen  Graden,  zerfallen,  und  in  den  Übrigen  Gliedern  die  Coefficienten 
der  Potenzen  yon  X  nnd  die  der  Potenzen  Ton  ^  je  durch  den  einen 
dieser  Factoren  theilhor  sein. 

Die  Gestalt  dieser  Gleichung  ist  demnach  die  folgende: 

wop,  =  A/-^H-ftA;  p,  — jl«.?S  +  a'  ^  +  etc.  nnd  die 

^7, ,  a.,,  .  .  von  der  Ordnung  ».j  -\-  «i  Wtj,  die  6^,  b^,  h.,,  .  .  .  von 
der  Ordnung  ni^n.^  n^m.,,  endlich  die  C2  .  .  .  .  vou  der  Orduuug 
m^  («2  +  W3)  4"  W|  (w/2  +  m^}  sind. 

Bei  der  Berechnung  der  symmetrischen  Functionen: 

der  Wnrzehi  der  obigen  Gldchang  in  t  mittelst  der  Newton 'sehen 
Formeln  sind,  wie  ein  Blick  auf  dieeelben: 

«3  — —      +  — 


lehi-t,  iiir  den  Grad  in'jP]  immer  nur  diejenigen  Glieder  massgebend, 
welche  P|  und  q.,  nllein  enthalten.  Diese  sind  für  s«:  Q^**,  Q\"~'-Qj, 
(),"--*(>.,^,  etc.  Denkt  nuui  sich  diese  (liicder  nach  Potenzen  und  Pro- 
ducten  von  A  und  /i  geordnet,  so  erkennt  man,  dass  z.  Ii.  der  Uoet- 
ficieut  vou  X^il"-^*  in  der  Entwicklung  vou  Sa,  nämlich: 

»  -I-  H  , 

nachdem  derselbe  mit  multiplicirt  ist,  vom  Grad: 

x(mjiij  +  «,«,)  +  («  —  x)  (m,»,  -h  njin,) 

ist.  Da  nun  in  der  Gleichung  i)  =  0,  his  zur  Potenz  p.^,  x.^  bis 
zur  Potenz  voikommt,  so  ist  hiernach  Idar,  dass  durch  die  sym- 
metrischen  Functionen  der  Wurzelpaare  sc^,     der  Gleichungen  m  «  0, 

HAtlramsCiadM  AukImi.  T.  85 
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n^Of  welche  in  dem  oben  erwähnten  Produkt  TT  auftreten ,  nachdem 
dasselbe  mit  dem  Factor  a/«  V  multiplicirt  worden  ist,  der  Grad 
desselben  in  Beiug  auf  Xi  um: 

lh{»>'\^h  +     «*.-t)  +  PÄf>U     +  w'-.) 
erhöht  wird.   Somit  ist  der  Ausdruck  (10*)  der  Ue^ammtgrad  in  o?,, 
w.  z.  b.  w. 

Man  delint  dieses  Raisonnemeiit  ohne  .^cliwierigkeit  auf  den  Fall 
von  vier  und  nielir  CJleichungeu  m  =  >i  =  j>  =:  (»^  tj  =  0,  .... 
mit  je  ebensoviel  Variabein  aus,  indem  man  die  Gleichungen  eine  nach 
der  anderen  hinzunimmt.  Immer  wird  dir  Zahl  der  (jemi  insamcti  Lö- 
sungen dargestellt  durch  einm  Ausärude  Z  -(~  ***i^h2hii  •  •  ^^^c^ 
man  aus  der  Bäermbumiß  Z ±  *»i*hP39i  •  •  •  eiitsMim  laaen  kannf 
indem  man  in  dieser  allen  negativen  Gliedern  positives  Vargeidten  giebt. 

Für  einm  solchen  Ansdmck  gelten  besQ^ich  der  Anordnung  nach 
den  Elementen  von  einer,  zwei  u.  s.  w.  Reihen  dieselben  SBtie,  welche 
für  die  entsprechende  Determinante  gelten.  Hat  man  z.  B.  4  Glei- 
chungen  m  —  O,  «»0,      >0,  ^  —  O mit 4  Variabein o;, ,  Xt,x^, 
und  sind  die  Gradzahlen  bez.  die  folgenden: 

m,  tn^  tfij  ut^ 

*»l  «2  «4 

9i  9»  9s  ^4» 

so  hat  man  nach  der  obeu  eingeführten  Bezeichnung  ffir  den  Grad 
der  End^leichnng: 

^  H  1-^4-  "'3«4  •  ^  -h  i'i  Vi ; 

weMio  Zerlegung  der  Anordnung  der  entsprechenden  Determinante 
nach  den  Elementen  der  beiden  ersten  ITori/onialrcihen  entspricht. 

Die  Identitilt  (10*')  enthält  einen  Satz.  Mit  Hilfe  der  Gleichungeu 
m  SS  0,  »      0  läüst  sich  nämlich  durcli  Elimination  von  je  einer 

4*3 

Variabein  ein  „resultirendes''  System  von  , .  j     ^  Gleichungeu  bilden, 

welches  llbervollst&ndig  und  nur  2  Gleichungen  äquivalent  ist.  Der 
Grad  deijenigen  Gleichung,  welche  durch  Elimination  von  Xi  entstanden 
ist,  in  Bezug  auf  o?«  ist »  Z  4*  Man  kann  entsprechend  ans  den 

2  letzten  Gleichungen  ein  System  von  gleichfalls  G  Gleichungen  in  je 
2  Variabein  bilden.  Die  Grade  werden  durch  Z-}-l><9*  dargestellt, 
und  lassen  sich  je  denen  der  ersten  Gleichungen  in  derselben  Weise 
zuordnen,  wie  Unterdeterminanteu  ihren  eoroplemenlfiren.  hrr  Grad 
der  Mesultante  aller  Gleichungen  seUU  sich  also  eusafKmen  aus  den  Graden 
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der  resitUwmäm  Systeme  der  beiden  Gruppen,  indem  man  die  einander 
gngeordnetm  Grade  mU  einander  nmUipUdrt  und  die  Summe  hUdd, 

Wenn  die  eioEelneii  Qirade  £    min*  alle  einander  gleich ,  eiw  n  ^=  a 
sind  (wie  dies  eintritt,  wenn  <1ic  Gleichungen  )u  uiiil  n  in  jeder  der 
Variabein  von  domscllx  ))  Grade  Niiid),  ebenso  die  Grade  £  4~ P<9* 
gleieli  ^1  80  ist  der  Grad  der  Kesultante: 

AUgemeiu,  für  q  Yariabele  and  ebensoviele  Gleichnngen,  die  in  2Grappen 
von  n  nnd  n  eingetheilt  sind,  ist  der  Grad  der  Besultante  aller 
Gleichungen: 

wenn  a  der  Grad  ist,  bis  zu  welchem  die  Variabeln  in  jeder  der  Glei- 
chungen des  resultirenden  (Eliminations-)  Systems  der  einen»  ß  der 
Grad|  bis  za  wdchem  die  der  anderen  Gruppe  ansteigen. 

Diese  Bemerkungen  gewähren,  wie  nun  gezeigt  werden  soll,  unter 
Umstanden  eine  grosse  Erleichterung  bei  tler  Aufstellung  des  Grades 
der  Resultante  von  2  Sysh'mou  von  (ileicluingen,  welche  einer  ge- 
riugereu  Anzahl  vou  üieioiiuugeu  äquivalent  sind. 


§3. 

Es  <^iol)t  Systeme  von  Glrielningen ,  wcK  liP  in  vielen  Eigeusthal'ten 
niit  den  im  vorstehenden  §  erwähnten  resiiltiiendrn  übervollstiindigen 
Systemen  übereinsümnien ,  oliiie  ilass  dieselben ,  wie  diese,  einem  ein- 
/ig*'n  System  von  Gleichungen,  welche  gegenseitig  von  einander  un- 
abhängig sind  (wir  wollen  ein  solches  ünG^ensatz  zum  „resultireuden'' 
System  ein  „Ursystcm"  noinen),  ihren  Ursprung  verdanken,  aondeni 
BUB  der  Comlnnation  von  mehreren  Ursystemen  entstanden  isl*). 


*)  Setzt  mau  lieiH|»iulbweise  die  Detcrminuuteii  der  folgeuden  Matrix  gleich 
NoU: 

«i  «1  «3  «4 
^  fit  §4 

Vt  vt  n  7f 

(«o  die  «ft  fift  Yt  Fiinctioneii  von      {i  .=  l  .  .  4)  je  vom  Qnd     sind),  nach- 

tlein  man  diewlbnn  je  auf  lUo  i-Htaiirecheiuk'  Potenz  erhoben:  S  +  Ufßty^  auf  die  Po- 
tenz       ^  +  "ißiYi  !">'^  '1'''  Pot<'!i7.  //,,  n.  8.  f.,  so  kann  man  wcf^cn  ihr«'r  Hildimgs 
weise  diese  4  Gleichungen  ^«Jereu  jede  nur  J  von  den  4  Viu-iubelu  enthält)  wieder 
ein  „resolÜrradM**  Sytfcem  {7,  welches  sweien  Oleichongen  nquivalent  itt,  nennen. 
Der  Grad  dcrjenij^en  Gleichung,  in  wt  lt  lit  r  Xf  nicht  vorkonjnit,  in  Üc/.iig  auf 
ist  gleich  dem  Grad  deqenigeo,  in  welcher     nicht  vorkommt,  iu  liexug  auf  «i, 

85* 
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A.  Bbill. 


Sei  nun  ein  dcTartiges  y^reeuHirendes"  System  ü  ¥011  (^«)  Glei- 
chnngen  mit  9  Yariabefai;  welches  %  Gleiehtmgen  aqniraleiit  und  durch 
eine  Anzahl  von  y,ünystemen"  enetsbar  ist,  gegeben;  d.  h.  ein  Sy- 
stem Ton  (f)  (ileichnngen,  von  welchen  nur  *  von  einander  unabhängig 

sind,  deren  jede  nur  q  —  ^  ^  von  den  q  Variabein  enthält,  und 
welche  sich  aus  einer  Anzahl  von  Systemen  s's'.  .  .  .  mit  je  x  von 
einander  unabhängigen  Gleichungen  (,,Ursysteme")  dadurch  zusammen- 
setzen lassen,  dass  man  das  zu  jedem  der  Systeme  s,  i>'\  .  .  .  gehörige 
zeenltirende  Gleiehungssystem  durch  Eliminiitiom  von  *  —  1  Variahein 
herstellt,  und  je  diejenigen  Gleichungen  dieser  Systeme,  welche  dieselben 
Yariabehi  besitsen,  mit  einander  multiplicirt  (bez.  je  nach  der  Art  der 
Zusammensetzung  dividirt,  indeas  ohne  dass  hierbei  gebrochene  fnnc- 
turnen  entstehen).  Die  so  gebildeten  Gleichungen  sind  di^enigen  von 
U,  Die  Gndzahlen  Z7j,  IT,,  ....  V    .  welche  ausdrücken,  wieviele 

Wertlisysteme  je  von  x  Varial>eln  zu  angenommenen  W'erthsystemen 
der  Q  —  X  übrigen  gehören,  lassen  sich  alsdann  aus  den  eutBprecbeudau 


nämlich:  (12)  — ^i^t.  Diese  Zahl  giebt  an,  wieviele  Wertliopuare  Xtae^  m  einem 
gegebenen  Paar  .r, .r,  gehören.    Allgemein  ist  die  Gradzahl  {ik)  g^g,.. 

Bekauntlith  ist  dieses  Svätem  I'  nicht  durch  ein  einzelneti  Ur-Sjfsiem  von 
2  Gleichungen  erdetzbar,  sondern  durch  folgende  3  Systeme: 

8   -2^  ±  «I  jS,  y,  =  0 ;       ^  ±  «1  (3«  74  ="  0 

«" — £±t>ctß9   —0»    £±«in  =0 

aus  wflchon  man  die  Gleichungen  des  obigen  Systems  U  dadurch  zusanimensctzeu 
kann,  dasb  uuin  die  retultirenilen  Systeme  zu  s  s"  s"  bildet  und  je  die  eniapre- 
chenden  von  s'  und  s"  multiplicirt  und  durch  diejenigen  von  s"  dividirt.  Die  Grad- 
saUen  der  ^Tstene  kmen  rieh  durch  folgendes  Sdiema  dantdlent 

9t  0  9* 

(^1  Fl  0  0 
'^1  ft  0  0 

jF,  0  0  0 

(0  9,  0  0 

aus  welchen  maa  die  Gradzahlen  (ik)  des  gegebenen  „  resultirenden'*  Syrtepis 
findet,  indem  man  die  GradKahlen  von  «  und  addirt,  und  kierv<m  die  Ton  t" 
■abfcrahirt.   in  der  Thai  erhiUt  man: 

(12)  »  2^,  A  —  2«,  Ä  4-  Fl  ft  =  9%  9i 
(18)-  0+0  -9,0h 
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Gradzahlen  s^'f  • .  >  ■  *8i'*f  s^'f  .  •  •  • .  etc.  der  Systeme  8*^  '^f  .... 
durch  Addition  bes.  Subtractiou  zoeammensetBeii: 

Üi  =  €  .  Si  4" « '•    -j-  •  •  •  • 

wo  die  «  =  -h  1  sind.  Diejenigen  Factoren  der  einzelnen  Gleicliungen 
des  Systems  I^,  welche  zu  demselben  Gleiehungssystem  (z.  B.  >")  «jje- 
hören,  bleiben  oftbnbar  auch  in  dem  System  U  noch  einander  derart 
zugeordnet,  dass,  wenn  dasselbe  dunli  irgend  ein  Lösungs>iystem 
(wonniter  q  —  x  willkürlich  angenommene  Variable)  erfüllt  wird, 
dies  nur  dadurch  geschiebt,  dass  eines  der  ursprünglichen  Systeme 
a's".  .  .  erfüllt  wird. 

Ferner  sei  zur  Ergänzung  ein  System  S  von  q  —  x  von  einander 
mtabbiDgigen  GIdchnngen  swisehen  deuKlben  ^  Variabein  gegeben, 
mit  den  Gradzahlen  S^S^, S..,  wo  die  Indieea  die  Zugehörig- 


keif dieser  Zahlen  zu  den  U,  (sowie  den  s/,  Si",  .  .  .)  andeuten 
mögen ,  so  zwar,  dass  wenn  z.  B.  Ui  (bez.  sf,  Si",  . . .)  die  Zahl  der 
Werthepaare  Xi,  . . .  o;«  angiebt,  weUlic  bei  angenommenem  Werth- 
system für  :rx  +  i,  ^x+t»  .  .  .  a?j  die  Gleichungen  U  (bez.  s,  s",  .  .  .  ,) 
erfüllen ,  dass  dann  St  die  Zald  der  die  Gleichungen  S  bei  angenommenem 
Werthsystem  o^i .  . .  befriedigenden  Werthsysteme  Xn+i,  .  .  .  . 
bedeutet 

Alsdann  ist  nach  i<  2.  die  Anzahl  [.S,  6'']  der  Werthsysteme^  welche 
gleichzeitig  die  beiden  Ursysteme  ti  und  s'  erfüllen: 

[8,  8-]  «  8^8/+  . . .  ^f,>^''^,y 

man  htit  ebenso: 

IS,  *"J-S,.,"+  «,*,"+  •  •  •  ^(,y\„y 

U.  S.  f. 

Nun  setzen  sich  aber  diejenigen  Losungen,  welche  gleichzeitig  S  und 
U  befriedigen,  offenbar  aus  derjenigen  zusammen,  welche  S  und  je 
eines  der  Systeme  s,  s",  ....  erfüllen.  Denn  das  Eliminationsresultat 
aus  S  und  einem  System,  welches  wie  U  aus  Gleichungen,  die  in 
Factoren  zerfallen,  besteht,  wird  gebildet,  indem  man  das  Produkt 
der  Kesultanten  aus  »S  und  den  einzelnen  Factoren  aufstellt.  Von 
diesen  liefern  aber,  weil  U  ein  übervollständiges  System  ist,  nur  die- 
jenigen wirfcHcfae  Besnlianien ,  welche  aus  Factoren,  die  einem  und 
demselben  System  8  entsprechen,  gebildet  sind.  Die  Gradzahlen  dieser 
Resultanten  addiren  sich  und  man  hat  als  Zahl  der  gemeinsamen  Lo- 
sungen Ton  U  und  8: 

[s,  in  —  «'  [S,  s]  +  £"  [S,  s"\  4- . . . . 


Digitized  by  Google 


390  A.  ÜBILL. 

oder  endlich  durch  EmsetKung  der  Werthe:  * 

[5,  t/J  =  S,  l^,  +  -S,  {/,  +  •••  •  -S^^^  U^,y 

Diese  Foraiel,  welche  derjeiiii^en  für  den  Grad  der  Ivesultante  Jius 
2  ürsystcraen  diircluius  eutspriclit,  j^estaltet  die  Berecliimiig  des  Grades 
der  Kesultaiitc  des  Ursystems  S  und  des  resultirenden  U  ohne  (hn 
Jlrnirs  auf  die  Gradzahlcii  der  cinzehini  Si/stemc  s\  s".  .  .  nöthuj  zu 
macJim.  Tritt  oiullicli  aucli  an  Stelle  von  S  ein  resultireudes  Svsteni 
V  mit  den  Gradxahleu  Fi,  Fj .  .  .  Vf^y  äquivalent  q  —  x  Gleichungen 


und  von  denuelben  Charakter  wie  U,  welches  abo  wieder  eraetebar 
ist  durch  eine  Anzahl  von  Sjatemen  &,  6",  , , , .  je  mit  lanter  unab- 
hängigen Gleichungen,  so  laset  sieh  das  obige  Verfahren  von  ü  gegen- 
über S  auf  jedes  einzelne  System  flbertragen,  und  man  erhält  anf 
demselboi  Weg  wie  oben: 


Hat  man  abo  für  g  VariaUr  injend  zwei  übervoHafäiidiffc  ^resid- 
llrritdi  "  (s.  oben)  Gldclimvjssystane  U  vnd  V  ffcgchoi ,  das  erstcrc 
(iqnivalcut  x,  das  letztere  q  —  x  CrleieliiDujt  n ,  deren  jedes  (utf  eine  Atl- 
zald  von  Systemen  mit  vo)i  einender  un4ihhän<ji<im  (ih  i(/i>tng<  n  (  Ur- 
systcmen)  zuriiehyefidirt  werden  hann,  so  hddct  man  den  ^iusdruek  für 
die  Atteahl  der  beide  Systetne  hcfriedigendeti  Werthsystcmc  der  Variahein, 
indem  man  je  (He  m  einander  eugehörigen  GraäMcMen  wm  ü  wnd  V 

multijjlicirt  und  diese  (^  Froduktc  addirt. 

Für  den  Fall,  dass  diese  Gradzahlen  in  dem  Sjrstem  ü  alle  a, 
in  V  alle  =  ß  sind,  hat  man  fOr  jene  Anzahl: 

Wenn  es  sich  um  die  wirkliche  Bildung  der  Uesultaute  handelte,  so 
wäre  ein  Recurs  auf  die  einzelnen  Ursystenie  s',  s",  .  .  .  ö',  <f",  .... 
(/um  niiiidestoii  auf  eines  dersellM-iO  iiiclit  zu  umgehen.  Wir  haben 
oben  ein  (wenn  auch  selir  laiif^wierigcs)  Verfahren  aii,<i;e<^ebeii ,  mit 
dessen  Hilfe  man  die  Kesultante  je  aus  einem  .s  und  einem  (S  erhält. 
Aus  den  so  gebildeten  Resultanten  setzt  sieb  die  Resultante  von  U 
und  V  durch  Multijilication  (bez.  Division)  in  der  früher  besprochenen 
Weise  zusaniuien. 

Beispiel.  Hetzt  man  die  einzelnen  Determinanten  der  beiden 
fulgeudeu  {Systeme: 
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«I  fii  Yi  *j    I  II   «I  ^1  Ct 

««  A  y«     1  i  »2  &2  cj 

A  =    «9  A  n  's    >        =  I  0»  &»  <^ 

«4  A  yi  '4     !  '*4  *4  ^4 

.  «6  A  n  *»  l  ^  «f* 

(wo  «,  ,  /3i,  ^j,  ^jund  üi,  hij  Ci  ganze  Fimctionen  allein  je  von  a;,,  jene 
vom  Grad  g,  diese  vom  Qiad  /* eind  («  »  2^ .  .  .  5)),  nachdem  man 
diqenigen  von  A  auf  die  Potenz  diejenigen  Ton  2>  auf  die  Potens 
/'  erhoben  hat,  gleich  Null,  so  erhalt  man  zwei  resultirende  fibenroU- 
ständige  Systeme  ^  wdche  beide  durch  eine  Anzahl  von  Ursystemen 
ersetzbar  sind  (s.  d.  letzte  Note).  Die  Gradzahlen  a  des  einen  sind 
alle  =  ff  die  des  anderen  /S  —       Nach  (10)  gUkt  es: 


['.ßl-rriaT 


Werfhaijsk'mc  der  Vtiridhrlen ,  ictlrJo;  alle  Dctvnnimidcn  vm  A  und 
U  (jlcivhzcit'uj  zum  Versdiicindeu  bringen. 

Wenn  insbesondere  in  A  die  Horizontalreihen  unter  einander  nur 
in  Bezog  anf  die  Variabeln  verschieden  sind,  die  entsprechenden  Ble- 
mente  in  den  Constanten  aber  übereinstimmen,  so  ist  jede  Deter- 
minante durch  6  von  den  Differenzen  o;,  —  ^2 ,  Xi  —  x.^,  . . ,  — 
theilbar.  In  diesem  Fall  besteht  das  resnltiiende  Sysinn  ans  diesen 
anf  die  —  4)**  Potenz  erhobenen  dividirten  Determinanten,  für 
welche  somit  die  Gradzahlen  a^ig  —  3)     —  4)  sind. 

Besitzt  das  System  D  die  gleiche  Eigenschaft,  dass  die  Deter- 
minanten durch  eine  Anzahl  (3)  jener  Differenzen  theilbar  sind,  so 
sind  die  Gradzahlen  ß  des  resultirenden  Systems  ={f — 2){f — H)  (/' — 4). 
Da  aber  die  Systeme  fortlahren ,  durch  eine  Anzahl  von  Ursystemen 
ersetzbar  /u  sein ,  so  ist  in  diesem  Falle  die  Anzahl  der  gemeinsamen 
Lösuugssysteme  nach  (10): 

«  «  1  :  *  i!f  -  3)     -  4)  (f- 2)  (/ -  3)  if-  4) ; 

von  dtiisclbon  sind  endlicii  noch  je  d !  120  einander  gleich,  weil 
die  Variabeln  symmetrisch  auftreten. 


§4. 

Mit  Hüte  des  im  vorigen  §  uiifgestellten  Satzes  kann  man  nnii 
die  Werthe  der  eckigen  Klammern  in  den  Formeln  (th,  )  auch  lür 
den  zweiten  der  §  1.  (a.  E.)  aufgeführten  Fälle  selbst  l)ei  uuregel- 
mässigem  Voritommen  der  Variabein  in  den  einzelnen  Determinanten 
der  Matm  (2)  berechneD.  • 
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W'iv  wollen  im  l"uli^eii<lon  diese  Kt'chiiuiig  für  den  Füll  eines 
syiumctristhen  Auftretens  der  Yariabelu  durclifüiireu.  Gegeben  sei 
das  System  von  Gleichungen: 

I    9,  (A,)      (A,)    .    .    .  (A,) 

qp,  (A'a)      (Ax)    .    .    .    <3n*_).,-  (A;() 

wo  die  (f,  alle  gauze  Fuuctioueu  m''"  Grades  je  der  eiugekiammerteu 

Variabein  sind. 

l)en  verschiedenen  Wertlien  von  /  entsprechen  verschiedene  Glei- 
chuii<fssystenie ,  welche  aih'  diejeniufen  Ei,Lreiisehal"ten  besitzeu,  welche 
die  AnwcnduiiLif  der  §  3.  <^egebenen  i'onnel  (10)  vuransset/.t. 

Mail  nehme  in  (U)  zunächst  t<0  au  ujid  setze  für  kurze  Zeit 
i  -\-7c  =  Das  entsprechende  System  Yon  Gleichungen  enthillt,  wenn 
r  >  1  ist,  mehr  Variable  als  von  einander  unabhäugige  Gleicbuiigeu. 
Man  nehme  i  —  1  derselben  als  Oonstante  an,  so  besteht  für  jede  der 
Uebrigen  eine  (und  zwar  diesdbe)  Gleichung  vom  ft^**"  Grad,  welche 
indess  t" —  1  Wurzeln  besitzt,  die  mit  den  oonstant  Gesetzten  fiber- 
einstimmen. Schliesst  man  hier  wie  in  der  Folge  oiüe  Werihsysteme 
aus,  t»  ißdiSwn  Faare  von  gleichen  Wertheti  verschiedener  Variabein 
auftreten,  so  sind  die  noch  übrigen  m — Wurzeln  zu  je  A* — i'4~  ^ 
zu  combiuiren  (es  nniss  also,  wenn  die  Aufgabe  Losungen  besitzen 
soll,  m'^h  sein).   Dies  liefert: 

(tit  —  i  -\-  1)  (»i  —  k  4-  \) 

oder  * 

<*Lr  M-iH»"  ^    +  2)  •  •  •  •  im  -  ife  —  i +  J) 

(12)  -  l.o  

▼erschiedeue  Lösuugssysteme  der  Gleichungen  (U)  für  den  Fall,  dass 

i  negativ  ist. 

Der  grösste  }tosifirr  Wtn'th,  den  /  in  (IH  aTiiU'hmen  kann,  int 
«  SS  jl* —  1,  wenn  nieht  mehr  von  einander  unabhäugige  Gleieliungen 
entstehen  sollen,  als  Variable  vorhanden  sind.  Das  q  der  Formeln 
(9),  (9^)  wird  alsdann  =  2/v  —  1,  woraus  hervorgeht,  dass,  wenn  für 
den  Fall: 

k—l>i>0 

die  Formel  (1)')  allein  Anwendung  lindet.  Da  in  dem  vorliegenden 
Fall  ein  auf  die  l'unneln  inlluirender  l  iitersthied  zwischen  den  ein- 
zelnen Determinanten  des  »Systems  (11)  nicht  angenommen  wird,  alle 
vielmehr  in  Bezug  auf  das  Vorkommen  der  Variabein  ?on  derselben  - 
Form  sind,'  so  kann  man ,  indem  man  mit  {q)k  die  Zahl  der  Lösungen 
eines  Systems  von  q  Vertikalreihen  imd  k  Horizontalreihen  besdohnet} 
den  Formeln  {D")  die  folgende  Gestalt  geben: 
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(9)k  »      --  1)*  (*)*]  -  [(«  -  2)*  (*  - 1)*1  +  [{q  -  3)»    -  2)*1  

wo  (las  uljcrr  (xUr  uiitfie  Vorzeichen  zu  l)eiiutzt'ii  ist,  jeiiachdeiii  q  —  /•: 
iiiigciade  oder  gerade  ist;  oder  endlich,  iudcDi  man  =  Ä -f- '  «etzt, 
uud  die  Reihenfolge  rtihts  umgekehrt: 

(Ä+O* = ±  ly«  -       [     (A-  -  i  + 1  )a]  4-  \{h  +  n  ,(/.•_»  -f  2>  m: . 

 [(/,  +  i  _  2)*  {Je  -  1)*J  +  [(A:  +  <  -  1>  (^)*]- 

Die  Werthe  {k  —        {k  —  /  4"  ^V,  ....  {k)k  bestimmen  »ich  aus 
Formel  (12),  welcher  man,  iudcm  mau 
(14)  m  —  k+l'^M 

setei,  folgende  Gestalt  geben  kann: 

yfO  j  =  —  i  voll  f)  bis  k  —  1  geht. 

Setzt  mau  der  Reihe  nach  fiir  /.•  -  2,  3,  ....  tlif  Wertlie  der 
Formel  (14)  in  (13)  ein,  so  erliiilt  mau  unter  Berüuksichtiguug  der 
unten  nachl'ulgeuden  Bemerkungen: 

i-25  (2),-»^Ii  (2).-C-;).'pJ). 

t=4;  (4),=m-3i  (5),^"'~f  eic 

Mau  erkcuut  hieraus  sui'ort  das  Bildungsgesetz;  nlh/emcin  ist  die  Zahl 
(kr  Lösuiifjssffsfcmc  (kr  Glciclmugen  (U)  ßr  dei^  Fall,  dass  i  positiv 
ist  und  klcimr  <üs  k: 

(16)        (]fc  +  i^^^i^-k  +  Don  -  -  >  H- 1) . 

Die  Uehereiu.stimmuug  dieser  Formel  mit  der  (12),  bei  augeiisciiein- 
licii  grosser  Ver.schiiMh'uheit  der  i'ro])ieme  für  die  beiden  Fälle:  /  [»o- 
sitiv  uud  negativ,  ist  bemerkeuswerth.  Man  kauu  dieselbe  mit  Rück- 
sicht auf  (14)  in  die  Gestalt  bringen: 

(n\  (k^i\  —  itf(3/-i)---(Jf-*) 

+  *>*  ^     1.8  (»H-D  ' 

welche  die  Uebereinstimmung  mit  der  entsprechenden  Formel  (15)  noch 
deutlicher  zeigt. 

Den  Beweis  der  Formel  (17)  führen  wir  darch  den  Sehluss  von 

i  —  1  auf  i  für  einen  allgemeinen  Werth  von  1:.  Da  die  Richtigkeit 
von  (17)  für  den  einfachsten  Fall  t  — 0  unmittelbar  einleuchtet,  so 
gilt  dieselbe  alsdann  allgemein.  • 

Sei  (17)  für  alle  VVerUie  von  i :  l,  . .  .  /  —  1  bewiesen.  Die 
Formel  (15)  gilt,  wie  oben  gezeigt,  allgemein.  Mit  Hilfe  der  bekaunten 
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Fälle  Oy  If  ...  i  —  1  und  (15)  kann  man  nach  den  Regeln  des  §  3. 

(siehe  insbes.  das  Beispiel)  die  rechte  Seite  von  (13)  ToUstaudig  ent- 
wickeln. Es  darf  hierbei  nicht  ausser  Acht  gelassen  werden,  dass  in  den 
Fomeln  für  {k  -f- j)*  und  (/j  —  j)t  in  (15)  und  (17)  nur  solche  Lösungs- 
systeme zahlen,  welche  von  einander  verschieden  sind,  während  die 
Formel  (13)  mit  Kiicksicht  auf  aUr  Lösungssystcmc ,  also  auch  die 
wegen  des  symmetrischen  Vorkommens  der  Variabein  unter  einander 
gleichen  Lösungssysteme  aufgestellt  ist.  Man  hat  alSiO  je  das  1.2... 
fache  jener  Werthc  bei  der  Einsetzung  in  (13)  zu  nehmen.  Bei  der 
Berechnung  der  eckigen  Klaniniern  aus  der  runden  kommt  F.  (10)  (§  3.) 
in  Anwendung.  Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  für  alle  Ulieder  der 
rechten  Seite  von  (17)  die  Zahl  ^  »  t  -|-  1  ist.  Man  erhält  auf  diese 
Weise: 

•    (l.2.3....(»+l))*(Ä;+i)i- ±M.{M-^l)       (-M  +  2)        ...  (iLf+0 

+        M .  M  (Jf.+  1)       . .  /(Jf-H— 1) 

±^i±^M.iM-\)       M  . . .  (Jtf+i— 2) 

(18)  ±  -"^  Im^-  ,)■' ~  '"^  -  Jf  .  (3f  -  t  +  1)  (Jf-  &  +  2)  .  .  .  (itf+i~ft) 

+  '"ti  Jf  .(J£  — 1+ l)(Jlf-i)        ...  Jf, 

wo  (las  obrif  odt'v  untere  Vorzeichen  zu  benutzen  ist,  jeiiaclulem  i 
gerade  oder  uni^eratle  i^^t.  Ich  behauitte  nun:  die  8un»me  der  Ii -\- 2 
ersten  Glieder  der  rechten  Seite  dieser  Formel  beträgt: 

!>.+.-(-  iy-»+' '         .   (M-h-\)  (jf-t) . .  .(Jf -  h  - 1). 

Man  erkennt  sofort,  dass  dies  für  h  —  0  .stattlindet.  (iesetzt,  die 
Formel  wäre  bewiesen  für  Z:  =  0,  1,  ....  (/i  -f-  1),  so  wird  der  Be- 
weis fBx  h-\-2  geführt,  indem  man  zu  ih^x  das  (Je  -f  ^)"'  Glied  der 
rechten  Seite  von  (18)  zufügt.  Man  erhält  fast  ohne  Bechnong  den 
oben  fQr  PkJr^  angeschriebenen- Werth.   Hieraus' folgt  aber,  dass: 

(1.2.3  (/  +  1))  (/.■  -f-  i)k  =    +,  =  M(M—  1)  (M   -  /), 

was  zu  beweisen  war.  Wenn  num  von  (18)  diese  (ileit  huug  abzieht^ 
erhält  n^an  Identitäten  zwisdieu  den  Biuomialcoefhcieuteu. 
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Anwendiing  auf  Oeometrie. 

Das  Gleiehuiigssystem  (11)  besitzt  ein  gcoinetristhes  liitoresse. 
Sei  eiu  Büschel  von  Curveu  Ordnuni;  in  den  V'iiriabeln  fi  mit 
Je -\-  i  linear  und  homogen  auftretenden  Parametern  gegeben: 

2;«, (pi ,  fi)  =  «,  <p,  (A ,  ft)  -f-  «.,  <3p., (A ,  /t)  +  +  i9k+  ii^,  f*)  =  0. 

Jede  Carve  desselben  hat  mit  der  geraden  Linie: 

m  Schnittpunkte  gemeinsam.  Nimmt  man  von  diesen  k  —  t  —  1 
(m  >  Ii)  auf  der  Geraden  willkürlich  an  (i<^k —  1),  so  kann  man 
fragen ,  ob  maii  zu  diesen  noc  h  andere  i  Punkte  auf  der  (geraden  finden 
kann,  so  dass  alle  Curven  des  Riischels  EcciCpi  =  0,  welelie  durch  jene 
/i  —  1  Punkte  gehn,  sich  in  noch  einem  weit«'ren  i  /t'  "  )  Punkt  der  (Je- 
raden  schneiden.  In  analytische  Form  i^t  kleidet  tÜhrt  die.se  L'rage, 
wie  man  sofort  erkennt,  auf  das  Gleichungssystem  (11),  für  welches 
die  Zahl  der  Lösungen  durch  (16)  bestimmt  ist. 
Man  Jcann  ahio  auf: 

fh^i\  —  (w  —  A;  4- 1)  (»t  —  ^  4-  2)  •  •  •  •  (>»  — — t  -f  1) 

(lo)    (*•  -r  »;*  1.2  (i+i)  

ffent^ieäeine  Wekm  annf  einer  Geraden  je  i  Punkte  findm,  welche  mU 
h  —  »  —  1  ffcgehenen  auf  der  Creraden  (i'^k  —  1)  am  sMes  Sjfstem 
van  fadsten  hüden,  df^  tdk  Curven  eines  aeg^benen  Süsdi^  van  Cur- 
ven m*"  Ordnung  (m  ^  2h)  mit  h-^i  —  1  freien  Bestimmungse^ikiten, 
welche  durch  dieseÜten  hindur^gdM,  si(k  in  nach  einem  weiteren  (J^) 
Funkt  der  Geraden  schneiden. 

Man  kann  endlich  noch  der  Formel  eine  Deutung  in  einer  Geo- 
metrie von  höhereu  Dimensionen  geben,  wenn  man  rieh  eines  Prindps*) 
bedient,  das  durch  die  Theorie  der  eindeutigen  Transformationen  seine 
Begründung  erfährt,  wonach  jener  Geraden  in  einem  Raum  von  k-\-i — 1 
Dimensionen  ein  lineares  Gebilde  vom  ( ieschliclit  Null  entspricht^ 
wenn  mau  die  Transformation  mittelst  der  Formeln: 

(lU)  Q  .     =  <Pr{^,         r  =  1 ,  2,  .  .  .  .  {Je  +  i) 

ausführt,  währenil  die  Gleichung  ^  =  0  besteht.   Eine  lineare  Function 

der  q- ,  gleich  Null  gesetzt,  entspricht  alsdann  einem  „ebenen  Raun»" 

von  /v  -j-  ^  —  ^  Dimensioneu,  und  man  hat  durch  Üebertraguug  den 

Satz: 

Ju  einem  ebenen  liaum  von  Je  -\-  i  —  1  Dimensiotim  bejinde  tiieh 


*)  Andere  Anwendungen  aiehe:  dieie  Anualen,  Bd.  111.,  S.  469  and  Bd.  IV., 
S.  527. 
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ein  Utteares  Gebäde  vom  Gesekkekt  NuH.  Nimmt  man  awf  demsdben 
k  —  i — 1  Punkte  hdlehig  an,  so  lann  mm  auf  noch  (/:  +  »)*  (16) 
verschiedene  Arten  je  i  Punkte  desselhn  finden,  tcekhe  die  Eigmsd^aß 
lialm  ,  das8  äUe  chmni  lUinmc  von  h -\-  i  2  Bimen^onm,  todcke 
durch  diese  und  die  heliehigen  k  —  i  ~\-  \  Punkte  gelien^  in  ikiem  und 
demselben  weiteren  Punkt  das  GchihJe  schncidtm. 

Für  k  —  2y  i  =  1  erhält  mau  hieraus  den  bekanuteu  Satz,  dass  die 

Zahl  der  Doppelpunkte  einer  Corre  vom  Geschlecht  Noll  — 

uA*y  k  —  S,  imm  1:  dass  die  Zahl  der  durch  einen  gegebenen  Punkt 
einer  Banmcorre  yom  Geschlecht  Null  gehenden  dreifach  achneidenden 

Sehnen  „(^-^)(^-Jt  ^gt.  Nimmt  uiuii  für  k  +  i  =  G  au,  dass 
zwischen  den  tp  die  ideiitiscbo  Kelutiou: 

gj,  .  <3P4  +  (p-,  .  9^5  +  98  •  9*8  =  ^ 
bestehe,  so  repräseutiren  die  Gleichungen  (19)  eine  windschiefe  Fläche 

Ordnimjjf  vom  Geschlecht  Null. 

t     1.   M(m  nehme  3  Gerade  der  FUiciw  an,  so  lässi  sich  fwch 

auf: 

1  •2- 

verseMetkne  Arten  je  l  €feraäe  äer  Fläche  fimbn,  duri^  wdüie  eine 
Uneare  Congrwm  geht,  die  ausser  dieser  und  den  gegtibenen  3  Geraden 
nodi  eine  weitere  (5'")  Gerade  der  windsdtiefen  Fläche  enffUSU. 

i^2.  Man  n^me  eine  Gerade  der  Flädte  an,  so  lassen  MeA 
neeh  OMif: 

(W  —  5)  (m  -4)  (w  -  3) 
1    2  •  3 

rcrtichicdcnc  Artoi  jr  2  Gcrddr  der  Pliiclic  juKloi,  durfli  ivdrliv  ein 
Hyperboloid  ijtiif ,  das  dusscr  dicsni  inid  (Irr  </tyil>tnrii  Gcnidm  noch 
dm  weitere  (4''j  Ucrade  der  tvaul^chicfcn  Flüche  gaus  enthält. 

Darmstadt,  4.  December  1871. 
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Preis  auft^alie 
der  Beneke'sehfiü  Stiftnng  für  das  Jahr  1874. 

(Uestellt  vou  der  philobOpiiiKchcn  Honorenfacultut  der  Uaiverditiit  üöitingun, 

April  1872.) 


Die  Abhängigkeit  veränderlicher  Grössen  von  emander,  welche 
wir  allgemein  ditreli  das  Wart  Fünetion  zu  bezeicliiieii  pflegen ,  ist 
für  gewisse  besondere  Arten  der  Abhingigkeit  bereite  genauer  unter- 
suebt  worden.  Insbesondere  sind  die  periodischen  Functionen  in  der 
Theorie  der  Abel'schen  Functionen  Gegenstand  mathematisdier  Unter- 
suchung geworden.  Aber  auch  unter  diesen  ist  nur  ein  kleiner  Tbeil^ 
die  sogenannten  hyperelliptischen  Functionen ,  so  weit  gefördert,  dass 
man  im  Stande  ist,  zu  wirklichen  Darstellungen  überzugehen.  Es  sind 
dies  diejenigen  Functionen,  bei  deren  Untersuchung  eine  zweibluttrige 
Riemanu'sche  Fläche  zu  benutzen  ist.  Für  einen  wesentlichen  Fort- 
schritt in  dieser  Richtung  würde  es  daher  zu  halten  sein,  wenn  die 
nächste  Classe  Abel  scher  Functionen  (jJ  ==  3)  gcniuier  untersucht 
und  bis  zur  Möglichkeit  wirklicher  Darstellungen  gefordert  würde. 
Aber  dies  kann  nicht  ausgf^führt  werden,  ohne  liass  die  Tlieorie  der 
ebenen  Curven  4'"  Ordnung  nach  den  Principien  der  neuern  Algebra 
in  ihren  Grundzügen  vollendet  werde.  Ks  wird  daher  von  der  philo- 
sophischen Honorenfacultät  gewünscht 

eine  vollständige  Behandlung  der  Theorie  der  Ahe  Ischen 
Functionen  für  ^>  =  3,  in  Zusammenhang  mit  der  aigebraischcu 
Theorie  der  ebenen  Curven  4'"'^  Ordnung. 


•  •  Bearbeitungen  dieser  Aufgabe  sind  bis  snm  31.  August  1874  dem 
« Decan  der  philosophischen  Facultit  ftvt  Göttingen  in  deutscher,  latei- 
nischer, französischer  oder  englischer  Sprache  einzureichen.  Jede  ein- 
gesandte Arbeit  muss  mit  einem  Motto  und  mit  einem  Tersiegelten, 
den  Namen  und  die  Adresse  des  Verfossers  enthaltenden  Gonvert, 
welches  dasselbe  Motto  triigt,  versehen  sein. 


Digitized  by  Google 


898  Preisaufgiibe  der  Beneke'schen  Stiftung  für  da«  Saht  1874. 

Der  efrte  Preis  wird  mit  500  Thaler  Gold  in  Friedrichsd'or,  der 
zweÜe,  oder  das  Acceesit,  mit  200  Tlialer  Qold  in  Friedrichad'or 
hoDorirt. 

Die  Verleihung  des  Preises  findet  im  Jahre  187'),  am  11.  Marz, 
dem  Geburtstage  des  Stifters,  in  öffentlicher  Sitzung  der  Facultat 
Statt. 

Gekrönte  Arbeiten  bleiben  unbeschränktes  Eigentlium  ihrer  Ver- 
fasser. 
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Summatioii  der  Reihe  mit  dem  Gliede  ' 

Von  P.  DU  Bois-Beymomd  in  Fueiuuuo  i.  Bu. 


Ea  sei: 


0 

Durch  Zerlegung  findet  man  in  bekannter  Weise: 

-(- 1)7  T=7=^'^ 

Daher: 

«  /*  e~      +  . 


—I» 


-  2?  «n  i»«y^  ^  ;r*l         «n  P9  ^9 . 

Somit  crgiebt  sich:  ' 

J  {fiQ  +  «)  -  ^V^T-'CÜ  )  «ripQd(,==0,  1)  «  1,  2,  . . . 

Hieraus  folgt  nach  Hrn.  Liouville  (Ijiniiv.  .1.  I3tl.  1.  S.  253), 
und  wenn  man  nncli  <lio  Hcdinfriing  erfüllt  weiss,  dass  die  Function 

_|_  ;r)  im  lutegratioiLsiutervaU  ihr  Zeichen  nicht  unendlich  olt 
wechselt: 

Mun  ist  fiif  +     ™  —  /"(a   f)  ^  —  /  ("),  »»  j  =  «  —  w,  «lalier: 
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Jene  Bedingung  lässt  sich  ▼erificiren,  wenn  man  dem  Gliede  der 

Reihe  die  Form         ^  «ziebt  und  damuf  den  zweiten  Mittel- 

werthsatz  nnwendet,  iuis.serdem  kann  man  aucb  rückwärts  f(u)  wieder 

in  eine  Siuusrcih»?  entwickeln. 

Es  zeif^t  dies  Beispiel,  wie  niiin  die  Fourier 'sehe  licilie  liniulzen 
kann,  um,  statt  zur  Function  die  Entwiekelun^^scoefficieiiten  zu  tindeii, 
aus  den  gegebenen  Coetlicienien  die  Function  herzustellen. 

Freiburg  i.  Br.,  April  1872. 
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Note  Uber  die  Gleidmng  der  auf  einer  Ebene  abbUdbaren 

Flachen. 


Von  A.  Bhill  in  Darmstadt. 


Herr  Clebschi  welcher  saerst*)  die  auf  einer  Ebene  eindeatig 
abbildbaren  FBchen  n&her  betraehtet  mid  die  Eigentcbaflen  der  Abbil- 
dung ftr  das  Studium  der  Flächen  seibat  Iraehtbar  gemacht  hat,  geht 
in  seiner  Darstellung  von  der  Gleichung,  besw.  gewissen  geometrischen 
Eigenschaften  der  FIftche  aus,  und  leitet  hieraus  die  Form  der  Abbil- 
dungsfuuctionen  ab.  Wenn  es  sich  nun  umgekehrt  darum  handelt; 
von  bekannten  AhhiUJungsfunctkmen  annf  die  (Uf  'uliumj  der  Fläche  in 
Cartesischeu  Coordinaten  nberzugeheii ,  so  bedarf  man  eines  symme- 
trischen  Verfahrens  fQr  die  Elimination  der  VariabeUi  ^i^^s  (homogen) 
der  Abbildongsfunctionen  9  aus  «den  Gleichungen: 

(1)  jr,  is^iX^:X4^9t'9t'9i''94f 

wo: 

ist.   Ein  solches  Verfahren  wollen  wir  im  Folgenden  kurz  angeben. 
Man  eliminire  aus  den  Gleichungen: 

9,-0  9,-0  9,-0 

die  Variabeln  nach  der  bekannten  Sylyester'schen  Methode**). 

Die  Resultante  JR  ist  iu  Bezug  auf  die  Coeffioienten  jeder  der 
drei  Gleichungen  vom  Grade  m*.  Dieselbe  stellt  sich  in  Form  einer 
Determinante  dar,  deren  einzelne  Elemente  —  Ins  auf  diejenigen 'von 

8  Reihen  —  ans  drngHedrigen  Determinanten,  wie  X  Hh  «i  c^, 

14;«,  A.^t/a,  T  hi  f.,  etc.  bestehen,  welche  je  aus  3  Vertikal- 
reihen des  uuvolUtäudigoii  Systems: 

ff,     bf  r?,  .  .  .  .  [ 

a<j     &2     ^'2        •  •  •  *  i 
  o,    6j    Cj    (2, ....  1 

•)  Disie  Annalen,  Bd.  I.,  8. 

8i«he  z.  B.  Salm  od,  Algebra  der  Im.  Tnatt,  deutsch  v.  Fiedler.  §N. 
T.  8« 


(2) 
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der  Coeffidenten  von  9>| ,  9,  und  ^3  sich  znwunTnftnBeteen,  Auch  jene 

3  Reihen  lassen  sich  so  zu  je  dreien  anordnen,  doss  sich  die 

Elomciite  zu  dreigliedrigen  Deierminauteu  der  oben  angegebenen  Form 
gruppireu. 

Du  UrmUmitc  11  der  '.\  Formm  gj,  9.,  (p.^  liisst  si<h  mniit  immn' 
als  yanzc  homogene  Fmuthrn  wi^'*""  Grades  dtr  dn  kfikdnyen  Dctetini- 
nuntcn  des  Systems  (2)  der  Coeffkimten  darstcUen.  . 

D1188  dies  mSglieh  sem  mussie,  war  a  priori  aus  der  Eigenschaft 
der  Resultante,  eine  Comhinante  der  3  Fonnen*)  su  sein,  eiasnsehn. 

Ich  hehsupte  nun,  dass  man  die  CRekkimg  der  di»n^  die  Fune- 
Honen  (1)  auf  die  Ebene  äbgMdeten  Flä(^,  in  den  homogenen  Coor- 
dxnaien  x^. .  .x^  geedmAen,  erhalt,  wenn  man  in  der  Gleichung: 

jede  einzelne  dreigliedrige  Determinante  des  Systems  (2),  aus  welchen 
sich  B  susammensetst,  dadurch  in  eine  Tiergliedrige  verwandelt,  dass 
man  die  drei  Verlacalreihen  durch  ZufBgung  je  des  entspreebenden 
( 'Oefficienten  von  94  verrollstandigt,  und  als  vierte  Verticah«ihe  die 
Elemente:  x^t  X2,  x^,  x^  zufügt;  so  dass  z.  B.: 

«,  h^  e. 

,  a.,      e.,  X., 

"3  *3  '•s    .  '  V 

verwandelt  wird.  Man  erkennt  hieraus  unmittelbar,  dass  der  Grad_ 
der  Mäche  im  Allgemeinen  (vgl.  diese  Ann.  IV,  S.  510)  ==  m"^  ist. 

Bezfiglich  des  Beweises  niüge  die  Bemerkung  genügen,  dass,  wenn 
man  statt  der  4  Gleichungen : 

•  Q  .Xi^  q>i , 

wo  Q  ein  ProportionalitStsfaetor  ist,  3  lineare  Combinationen  derselben 
nimmt,  deren  jede  die  Eigenschaft  hat,  dass  für  sie  die  Unke  Seite 
verschwindet,  und  fOr  diese  die  Resultante  bildet,  dieselbe  leicht  auf 
die  oben  ang^bene  Form  gebracht  werden  kann. 

Als  Beispiel  möge  die  vielbehanddte  Stein  er 'sehe  Flache  dienen. 
Für  diese  sind  nach  Herrn  Weierstrass  die  9  allgemeine  quadratische 
Formen: 

9*  -  «<  Ii*  +        +  ^.  63'  +  2/:    5.  +  2ft       +  2ht 

t     ] ^  .  . .  4 . 

Man  bildet  nach  Herrn  Hesse  die  Resultante  der  3  Functionen  9,  tp^  ip^, 
indem  man  zu  denselben  noch  die  3  ersten  partiellen  Differentifd- 

*)  Salmou,  a.  a.  0.  §  157.  Den  allgemeinen  Beweb  dieiei  Satm  hat  Henr 
Gordan  gegeben,  diese  Ana.  Bd.  V,  8.  116. 
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qnotieiiteii  der  Jacobi 'sehen  Determinante  zufDgt,  und  die  Deter- 
minante d<»r  Goeffidenten  bildet  Diese  laset  sieb  durch  Gombination 
der  Reihen  noch  etwas  vereinfachen.'  Ersetat  man  dann  die  drei- 
gliedrigen Determinanten  durch  die  entspreefaendoi  Tieigliedrigen^  so 
erhält  man  als  Oietrhung  der  Stciner'sehm  FliUihe  in  den  homogenen 
Coordinaten  x^,,  .x^x 

0 -^iiaglia;)  2{ahfx)       0          {{ahrj  )  (eahx)  {ahga')-^2{nhfx) 

0       0      —4{hhfx)  2{hr(/x)  (/>r/<.r)-(-2(/>///r)  {nhfx) 


0 

2{mkx) 

0 

{bcgx) 

{mfx)-\-2icyhx) 

^{f'ahx) 

ft 

9i 

h 

u 

«3 

h 

u 

99 

^1 

K 

u 

9k 

Die  rechte  Seite  wird  fflr  «,  =  atj  =  «3  =  =  0,  d.  h.  wenn  die 
4  Kegelschnitte  9?,-  =  0  einen  Punkt  gemeinsam  haben,  identisch  Null. 
Ersetzt  man  dann  die  Detenninante  durch  die  eine  nicht  identisch  ver- 
schwindende Unterdeterrainante,  welche  in  den  /  vom  3"""  Grad  ist, 
so  roprUsentirt  dieselbe,  gleich  Null  gesetzt,  die  Gleichung  der  wind- 
schiefen Flache  3"'''  Ordnung,  auf  welche  sich  für  diesen  ij'all  die 
äteiner  sche  Fläche  reducirt. 

Darmstadty  im  Oet  1871. 
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Ueber  das  voUstftndige  FOnfeek  und  gewisse  durch  dasselbe 

bestimmte  Kegelschnitte. 

Von  V.  Draoh  in  Marburg. 


Die  nachfolgeiulen  l  ntorsuchungen  über  das  vollständige  Fünfeck 
und  einige  damit  in  engster  Verbindnng  stehende  Kegelschnitte  ver- 
danken ihre  Eutatehung  Betrachtungen  Hber  die  Veränderungen,  welche 
die  vollständige  Figur  eines -Pasc a I  schen  Sechsecks  erleidet,  wenn 
eine  seiner  Ecken  den  durch  die  übrigen  fünf  bestimmten  Kegebchniit 
dnrchlftnft;  es  mag  daher  der  Theil  jeuer  Betrachtungen,  welchw 
diese  Veranlassung  gab,  auch  hier  den  Ausgangspunkt  bilden. 

4 

I. 

Hat  man  ein  Pascareches  Sechseck  1  2  3  4  5  6  und  läset  die 

Ecke  0  den  durch  die  5  übrigen  fest  bleibenden  Ecken  bestininiten 
Kegelschnitt  durchlaufen,  so  drehen  sich  die  6<)  Pas cal'schen  Linien, 
welche  zur  vollständigen  V\*r\\r  des  Sechsecks  gehören,  um  gewisse 
feste  Punkte,  weil  in  jedem  der  60  möglichen  Sechsecke  ein  Paar  den 
Punkt  6  nicht  enthaltende  Gegenseiten  vorkommt.  Die  Anzahl  dieser 
festen  Punkte  ist  15,  indem  die  Pascal'schen  Linien  sich  zu  je  4  in 
45  Punkten  schneiden  und  auf  jeder  von  ihnen  3  solcher  Schnittpunkte, 
von  denen  dann  einer  tost  bleibt,  liegen;  die  festen  Punkt-e  sind  die 
Schnittpunkte  der  durch  die  5  als  fest  angenommenen  J^unkte  12  3  4  5 
I>estimmten  Geraden,  und  bilden  sie  also  mit  ihnen  die  Figur  eines 
▼ollstiüidigen  Fünfecks.  Die  Schnittpunkte  der  sich  um  diese  15  festen 
Punkte  didienden  Pascarschen  Unien  mfissen  dfenhar  Kegelschnitte 
beschreiben,  weil  die  durch  die  den  successiYen  Lagen  von  6  suge- 
hörigen  Pascarschen  Linien  erseugten  Strahlenbllschel  projecta?iseh 
sind.  Bthe  wir  diese  Kegelschnitte  niher  betrachten,  wollen  wir  für 
die  15  Punkte  eine  .abkUraende  einfache  Beaeiehnung  einfuhren;  es 
sollen  nämlich  beim  Fünfeck  1  2  3  4  5  die  Schnittpunkte  der  Diagonalen 
mit  einem  obem,  die  von  einer  Seite  und  einer  Diagonale  mit  elnon 
untern  Index  markirt  und  die  ächnittpunkte  der  Seiten  in  Klammern 
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gwetet  werdeu,  wahrend  in  allen  drei  FBUen  der  Ptankt  die  Züler  ei^ 
bSlty  welche  in  den  durch  ihn  gehenden  (Nemden  nicht  enthalten  iat. 

Man  weiss  nun,  dass  sich  bestimmte  Pascal'sche  Linien  in  den 
sogenannten  Steiner'scheu  Punkten,  deren  Anzahl  20  ist,  zu  dreien 
schneiden  und  zwar  sind  dies  solche,  welche,  wenn  das  Sechseck  durch 

«las  .Symbol  (^^^  hezeichnut  ist,  wo  die  geraden  und  die  uugeradeu 

Ecken  in  je  einer  Keilie  stehen,  zu  den  Sechsecken  gehören,  die  au» 
diesem  Symbol  {lunli  cyklische  Vertau8chuug  der  Glieder  einer  Reihe 
hervorgehen,  Aselclie  Beziehung  z.  B.  bei  folgenden  Sechsecken  statt- 

Steiner  sehe  l'unkt   liei:?.st    dann   der  Uegenpunkt 

des  crsteroii.  L'ntt'rsuchen  wir  den  Ort,  welchen  der  erstere  Punkt, 
den  wir  mit  .s  kurz  bezeichnen  wollen,  Iteschreibt,  so  erjriebt  sich, 
wenn  wir  aus  der  obigen  tlie  andere  Bezeichnung  der  rHscHl'schen 
liiuien,  wobei  die  Gegenseiten  untereinander  geschrieben  werden,  ein- 

mr«,.  nämUd.  { «  S     ,  j^J  -  JJj ,  }^  ^  ^|  iKrfort,  d».  die  f«to« 

Punkte,  um  welche  sich  die  Linien  drehen,' sind  (3),  5,,  1|,  und  die> 

selben  also  dem  Ortskegelschnitt  angehören,  während  eine  einfache 
Betrachtung  zeigt,  dass  er  auch  durch  die  Punkte  2  und  4  hindurch« 
geht,  eme  Betrachtung,  die  anssefdem  noch  den  Beweis  liefert^  dasfl 

eben  solche  Pascal'sche  Linien,  wie  die  3  erwähnten  sich  in  einem 
Punkt  s  schneiden  müssen.  Wie  wir  auf  diese  Weise  für  ,s  den  Ort«- 
kegelschnitt  1,  2  (3)  4  5|  gefunden  haben,  ergiebt  sich  für  den  (iegeu- 
punkt  (1)2  3' 4  (5). 

Es  wird  hierdurch  nahe  gelegt  für  die  Pascarscben  Linien 
und  damit  auch  für  die  zugehörigen  Sechsecke  eine  kürzere  Bezeich- 
nung einzuführen,  welche  darin  besteht,  dass  wir  z.  B.  für  die  obigen  ein- 
fach der  Heihe  nach  schreiben  Ci)  2  4,  ö,  2  4,  1,  2  4' und  3'  4  2,  (ö)  4  2, 
(1)  4  2,  von  der  man  zu  tier  ersteren  gelaugt,  indem  man  die  auf  die 
niarkirte  Ziffer  folgende  Ambe  mit  ihrer  letzten  Ziffer  unter  die  raar- 
kirte  nach  Wcghissung  der  Marke,  die  nur  für  die  vorliegende  Unter- 
suchung von  Bedeutung  ist,  schreibt,  dann  6  anfügt  und  in  der  oberen 
Reihe  die  offenen  Stellen  mit  den  noch  übrigen  Ziüeru  aus  der  Reihe 
1  2  3  4  5  so  ausfüllt,  wie  die  Ziffern  im  Cydos  12345  aufeinander- 
folgen. Beim  Uebergang  von  der  ersten  Beseichnungs weise  an  dieser 
kurzen  hat  man  nur  sn  beachten,  dass  dann  der  gegel)ene  Ausdruck 
erst  so  transfbmiirt  werden  rnnss,  dass  unten  die  letste  Zif^  rechts 
6  ist  und  oben  die  Reihenfolge  dem  CyUns  1  Ü  3  4  5  entspricht,  e.  B. 

(5  3  1\        /l  3  5\ 
846/  —  V4a«/* 
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Die  PssGal'seheii  Linien  gnippiren  sich  imm  nach  den  fetten 
Ponkteu,  um  welche  sie  sieh  drehen,  geordnet  wie  folgt: 


Tafel  1. 


2'  4.'i 

3' 54 

4'  15 

5'  21 

25 

31 

42 

53 

14 

45 

51 

12 

23 

54 

15 

21 

32 

43 

1,  24 

2|3ö 

3,  41 

4,  52 

öl  13 

23 

34 

45 

51 

12 

45 

51 

12 

23 

34 

85 

41 

52 

13 

24 

(1)52 

(2)13 

(3)24 

(4)35 

(5)41 

53 

14 

25 

31 

42 

42 

53 

14 

25 

31 

43 

54 

15 

21 

32 

und  es  liefern  einen  Stei  ner'schen  Punkt  immer  die  drei,  welche 
dieaelb«'  Ambe  liabeu,  während  die  mit  der  permutirteu  Ambe  be- 
hafteten durch  den  beireffenden  Gegenpunkt  gehen,  sodass  wir  also 
fKr  die  Steinerlsehen  Punkte  folgende  Zasammenstellung  erhalten: 


Tafel  2. 


5,.  . 

(3).. 

2'.. 

4,.. 

1, 

(4).. 

5... 

"1 

1,.  . 

4' 18 

(8)  13 

3' 14 

(3)13 

5' 83 

(3)81 

1'86 

1'34 

(4)35 

8*45 

5}  •  • 

4... 

(8).. 

4'.. 

I,.. 

5| « . 

(«.. 

3|  •  • 

(6).. 

3|  •  • 

4'~ 

4... 

5',  . 

(8)".r 

'i\7 

(4)21 

8*31 

(6)41 

3' 61 

(5)38 

S'48 

(1)58 

(1)43 

4' 53 

(2)M 

6',.. 

(4)  . . 

8|  •  a 

4... 

1'.. 

(6).. 

S|  •  • 

8'.. 

(1).. 

3*.. 

aus  der  sich  die  20  Ortskegelschnitte  der  iSteiu er  scheu  Punkte  so- 
gleich entnehmen  lausen. 

Fassen  wir  nun  von  diesen  Kegelschnitten  swei  zu  einem  Paar 
Gegeupnnkte  gehörige  ins  Äuge  b.  B.  wieder  die  beiden  obigen 
1,  2  (3)  4  5,  und  (1)  2  3'  4  (5),  welche  wir  mit  8  und  8i  beseichnen 
wollen^  wShrend  der  durch  12  3  4  5  gehende  mit  0  heseichnet  werden 
mag,  so  liefert  die  auf  jeden  von  ihnen  angewandte  Betrachtung,  wo- 
durch sie  selbst  oben  als  Orte  Steiner'scher  Punkte  nachgewicBen 
wurden,  den  Beweis,  dass  die  Besiehung  swischen  C,  S  und  5,  durcham 
fir()f')isriiiff  ist,  d.  h.  dass  für  S  als  Fundamentalkegelschnitt  mit  dem 
Fünfeck  Ij  2  (3)  4  5,  die  (Jrte  für  ein  Paar  Gegenpimkte  C  und  5, 
sind,  während  für  .S',  als  durch  die  Punkte  (1)2  3' 4  (5)  gegeben  C 
und  S  dieso  Hollo  übernehmen.  DU  dreiCurvm  bik^  äko  ein  cifkUsch 
abgesdUosscHCs  iiyskin. 
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Hierdurch  wird  dann  unsere  Aufinefksamkeit  auf  die  Besiehongen 

/.wischen  solchen  Dreiecken  wie  1  3  5,  1,  (3)  5,,  (1)  3'  (5),  deren  unsere 
Figur  im  Ganzen  10  Systeme  enthält,  gelenkt;  und  füllt  dabei  sofort  iu 
die  Augen,  daes  es  drei  Dreiecke  sind,  di«*  auf  zweierlei  Art  perqiee- 
tivisch  liegen  mit  den  Punkten  2  und  4  als  Projectionscentren.  Am 
einem  in  den  Untersuchungen  von  Rosanes*)  und  Schröter**)  über 
Dreiecke  in  persj>ectivischer  Lage  bewiesenen  Satze  wissen  wir  dann, 
dass  je  zwei  von  ihnen  noch  aut  eine  dritte  Art  perspectivisch  sein 
müssen,  uml  wir  wollen  daher  zunächst  diese  Projectionscentra,  welche 
für  die  Folge  von  besonderer  ^Viclltigkeit  sind .  iiu  Zusammeiihaug  mit 
den  übrigen  Eigeuächal'ten  des  Systems  aufsuchen. 

II. 

Nehmen  wir: 

als  (ileichmigen  der  Ecken  12  3  4  f)  unseres  Fünfecks  an  und  lassen 
zwischen  denselben,  wie  dies  Clebsch  bei  seinen  Untersuchungen  über 
das  ebene  Fünfeck*^),  wo  diese  AusdiUcke  die  Seiten  reprSsenÜren, 
gethau  haty  die  Relationen  r 

A  -f    J!  +    C  +    !)-{-   E  =  0 

existireu,  so  stellen  sich  unsere  15  Punkte  durcli  sehr  einfache  Ulei- 
drangeii  dar,  deren  Bildung  aus  den  nHchstehmd  angeführten,  allein 
von  uns  in  der  Folge  benutzten,  ersehen  werden  kann;  es  ist: 

1,  =     -  «)  2^  +  (f  -  «)  jy-  (y  -  «)  C  -f  (tf  -  «)  D-  0, 

5,  -  («  -  f)  .4  -f  (d  -  f)  D={ß  —  ()  7^4-  (y  —  8)0=0, 

{\)  =  (ß~     J}  -\-  ir  —  a)  c=(d^a)  D-i-  (f-«)  >;  =  o, 

(3)      (d      y)  J)-\-{e  —  y)E  i:.  {a -y)  A  +  (ß  -  y)  B  =  0, 

Da  die  £eken  unserer  Dreiecke  bei  den  oben  erwShnten  beiden 
perspeeiiTischen  Lagen  nach  folgendem  Schema  entsprechen: 

n   3  5  [13  5 

C0)  2  (3)5,  1,       ,      4  j.M,(3), 
  1(5)  (1)3'  ,  l3'(5)(l) 

♦)  Math.  Annalen  Bd.  II.,  jv  .519. 
••)  Math.  Annalen  Bd.  11 ,  p.  55.3. 
Math.  Annalen  Bd.  iV.,  p.  476. 
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80  sind  die  3  fQr  je  zwri  von  ihneu  noch  vorhandenen  PiojectionS' 
centra  durch  folgende  Anordnungen  der  £ckeu  bedingt: 

1  8  ö/-^'    '     (1)3'(6)J^»    '  1,(3)6,/-^» 
und  findet  mau  ffir  dieae  Punkte  folgende  Gldchungen: 

P,  r=  /,   m.j  n ,  A  -j-  m.^  m  4  n.,  / ,  C  -f-     « ,    nt ,  A'  ==  0 , 

Pj  ™      "*i        ~f"  '^'i     "1    ^*  4"  "v ^  "*7  ^  ^ 
wobei  zur  Abkürzung: 

^  — /I  — «   ,   w,  — /I  — y  ,   ft,  — /f  — « 

gesetzt  sind.  i>ei  P|  -|-  -Px  ==  -^s  ^  /<€!$wfi  diese  3  Prc^ee^tOfMeenlra 
cui/'  einer  Germkn  p. 

Bilden  wir  im  Hinblick  auf  den  bekannten*)  Sats,  dass  bei  zwei 
Dreiecken,  die  drei  Yon  einem  Punkt  ausgehenden  Geraden  einge- 
schrieboi  sind,  die  (iegcuseiten  sich  in  Punkten  einer  Geraden  schneidoi, 
für  unsere  Fi^  die  Gleichungen: 

(I)  (d-*)(«-Ä(r-«)JE^~(*-y)(y-Ä(«-«)0-o, 

(III)  {d~Y)  (y-  ß)  («  -  0  C  -^(d^n)(a-ß){B-Y)Ä  =  0, 
(V)  (a-ß){s  ~-Y)A^(S-~  £)  (i-ß)  (y-n)E^(), 

der  Schnitipujikte  von  (H)  5,  und  ö,  1,  uimI  (5)  (1),  1,  (3)  und 

(1)  3',  so  ergiebt  sieh  oinerseitf«,  weil  <lie  »Summe  der  Gleichungen 
identisch  vorschwindet,  der  Beweis  eben  dieses  Sat/es  und  anderseits 
aus  der  Zu.saumiensetü;unf!^  der  (tleiclmugen ,  da.ss  aucli  die  Seiten  3  5, 
5  1,  13  der  Reihe  nach  durch  die  Punkte  I,  III,  V  gehen,  also  die 
gUichnamigm  SeUe»  unserer  3  Dreiecke  sit^  tu  J^mJMni  «ftnätdls»,  die 
auf  einer  Geraden  g  lugen;  eine  Eigenschaft,  die,  wie  wir  s^ier 
sehen  werden ,  nicht  umgekehrt  die  Figur  eines  vollsMlndigen  Fflnfecks 
bedingt,  wShrend  dies  der  Fkll  isti  wenn  2  Systeme  von  drei  durch 
je  einen  Punkt  gehenden  Geraden  gegeben  sind. 

In  unserem  System  von  Dreiecken  finden  wir  noch  eine  andere 
schon  Ton  Hesse**)  beim  PascaTschen  Sechseck  hervorgehobene 
Figur,  von  der  folgender  Satz  gilt:  „Wenn  3  Dreiecke  dreien  Geraden 
eingeschrieben  sind,  die  von  einem  Piujkte  ausgehen,  so  bilden  die 
entsprechenden  Seiten  der  drei  Dreiecke  wieder  drei  Dreiecke,  welche 
drei  Geraden. eingeschhebeu  sind,  die  von  einem  andern  Punkte  aus- 


*)  Yeigt  Heaie,  Voil«raageii  am  der  «oslytiMben  Geometrie  in  derBbem. 

p.  116. 

**}  Vcrgl.  Hob 80,  Vorlegungen  etc.  p.  Iii, 
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geheo''  nnd  zwar  ist  derselbe,  wie  dus  oben  aD^gestellte  Scbema  (0) 

'lebrt,  zweimal  auf  dieselbe  aiiwoii'Mnn . 

Für  das  Projectiousceutrum  2  ergeben  sich  dann  Cit'rjide  /, ,  /.„ 
^,  als  durch  einen  Funkt  gehend,  von  denen  folgende  ädiuittpuukte 
entsprechender  iseiteu  unserer  Dreiecke  enthält: 

«,  =  { 1  3,  (6)  (1 ) >  s  («  -  /J)  («  -  «)  ^  +  («  -  /J)  (y  -  «)  C  -  0, 

-  {3  5,  (1)  .T  }  -  (y  -  ß)  («  -  y)  C  +     -  ß)     "  '/)  0, 

~  {ö  1,  ;r  [-))}  ß)  iy  —  f)     -f  iy  —  ß)  («  —  f)  J  =  0, 

was  durch      —  ß)  «,  -}-  (f  —  /3)  y^  -j-  (a  —  /Ü)  «,  =  U  bestätigt  wird, 
während  auf  /.,  folgende  liegen: 

«,=  {öl,  l,(3)}  =  («-^)(y_«).l  +  (y  -  |l)(*-«)£-.0, 
y3={l3,  (3)5,}  =(y-^(«-y)C +  (*- /!)(«- y). 4-0, 

f.,  ZE  {o  n,    ä,  \^]  .-(f  ~  ß)ift-~  f)  K  +  («  -  ß)  [y  —  f)  C  =  0, 

wobei  («  —     y»  -|-     —  ß)         KY  —         =  erkennt  dann 

weiter,  da: 

«,  -f  y,  -ff , = «a+y3+«3= (*"-«)(«— >'M+(«T-y)(y~«)^'+(y-«)(«-«)-^ 

ist,  dass: 

J-^(,_«)(«-y).l  +  («-y)  (y-^  OC'  +  (y-*)  {B-^a)E^O 
den  Schnittpunkt  von  /,  und  darstellt.  Die  auf  der  Geraden  4 
liegenden  Punkte  haben  nicht  so  einfache  llleichaogen;  es  ist: 

{(I)  3',  5,  1, }  =  (y  -  «)  {(«  -  «)*  (/f  -  y)  J?  -  (y  -  «)»  O  -  «)  C> 

-f-  {{e  -  «)■-'  (/i      yy  +  (/?  ^  -      iß  -  i)  iy  -  «)  (y  -  ()]  Br=(\, 
{3' (5),  1,  (3)}  ~  (f  -  «)  {(«  -  y/     _     ^  -  (*  _  y)'        «)  i;} 

+  {(«~y)M^-«)'  +  (ß-y)(/i-«)(«-y)(«-«)}i^-'>» 

{(5)(l),  (3)5,}  ~  («  -  -  y)  {(y  -      (^  -  a)  C  -  («  -  *)»  (/I  -  y)  ^} 

+  {(y  -     (/^  -  «}■•  +  (ß  -  ^)     -  y)  f«  -     (rr  -  y))     -  ü 

Uli»!  beweist,  da  die  Identität  der  Coetticienten  von  Ii,  wenn  dieselben  - 
in  OetenniiKiiiteiii'onn  geschrieben  wenleii,  nach  Auflösung  der  Klammem 
sofort  erkannt  wird,  einerseits  die  Relation: 

^y  -  f)        «)  «,  4-  (£  -  «)  iß     y)  y,  H-  («  -  y)  {ß  -    f,  =  o, 

daaa  die  Punkte  auf  der  tienulen  4  liegen,  .wakrenü  anderseits  ausr 

 "h—J''     —     yt  —       ^     's  —       _  7 

{«-y){«-  jj)        (y -»)(«-(?)        (,  _«)  (y-ß)  —  " 
folgt,  ilass  diese  (lerade  durch  den  »^clinitt  von  /,  und  /,  geht,  (tanz 
analog  stellen  sich  die  Uleii  liiingen  der  auf  den  Geraden  Z^,  /|,  ge- 
legeneu l*uukte  dar,  wobei  dann  die  (ileicliung: 

«a  4-  yi  4-  *a  ^  «4  4-  y4  -f-  *4  = 
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lehrt,  dass  ihr  geuieinsainer  Schuittpiiiikt  init  dem  der  ersteren  jsu- 
saninioiifHllt  ;  sie  )>iideii,  wa«  hier  beiläuüg  bemerkt  werden  mag,  mit 
denselben  eine  luvolution. 

III. 

Werden  die  mit  einem  solchen  Dreiecksystem  wie  dem  imsrigen 
in  I.  in  Verlunduuj,'  gebrachten  Kegelschnitte,  also  etwa  wieder  1  2  3  4  5, 
1,  2  (8)  4  5,  und  (1)2  .T  4  (5),  als  Erzeugnisse  projectiviseher  »Strahlen- 
büschel  mit  den  Centren  2  und  4  betrachtet,  so  crgiebt  sich  ein  höchst 
einfacher  Zusauinienhaug  zwischen  diesen  Büscheln.  Öiud  nändich  die 
rrujectionsstralilen  unserer  Dreiecke  für  jene  beiden  Ceuti'a  analytisch 
ausgedrückt  durch  die  Gleichungen: 

2(1  (3)  (5))    r~~ v=()      4(1  3'  o, )  -  /'^    ^r  =  o, 

2(3  5,  (l))=^/-A,  K«0    I    4(3(5)  l,)=f/-f4,M^-0, 
2(5  1,  3')=.ir-;i,  F-0    1    4(ö(l)(3))  -  i7-^  TT^O, 
wo  Ü^O  die  Gerade  24,  F^Ound  W^O  vor  der  Himd  beliebige 
durch  2  reup,  4  gehende  Gerade  beseiduten,  wahrend  die  Conetanteu 
X  und  f*  gegebene  Werthe. haben,  so  werden  die  Gleichungen: 

U  —  Xr^O  ,  IT— filF  — 0 
sowohl  den  Kegelachnitt  C  als  auch  die  beiden  andern  8  und  dar- 
stellen ,  je  nachdem  zwischen  X  und  ^i>ine  lineare  Relation  angenommen 
wird,  die  folgenden  Bedingungen  genfigt,  nSmlich,  dass  beim  Kegel- 
schnitt C  die  die  ganze  ProjectiTität  festsetzenden  drei  Strahlenpaare 
erhalten  werden  ffir  A,^,,  Ajfi,,  Agfi^,  wihrend  fSr^T  A||ij,  A^fi,,  X^f^ 
und  für       X^fly,  ^sMi  zusammengehören,  also  die  drei  vor- 

kommenden Anordnungen  durch  cyklische  Vertauschnng  der  einen  von 
den  beiden  Grössen  k  und  fi  in  einander  übergehen. 

Bilden  vrir  die  hierdurch  bedingten  Gleichungen  für  die  pro- 
jectivi>^che  Beziehung,  wobei  in  den  beiden  letzten  Fallen  v  und  p, 
resp.  a  und  t  an  stelle  von  A  und  |u  geschrieben  sind,  nämlich: 

aX^  +  bX  +  cii-^-d^Of 

so  ergeben  sich,  wenn  wir  zur  grSssem  Vereinfachung  Aj, » fi^  oo 
annehmen,  folgende  Werthe  fOr  die  die  Ph>jectivitat  fixirenden  Con- 
stauten: 

a  « 0     ,  6  =» f*5  —  f*i  »  «  —  ^1  —  *6  »        ^»1*1  —  ^ifS» 

a(-=l     ,6,  =  — f*j     ,t2  =  — A,     ,  ^'a= ''•i/*!  +  — 
aus  denen  die  Beziehungen: 
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SU  entaefameii  sind.  Ab  Gleichiiogen  unserer  Kegulschnitte  hai  man 
hiernach 

8  -^Ü^  +  X,UV~  (;., .« ,  +  A,  ,1,  -  A,     KIT  -f  M ,  1 W  -  0, 
wobei  die  Bd«tu»i 

zeigt,  das«  dieselben  ausser  den  auf  IT »  0  liegenden  Punkten  2  und 
4  noch  zwei  imaginäre  Punkte  gemein  haben,  als  deren  Verbindungs- 
linie wir  tech  Fortschaüiuig  des  mit  VW  behafteten  Gliedes  aus  2 
der  vorigen  Oleichongen 

-  (A| ftv  -  hi^i)    +  (f»i  -  fH)  W  +  V  -^^k)V 
-  (^1  -  4)       + f^» *»5)H^  -  0 

erhalten. 

Sollen  nun  je  zwei  unserer  Kegelschnitte  collinear  so  aufeinander 
bezogen  werden,  dasy,  woflurch  dann  die  ganze  IJe/iehiin^  bedingt 
ist,  die  gleichnamigen  Punkte«  entsprechende  werden,  so  wird  die 
Annahme  dieser  Beziehung  zwischen  C  und  *S',  und  C  und  iS',  die«elbe 
für  S  und  *S',  l>edingeii.  Zu  dieser  Beziehung  zwischen  C  und  S  müssen 
die  Constiinien  der  sie  feststollciideu  Gleichung 

c),v  -\-  /  A  -f      4-  /*  =  0 
aus  der  angegebenen  Bedingung,  wonach  zn  den  Werthen  A  =^  Aj/^jA.^ 
die  Werthe       A-,  A,  A3  gehören,  bestimmt  werden  und  erhält  man  dauu: 

e  =  — 1,   /  =  A,,   fj  =  Xs,    Ä  =»  AjAj  —  A,2  _  Aj'. 
Bilden  wir  dann  die  Gleichung  der  Geraden,  welche  irgend  zwei  hier- 
nach entsprechende  Punkte  von  C  und  S  verbindet,  so  eigiebt  sich 
dafUr  der  folgende  Ausdruck: 

+  (A,^,  -  A,^,)  {A,r/-  (A,|^,  -  A,^,  -h  A,^,)W^}  -0 

und  es  zeigt  derselbe,  dass  die  Gerade  immer  durch  einen  festen  Punkt, 
das  oben  mit  P,  bezeichnete  Projectioascentrum  der  Dreiecke  13  5 
und  Ii  (3)5^  hindurchgeht  Denn  man  erhalt  fflr  die  Verbindungii- 
linien  enteprechender  Ecken  dieser  Dreiecke  fuigeude  Gleichungen: 

{55,}  L^ii,U-X:A(i,  -;i,)K-ft,fHVr»Ü, 

{3(3)}      A,r-/i,]K  =  (), 

(11,)   :r^A,6-A,A,K- (A,-A,)^,>K-0, 
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welche  I  wie  die  Ideutitäi 


r 


zeigt,  durtli  »mikmi  Punkt,  uIkmi  das  IVojectioiisceiitruiii  gi'lioii,  dessen 
auf  das  Fiiiidttuieiitaldreieck  6'  =  U,  K=  0,  U  l>e£iiglicli«  (Joor- 

dinaieu  daher  sind: 


Diese  Coordinatenwerthe  bringen  aber  die  in  der  Gleichung  (*)  vor- 
kommenden Parenthesen  einseln  xnm  Verschwinden  und  beweisen  damiii 
doM  die  duri^  {*)  dargesteüte,  mm  eiill^pretkaide  BmkU  wm  C  tmd  8 
verbindende  Gerade  im$ner  durtk  P,  gehL 

Es  folgt  dann  weiter,  dass  bei  den  oben  augegelnMieu*  .malogen 
GoUiuearen  IJeziehuugen  zwischen  C  um\  .S,  und  N  und  »S,  die  Ver- 
biudun^^sliuien  entsprechender  Punkte  durch  die  i'i  über  mit 
bezeichnuteii  IVojectionsceutra  gehen,  deren  Coordinaten  wir  dw  spil- 
tereu  Auwojidungeu  w^;eu  angeben  müssen;  sie  sind: 


wieder,  dass  die  drei  Projectionsceutra  auf  einer  Geraden  liegen. 

Hezeichneu  wir  die  auf  diese  Weise  zusammengehörigen  Punkte 
der  Kegelschnitte  mit  v,  so  triöt  der  zu  ihrer  Festütelluug  die- 
nende Projectiuussirahl  die  beiden  jedesmal  in  Betracht  kommeudeu 
fCegelschnitte  nodi  in  zwd  sn  einander  in  derselben  Beäehiing  stehen- 
den Punkten,  die  wir  bei  den  durch  P,  aufeinander  bezogenen  Kegel- 
schnitten C  und  8  mit  X*  und  i^  beseichnen  wollen  und  wobei  dann 
oflbnbar  l  und  sieh  gerade  so  zueinander  Terimlteni  wie  l'  und  v. 
Mittelst  des  Projectionscentrums  P,  gelangen  wir  nun  von  X,  indem 
wir  Ton  dem  dabei  auftretenden  Punkte  absehen,  zu  den  Punkten 
0  und  a",  während  auf  dieselbe  Weise  mit  a'  und  (tf')"  zu  bezeich- 
nende Punkte  liefert,  uud  sich  dabei  l  und  a  verhalten,  wie  A'  uud  a', 
während  X  uud  a"  dieselbe  Beziehung  zueinander  haben,  wie  X'  uud 
((t')".  Demnach  werden  sich  v'  uud  a'  verhalten,  wie  v  und  o,  d.  h. 
es  wird  die  Gerade  v'a'  durch  P.,  hindurchgehen,  sodass  es  sich  nur 
fragt,  welche  Eigeuschaft  der  (Geraden  v'a"  zukonmit,  indem  dieselbe 
•  dann  auch  v(a'}"  hat.  Es  wird  sich  zeigen,  dass  diese  Geraden  immer 
durcli  einen  festen  Punkt  gehen  und  dass  die  Punkte  v  und  a  "  eiu 
Paar  Steiner  sehe  Gegenpuokte  für  das  auf  C  gelegene  PascaTsche 
Bechbeck  12  3  45  6  sind. 
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IV. 


Zu  den  Werthen  A,,  oo,  A,, ,  weUlie  th'u  Ecken  luisoros  DitMucks 
13  5  /ukoinnien  und  zu  denen  l)eziehungsweiHe  oc,  ft-,  gehören, 
finden  wir  folgende  für  v  und  a",  sowie  die  zugehörigen  q  und  r"; 
es  liefert 


wobei  die  Cirössen  M,  N,  Ii  folgende  Bedeutung  haben: 

Die  dnrch  die  Punkte  v  und  a"  gebüdeften  Dreiecke,  deren  Ecken 
wir  mit  n,  »sn^,     s^a^  kun  beieichnen  wollen ,  haben  Seiten  mit 
,  nnchitehenden  Gleichungen: 


«,  II,  =  1. 0*,  -  ft)    +  1,  F  -  I*,  IF  -  0, 

-  A, AsdS  -  ^)F-  ^^iJA,  -  a»)^-  0; 

s,S3  =  fi,  (A,  _  A,)  r  +  1,  F-  f»,  ir-  0, 

=  A,      -      ?7  -  A,  F  +     IT  -  0, 
^  {(A|/*i  —  ^../*J^:.fti4-(^i**5  +  A,fi,)A,;<,4-(A,/i,— A,.ji,)A.ft,|  T 

-  A,  A,(M,  -  li,)V  -  iL,^:Xk,  -  A,)iy  =  0. 


Man  erkennt  dann,  da  die  Seiten  des  Dreiecks  135  folgeudc  (jilei- 
chungen  hal>cn: 


{ 13}  -  A.  K  -  ,i,  1*^  =  0;    {35}  =  -  A,  F  +  fi,  TT  =  0 ; 
{61}  =  (A, II,  -  A,,^)  ü  -  A, A. (I.,  -  II,) F-ii.il, (A,  -  l,)W ^  0, 


das«  die  entsprechenden  Seiten  der  drei  Dreiecke  sich  auf  der  Oeraden 

24  schneiden,  also  ein  System  von  Dreiecken  bilden,  welches  eine 
Bigenschaft  unseres  ursprünglichen  bat,  ohne  desahalb  die  ander^  auf 
zweierlei  Art  perspectivisch  zu  sein,  zu  besitzen.  Die  drei  neuen 
Dreiecke  sind  aber  in  Besag  auf  die  in  Betracht  kommenden  Kegel- 


^>      1,  » 
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schnitte  Tollkommen  gleichartig  und  kSunen  wir  deshalb  behaupten, 
dass,  sowie  bei  der  durch  die  gleichnamigeii  Dreieckseeken  zwiBchen 
0  und  8  resp.  8^  festgesetsten  projectivischen  Beziehung  die  Verbin- 
dungslinien entsprechender  Punkte  durch  die  Projectionscentren  der 
jedesmaligen  beiden  Dreiecke  gehen,  nSmlich  Xv'  durch  P„  liT  dorcli 
Pf,  auch  bei  derselben  Beziehung  zwischen  S  und  ^,  die  (Geraden 
v&*  durek  das  FrqjeeUonaeenirum  TT^  der  Dreiedte  »t  %  ftnd  s, 
gfihm  niitfta. 

Als  Coonlinat^n  dieses  Piinkics  TT3  ergeben  sich  folgende: 

und  lehren  dieselben  als  von  der  Form  tT^-f-  rr, ,  ^it  H^t+^u 
dass  der  Pun/ä  TT3  jw?7  dm  Punlien  P,  P,  P3  auf  demdhcn  Geraden 
p  liegt  md  dem  Punkte  P3  harmomuk  tugeorditet  id  m  Bezug  auf  die 
Punkte  P,  «MC/  P,. 

Wie  wir  eben  das  auf  C  gelegene  Dreieck  beibehielten  und  ^auf 
S  und  aS,  die  nonon  Dreiecke  bildeten,  welche  zur  collinearen  Be- 
ziehung dieser  Kcf(ol.schnitte  durch  TT,  lülirten ,  so  können  selbstver- 
ständlich .'iiich  die  auf  S  resji.  *S'|  liegenden  alten  Dreiecke  beibehalten 
werden  und  zwei  weitere  Punkte  TT,  und  TT.,  ermittelt  werden,  von 
denen  der  erste  der  vierte  harniouische  ist  zu  Py  in  liezuf^  auf  P., 
und  P^,  während  der  zweite  harmonisch  conjugirt  ist  zu  P.,  in  Bezug 
auf  und  2',.  Die  drei  Punkte  P  bilden  daher  mit  den  zugehörigen 
TT  ein  Punktsystem,  welches  aas  der  Theorie  der  binären  Formen  be- 
kannt*) ist,  indem,  wenn  die  drei  Punkte  P  durch  eine  Form  8**" 
Grades  /*»  0  reprSsentirt  sind,  die  TT  durch  die  gewöhnlich  mit  Q 
bezeichnete  CTovariante  3^  Grades  jener  Form  dargestellt  werden  und 
Yon  dem  man  fiberdies  weiss,  daas  die  sechs  Punkte  eine  Inrolution 
bilden,  deren  Doppelelemente  durch  die  quadratische  gewöhnlich  mit 
^  bezeichnete  Gorariante  der  Form  bedingt  werden. 

Die  Pmiktc  TT,,  TT,,  TT,  siml  die  Pole  der  Dreiecke  l,(3)ö„ 
(1)3' (5),  1*3  5  in  Beeng  auf  die  Gerade  g,  auf  der  sieh  die  eni* 
{^weehendm  S(  Ift  n  dimr  Dreierb  schneiden;  es  wird  wiederum  wegen 
des  völlig  gleichen  Verhaltens  derselben  genügen,  dies  für  das  Dreieck 
13  5  nachzuweisen.  Den  in  II.  mit  (1),  (IIT)  tnid  (V)  bezeichneten 
Gleichungen  gemüss  sind  die  vierten  harnioiiisrlien  %u  den  iSclinitt- 
punkten  der  Seiten  des  Dreiecks  mit  //  gegebej)  durdi 

(tf  _         ~  /J)  (y  -  a)£+{d  ^  -  ß)  {u  -  e)  C  =  ü, 

(*-«)  (a-^ß)(e-r)Ä  +  id-  *)(£  -i8)(y-«)JS?-0, 
sodass  man  sofort 


*)  Vgl.  ClcbRcb,  Theorie  der  Innftren  algebraiBcben  Ponaeti,  §  89.  p.  18t  a.  {f. 
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—  «)  («  "  ß){s~-y)A-\-(d-  y)  (y  -  ß)  (a  -  t)  C 
+  {d  —  £)  (6  —  ß)  (y  —n)E=^  0 

als  Gleieliuiig  des  Pols  erhält,  eine  Gleichung,  dio  sich  mit  Borflrk- 
sichtigung  der  den  Grössen  I.,  7n.^  ...  in  II.  ertheiiteii  \\  orthe  als 
Pj  —  P^,  =  0,  d.  h.  als  die  des  Punktes  TT,  zu  erkennen  giebt. 

Dir  PimLfr  TT  .s/»^/  ahn'  zmih  ich  axrh  dir  Polr  dn  (rcrmlni  ff  in 
Jiesufj  auf  dir  K( yi  Isrhuiftr  C.  S  itrid  6',,  und  brauchen  wir  dies  auch 
nur  wieder  für  rT3  und  C  nachzuweisen.  Aua  der  oben  gegebenen 
Gleichung  von  C  finden  wir  fß)'  die  Polare  von  TT-,  folgende  Gldeliimg: 

(A.M,  -  A,,!,)  U  +      -  ii,)  ßC-  4-  V  -  ^ih)  V 

-  (A,  -  h)  (pr^  +  ft,'  -  ^,fi.,)W^O, 

die  mit  der  die  Verbindungslinie  der  imaginären  Schnittpunkt^^  unserer 
drei  Kegelschnitte  darstellenden  U'=  0  flbereiustimmt  und  von  der 
sich  leicht  ergiebt,  dass  sie  durch  den  Schnittpunkt  von 
.  •  {13}   ,  A,F-ft,  H'  =  0 

sowie  den  von 

{36}  =  -il,K  +  |..»K-0 

™^         {3-  (5)}  ~  —  X,U+l,l,V  —  ti,  (A-,  —  A,)  W  =  0 

Jundnrchgeht ,  also  mit  der  Geraden  //  identisch  ist. 

Die  Punkte  n.j,  712,  ^^^^^  demnach  die  vierten  harmonischen 
zum  Punkte  in  Hezug  auf  die  Schuittpuuktpaare  unserer  Kegel- 
schnitte r,       .S,  mit  der  (Jeraden 

Auch  die  Punkte  P  stehen  iu  einer  ebenso  einfachen  Ueziehung 
zu  den  Kegelschnitten,  sie  sind  nämlich  Pole  der  Geraden  24,  aber 
Pi  m  Besuy  auf  S,  P,  tn  Besug  aitfßi,  P3  in  Beeug  auf  C\  denn 
von  der  Gleichung  der  Polare  eines  Paiüctes  uvw  m  Bezug  aaf  den 
Kegebchnitt  iS 

+  w (/i, _  (A, ^,  _  A,  ^i,  +  k,f,,)  F)  -  0 

bleibt  beim  Einsetzen  der  Coordinaten 

u  :  V  :  10  =  A, —  A, f«^  ^  A^/ij  :  f*i  :  Aj, 

des  Punktes  P,  nur  das  Glied  mit  U  übrig. 

In  diesen  Beziehungen  erkennt  mau  demnach  die  Bedingung, 
welche  zwischen  drei  durch  vier  Punkte  gehenden  Kegelschnitten  statt- 
finden muss,  wenn  dieselben  ein  System  wie  C,  S  und  5,  bilden  kön- 
nen, sowie  ferner,  dass  der  Schnittpunkt  von  24  und  //  der  gemein- 
same Pol  der  drei  Kegelschnitte  für  die  Gerade  j>  ist  und  sei  endlich 
noch  beiläutig  bemerkt,  dass  die  von  den  Kegelschnitten  auf  p  bervor- 
gebraclifte  Involution,  sn  der  auch  die  Ponkte,  worin  g  und  24  die 
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Gerade  p  tralfen,  gehSreD,  dieselbea  Doppel|Niiikte  hai,  wie  die  fon 
den  Punkten  P  und  TT  gebildete,  also  .aSmiiitliche  Ponhie  nur  eine 
inTolntorische  Reihe  Inlden. 

V. 

Wir  haben  nnii  noch  sn  seigen,  dies  irgend  swei  Ponkte  v  tmd 
1^*  ein  Paar  Steiner'sehe  Gegenpiinkie  iBr  ein  anf  dem  Kegebchniii 
C  gelegenes  Sechseck  123456,  wo  6  den  Punkt  X  bezeichnen  solly 
sind,  woraus  folgt,  das»  die  Punkte  X,  v\  ein  Tripel  bilden,  von 
dem  ein  Punkt  die  sechste  Ecke  eines  auf  einem  der  drei  Kegelschnitte 
gelegenen  Sechsecks  ist,  während  die  beiden  anderen  ein  zugehöriges 
Paar  Gegenpunkte  sind.  Hierzu  genügt  es,  wenn  wir,  da  wir  wissen, 
dass  für  das  auf  C  gelegene  Sechsock  1  2  3  4  5  6  der  Kegelschnitt  S 
der  geometrische  Ort  eines  Steiner  sehen  Punktes  ist,  nachweisen, 
dass  eint  von  den  diesen  Punkt  bestimmenden  Pascal'schen  Linien 
1,  24,  (3)2  4,  5,  24  durch  den  Punkt  v'q  geht.  Als  Gleichung*  der 
Linie  1,  2  4  finden  wir  folgender 

AU~kX,-^  (A.^i,  -  X,^,  -1-       -  ti,)X)W^  0, 
und  geht  dieselbe,  da  zu  il  die  Werthe 

+       —  ^H)  (^i -       +     —  Iii) ^) 

gehören,  aus  der  Gleiehnng 

K*»^  -     -  A)|<.)  t^-  A(A,f,  +       -  A,ft)F} 
+  *  {(A* (A,*».  -  Ä,«)  +  II, (,.,  -  ft,))  U 

welche  fiir  variabcles  k.  alle  durch  v  q'  gehemlen  (Jeraden  darstellt, 

bei  der  Annahme  Factor  Aji^i  +  ^»M»  —  ^if*»  behaftet 

hervor,  womit  also  nnsere  Behauptung  erwiesen  ist,  dass  nämlirh  die 
FwfüeU  v'  ¥md  0"  SUiner'idie  Oega^pumkte  ßr  dm  Fimkt  X  atuL 

Für  hmm—  liefert  die  vorige  Gleiehnng  die  der  Pascal'- 

' sehen  Linie  (3)24,  näraUch 

(hhi  —  '^iMJ  ^'  —  -^^i        ~  f*:.)^  -  -^f«:,  (;*i  '    I"         —  'S 
aus  der,  sowie  aus  der  obit;oii  vom  1,2  4  zu  entnehmou  ist,  dass  sich 
diese  Liuien  um  die  Punkt«-  1  resp.  (3)  drehen,  während  sich  durch 
Elimination  von  X  aus  denselben 

s -  r/» -  A,  vv 4-  (A,^.  +  A,ft,  -  x,tL,)vyv  -f  ^i. zrw^o 

ergiebt  und  damit  auch  der  analytische  Beweis  geliefert  wird,  daas  iS 
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der  geometrische  Ort  des  Steiner 'scheu  Punktes  ist,  wuriu  sich  li2^ 
(3)  24,  5,  2  4  schneiden. 

Da  bekanntlich  *)  jedes  Paar  Gegeupuukte  ein  Paar  haruiouischer 
Pole  ist  fBr  d«i  das  Pa8eal*M^e  Secbseck  enthaltenden  Kegdaehmtt, 
80  folgt  aus  der  eben  bewiesenen  Eigenschaft ,  dass  jede  äurdi  einen 
der  Punikk  IT  ffi^unde  Oerade  das  System  der  drei  Keffdsehmüe  in  sedts 
Pmtkten  «cftneufe^,  von  denen  das  eine  Paar  tu  jedem  der  beiden  anderen 
harmoniseh  eoi^ugirt  ist,  und,  wenn  wir  noch  hinzanehmen,  dass  der 
Punkt  TT  der  Pol  der  Geraden  g  in  Bezug  auf  den  einen  Kegelschnitt 
ist,  z.  B.  TTj  fÖr  C,  so  erkennt  man  weiter,  dass  hier  eine  Involution 
stattfindet,  deren  Doppelpunkte  die  Schnittpunkte  von  C  mit  jener 
Geraden  sind. 

Damit  die  Verbindungslinie  der  zwei  Gegenpunkte  unseres  auf 
C  gelegenen  Pascal 'sehen  Sechsecks  durch  den  Punkt  TT,  gehe,  ist 
es  nicht  crforderlirh,  dass  die  Punkte  12  3  4  5  sämmtlich  fest  bleiben, 
sondern  es  genügt  iiit  rrür  schon,  dass  die  Punkte  135  dieselben  bleiben. 
Um  dies  nachzuweisen,  seien 

A^O,  C=0,  E  =  0', 
Ii  =  7.,  A  +  m,  C  +  n,  E  =  0-, 
n  ^  l^A  m,C  -\-  }i^E  =^  0-, 
F  —  l,A  +  w,  C  -}-  «,  E  =  0 

die  Gleiciiungen  der  Ecken  unseres  Sechsecks;  die  in  II.  für  P,  und 
]\  aufgestellten  Gleichungen  werden  dann  auch  l)ei  der  jetzigen  Be- 
deutung der  Grössen  l  m  n  diese  Punkte  durüteileii  und  wird  somit  die 
Gleichung  des  Punktes  TT^  folgende  sein: 

/,  {7n , —  m  ,  n ,)  A  -\-  rn.^  m ,  (« ,  / ,  —  n  ,  /,)  C  -j-  n.,  n ,  (/,  w?.,  —  nt ,)  7?  =  0. 
Analoge  Gleiciiungen  für  die  betrellt-ndeii  tlureli  ilie  i^iintecke  3  4r)<)l 
und  56  123  l)edingten  Punkt«;  TT  sind  hieraus  sofort  zu  entiidinien 
und  ist  die  Bedingung,  dass  diese  Punkte  mit  TTj  zusammenfallen, 
folgende : 

I  /,  Z ,  ( 71  ^  -    7)1 ,  7i .. ) ,  ?j  7,,  {m^  n,.  —  ?rto  n^) ,  7,   {rn,,    —  7n^  Wg) 
A  =    ni.,  7)1 ,  {)i.,  7,  —  « 1 1,) ,  wi.,  Witt  {)! ,  7,;  —  nJ^),  w;^j     {71^1^  —  n^l^^)   —  0. 
)l,n,(U)^^  —  l^))l.,),  w, ??,.(/, —  7,»«,),  ii,,7i,{lm.^  —  l.^m^) 

Diese  1  K  tt'nuinante  erweist  sich  aber  als  das  t^uadrat  eines  Ausdrucks 
dj  der  für  die  verschiedenrn  aus  den  Punkten  12  3450  nu)glichen 
Sechsecke  unter  verschiedeneu  Formen  erscheint,  indem  z.  B.  für  Ij  24, 
(3)24,5,24 


=  j  7,.?i2,  iihrf,,, 

1  l^m^,  w»|»/»«,  »4»*«  i 


7)ljl^,  in^Dlj^f  71.^1)1^ 
«4«4,    »4«*^,  »4«» 


7,^4,  n.,1n^,  n^7l^ 
7.,;w,j,  7)^.,7)^^,,  i))^n^ 


•)  Vgl  Steiner *s  Voriemmgen  Uber  ^thetiiche  Geometrie.  S.  Thl.  p.  164. 

MathcnwUMlw  Annalea.  ▼.  27 
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ist  und  desBen  Venchwindeii  bedingt,  dass  das  Sechseck  ein  Pascal'- 

sches  ist.  Durch  diese  Aequivalenz  der  Bedingungen  A  =  0  und  d  =  0 
ist  also  erwiesen,  dass  der  Punht  TT3  derselbe  bleibt,  wiche  Lage  2  46 
auf  dem  KcgcUchmtt  aucii  haben  mögen,  so  lange  nur  die  Funkte  135 
sieh  nicht  ändern. 

Fjh  wurde  dieses  Resultat  zuerst  von  nrossmann  (Ueber  eine 
neue  Ki^^enseliaft  der  Stein  e  r  "sehen  (Jegenpunkte  des  Pascal 'sehen 
.Si'rhsfcks  in  Crelle  s  Journal  Bd.  58.  p.  174)  augo£r«'l)on ;  selbstver- 
ständlicii  liefet  auch  der  durch  das  Dreieck  2  4(5  bestinnute  Punkt  TT 
auf  der  Verbindungsliiiio  unserer  Gegenpunkte;  dass  er  dem  crsteren 
harmonisch  zugeordnet  ist  bezüglich  dieser  Gegcripuukte,  sowie  dass 
die  beiden  Paukte  TT  die  sogen auuteu  Pole  der  Dreiecke  iu  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt  sind,  finden  wir  in  einer  dnrcb  die  Grossmann'sche 
Untmuchnng  ▼eranlassten  Mittheiloug  von  Staudt  (Ueber  die 
Stein  er 'sehen  Gegenponkte,  welche  durch  swei  in  eine  Cnrre  2**'' 
Ordnung  beschriebene  Dreiecke  bestimmt  sind,  Crelle's  Jonmal  Bd. 
62.  p.  142),  wobei  der  Pol  eines  einem  Kegelschnitt  einbeschriebenen 
Dreiecks  definirt  wird  als  der  Punkt,  worin  sich  die  Geraden  schnei- 
den, welche  die  Ecken  des  Dreiecks  mit  den  Polen  der  Gegenseiten 
verbinden. 

Marburg,  Februar  1872. 
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Üeber  die  ebene  Abbildung  einer  Fläche  dritter  Ordnung. 

Von  A.  Clbbscb. 


la  dieser  Note  will  ich  eine  Methode  angeben,  mit  deren  Hülfe 
die  niedrigste  Abbildung  einer  Flache  dritter  Ordnung  auf  einer  Ebene 
sofort  durch  rciu  geometrische  Mittel  geleistet  werden  kann,  und  zwar 
so,  da.ss  sogleich  einem  Punkte  ein  Punkt  entspricht  Diese  Methode 
ist  folgende: 

Man  wähle  aus  den  27  Geraden  der  Fläche  eine  heliehige 
1)  nvd  zu'i  i  /Didrre  A,      aus,  icrh  hc  die  ersten-  ah  r  nicht  ein- 
ander sriiiiridvn.     Als  liihlihrne  brharhf/'   man  rinr  hiTirhifie 
durch  ]>  (/(hy/v  J'Jjcuf,  und  tr.:riiffe  das  Jtdd  durch  ei)U)i  Strahl, 
ieel(J((r  A   und  C  trifft,  tnid  fdso  jrtlcsnial  einen  Puvlf  der 
Obcr/läehe,  sowie  einen  Vuidd  di  r  Jiddclti  uc^  dtssen  Bild,  atthält. 
8ei  y  =  0  die  Ebene  AUj  z  =  0  die  Ebene  HC,  sodann  x  —  0 
eine  durch       / » 0  eine  durch  C  gehende  Ebene.   Die  Gleichung 
der  Flache  ist  dann 

(1)  xe  .  P-\-  ya  .Q-^yt.  It  0, 

wo  1\       Ii  lineare  Ausdrücke  in  x,  y,  z,  t  sind.    Setzt  man  nun 

(2)  xx^ky,  xl^iig, 
so  geht  (1)  über  in 

(3)  JiI'-\-  xQ  ^H^O, 

Die  drei  Gleichungen  (2),  (3)  bestimmen  X,  y,  e,  t,  die  Coordi- 
naten  eines  Punktes  der  Fläche,  als  rationale  Fnnctionen  dritter  Ord- 
nung von  X,  A,  u.  Icli  will  nun  zeigen,  dass  letztere  die  Coordinaten 
eines  sehr  eint'acii  Ijestinuufen  Punktes  der  Bildebene,  bezogen  auf  ein 
in  dieser  liegendes  Coordiiiateiidrcici  k ,  sinil. 

Durch  yl  gehen  die  festen  Ebeueu  x  —  ^,  i/  =  '';  die  bewegliche 

£!bene  xds  —     »  0  bat  einen  Parameter     ,  der  bis  auf  einen  con- 

stanien  Factor  das  Abstandsrerhaltoiss  derselben  in  Besag  anf  s  »  0, 

y  »  0  bedeutet.  Die  feste  sowie  die  bewegliche  Ebene  treffe  die  Bild- 
ebene in  Strahlen,  von  denen  zwei  (A  =  0  aus  x  =  0  und  x  —  0  aus 

y     0)  fest  sind,  während  der  dritte  in  Bezug  auf  beide  ein  Abstände- 

27« 
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▼erhSltmas  hat,  dessen  Werth  von  ^  sich  nur  nm  eine  Ck>nBtante 

uniersefaeidetb  Ebenso  geheu  durch  C  die  festen  £benen  t=Of  ß  =  0 
und  die  bewegliche  *t  —  fif««0.  Sie  schneiden  die  Bildebene  in 
den  festen  Geraden  «-i  0  (ans  t^O)  und  «  »  0  (ans  ß  «  0),  von 
denen  letstere  der  Yoraussetcung  nach  mit  der  oben  durch  0  be- 
zeichneten Geraden  znsammrafiillty  und  in  einer  bew^lichen  Geraden, 
deren  AbstandsverhSltniss  besfigÜch  jener  beiden  bis  auf  einen  con- 

stanten  Factor  den  Werth  -  hat   Die  Gerade  also,  in  der  sich  die 

Ebenen  (2)  schneideni  tri£Et  die  Bildebene  in  einem  Punkte,  dessen 
AbstSnde  von  den  Linien  xmmO,  k^mO,  fiasO  sich  bis  auf  constante 
Factoren  wie  «,  l,  f»,  Terhalten.  Daher  kann  man  *,  l,  fi  die  Coor- 
dinaien  dieses  Punktes  in  Besug  anf  dieses  Dreieck  nennen. 

Der  Strahl,  in  welchem  die  Ebenen  (2)  sich  tre£Rsn,  geht  doieh 
A  und  C  und  schneidet  die  Oberfläche  in  einem  dritten  Punkte,  fllr 
welchen  noch  die  Gleichung  (3)  stattfindet.  Der  ßildpunkt  ft 
entsteht  also  anf  die  im  Satze  angegebene  Weise;  und  da  die  Abbü- 
dungsfunctionen  vom  dritten  Grade  sind,  so  hat  man  die  niedr^ste 
Abbildung  vor  sich. 

Es  ist  leicht,  die  Abbildung  genauer  zu  discutiren.  Die  Gerade 
B  bildet  sich  durch  sich  selbst  ab.  Auf  ihr  liegen  die  Punkte  a,  c, 
in  welchen  sie  von  den  Ucraden  A,  C  getrorten  wird.  Diese  sind 
Fundanientalpunkte  der  Abbildung,  und  zwar  stellön  sie  die  Geraden 
dar,  welche  beziehungsweise  mit  Cli  und  mit  HA  ein  Dreieck  bilden. 
Die  andern  vier  Fondamentalpunkte  findet  mau,  indem  man  die  Ge- 
raden sucht,  Welche  A  und  C  treffim  und  ganz  anf  der  Fläche  Hegen. 
Multiplicirt  man  (3)  mit  und  ersetzt  dann  »x  durch  Ay,  %t  durch 
fie,  BO  nimmt  diese  Gleichung  die  Form 

an,  wo  9 ,  il'  Functionen  zweiten  Grades  in  x,  fi  sind.  Die  Glei- 
chungen (p  =  0,  >0  bestimmen  die  vier  Werthsysteme  x,  X,  ^, 
welche  die  vier  fehlenden  Fundamentalpnnkte  liefern.  Die  Genüden 
AC  bilden  sich  als  Kegelschnitte  ab,  welche  durch  diese  vier  Punkte 
und  je  einen  der  Punkte  a,  c  gehen. 

Man  erkennt,  dass  jede  Abbildung  der  Fläche  in  dieser  Weise 
15 mal  erzeugt  werden  kann,  indem  man  die  Verbindungslinie  irgend 
zweier  ihrer  Fundamentalpuuktc  als  Linie  B  betrachtet,  ab  Linien 
A,  C  aber  diejenigen,  weh  he  Kegelschnitten  entsprechen,  die  nur 
einen  ihrer  Fundameutalpunkte  und  die  vier  übrigen  enthalten.  Da 
nun  andererseits  jede  der  27  Geraden  B  auf  4  . 10  Paare  A,  C  führt, 
so  erhält  man  als  Gesammtzahl  aller  verschiedenen  Abbildungen 

-°  72,  was  die  bekannte  Zahl  ist. 
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£iue  Schlaf  Ii 'sehe  Sechs  kaiiu  hieruach  in  folgender  Weise  defi- 
niri  werden.  Nehmen  wir  dne  Gerade  der  FlSehe  B,  und  swei  andere 
A,  C,  welche  sie,  aber  nicht  einander  schneiden.  Sie  bestimmen  mit 
der  ersteren  zwei  Dreiecke;  die  Oeraden  ÄV,  welche  diese  ergänzen, 
zusammen  mit  den  Geraden,  welche  sowohl  ^  als  C  schneiden,  bilden 
den  Typus  einer  Schlaf  Ii 'sehen  Sechs.  Die  zugeordnete  Sechs  besteht 
.  dann  natürlich  aus  A,  C  und  ans  den  vier  Geraden,  welche  sowohl 
A'  als  C  schneiden. 

Ich  bemerke,  dass  die  hier  angegebene  MiDiode  auch  die  einfuchste 
Abbildung  einer  geradlinigen  Flüche  dritter  Ordnung  liefert,  indem 
man  zur  Geniden  ]i  die  Doppellinie  der  Flüche,  zu  A,  C  irj^end  zwei 
Erzeuf^ende  niniiiit.  Ist  nach  x  =  0,  ^  =  0  die  einfache  Leitlinie,  so 
ist  die  Gleichung  der  Fläche: 

Setzt  man  wieder: 

so  bleibt: 

a  ^tj  -\-  ß  Xtf     y      -j-  d  le  =  0, 
und  die  Abbilduiigsgleichuugeu  der  Fläche  sind  also: 

x(yf*  +  *A) 
— ^         + /lÄ) 

Man  erhält  also  die  einfachste  Abbildung,  bei  welcher  den  ebenen 
Schnitten  Kegelschnitte  mit  einem  gemeinsamen  Punkte  entsprechen, 
der  selbst  das  Bild  der  einfachen  Leitlinie  Ist.'^ 

•)  Ich  ergreife  diese  Gelegenheit,  um  bezüglich  meiner  Abhandlung  S.  *1 
(lioacö  Bandes  eine  literarische  Notiz  nacli/.utragon ,  welche  mir  entgangen  war. 
lir.  Arnturcante  hat  im  4.  Bd.  der  Aunali  di  MaL  die  geradlinigcu  Flächen 
▼om  Gesohlechte  p^O  allgemein  aaf  die  Ebene  abgebildet,  mit  Hilfe  mnet  Me- 
thode, welche  der  von  mir  benutzten  dnrduiQs  analog  ist.  Die  zuerst  erhaltene 
Aliliihlunt^  redticirt  derselbe  mit  Hilfe  Cremen a 'scher  Transformatioiifn  auf  mög- 
lichst niedrige;  alier  indem  er  auf  bcBoudcro  Lagen  der  Fuudaraentalpuukte  keine 
RückBicbt  nimmt,  bei  denen  die  von  ihm  eingeführten  Transformationen  illusorisch 
werden  kOnneni  erhUt  er  nm  den  bei  mir  auftretenden  Typen  nur  den  in  ge- 

winem  Sinne  allgemeiniten,  der  auf  Abbildnngifonelionan  der  Ordnung  — 
bes.  ftthrt. 

Göttiugeu,  den  5.  März  1872. 
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Von  A.  Clbbsob. 


I. 

Wie  ans  den  Arbeiten  von  Hesse  seit  langer  Zeit  bekauut  ist, 
können  die  Pnnkte  einer  Curve  dritter  Ordnung  auf  drei  ▼erschiedene 
Arten  in  Panktepaare  so  geordnet  werden,  dass  zwei  Punktepaare 
(Polenpaare)  desselben  Systems  Ecken  eines  Tollsföndigen  Tiecseiis 
sind,  dessen  drittes  Eckenpaar  auf  der  Gurre  liegt,  und  abermals  ein 
Paar  demselben  Systems  ist.  Neuerdings  hat  Hr.  Schröter  (p.  50 
dieses  Bandes)  auf  diese  Eigenschaft  der  Curve  dritter  Ordnung  eine 
Construction  derselben  gegrfindet.  Sie  leistet  an  Einfaclilieit  das 
Aeusserste;  von  drei  Polenpaaren  ausgehend,  erhält  man  beliebig  viele 
weitere  Punkte  der  Curve,  und  zwar  jeden  als  Kreuzung^unkt  zweier 
Geraden,  oline  weiterer  Hiilfsliiiien  zu  bedürfen. 

Die  drei  l'oleiipaare  kann  man  beliebi«^  in  der  Ebene  annelimen. 
Ich  werde  hier  zeigen,  wie  man  ikirch  die  einfachsten  analytischen 
Betrachtungen,  auf  Hesse 's  Ausgangspunkt  gestützt,  aus  solchen  drei 
beliel)ig  gegebenen  l*unktepaaren,  welche  Polenpaare  werden  sollen, 
auf  die  Curve  dritter  Ordnung  in  bestimmter  und  eindeutiger  Weise 
geführt  wird. 

Nach  Hesse  (Cr  eile's  .Journal  Bd.  28)  lässt  sich  eine  Curve 
dritter  Ordnung       0  mit  drei  anderen  Curv^  dritter  Ordnung  (p  ^0 
so  in  Yerbindong  setzen,  dass  die  Gleichung  f     0  erhalten  wiid, 
.  indem  man  aus  den  Gleichungen 


9*<P 

2/1  + 

f'q> 

^3 

—  0 

r*tp 

2/3 

»0 

f  .r,  vXf 

C.r3 

d*cp 

»0 

die  X  oder  die  //  elimiiiirt.  JSach  Hesse  V)e/.eichnet  mau  j:,  y  als 
Folctipaar.  Die  Tangenten  in  x  und  y  an  f  0  schneiden  sich  auf 
f^O  in  einem  Punkte  jtr;  lässt  man  g  sich  bewegen,  so  beacfareibt 
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das  Paar  x,  y  die  Cur?e.  Von  »  gehen  vier  Tangenten  nach  x^y^u^v 
an  die  Curve;  das  Paar  nach  w,  v  gehört  deraelbeu  Erzeugung  wie 
das  Paar  iiacli  x,  y  an;  die  anderen  Combinationen  der  vier  Tangeuteu 
zu  zwei  Paaren  liefern  Polen jiaare  die  beiden  anderen  Systeme,  und 
durch  continnirliche  Bewegung  der  beiden  anderen  gleichliereehtigten 
Erzengungsarten  der  Curve.    Nun  siebt  man  leicht  den  Satz  ein: 

DnrrJi  (irri  Poloipaarr  (Icssclhm  Si/sfcnis  ist  eine  Cin  rr  /  =  0  voU- 
.ständhj  und  rhuhrdiy  bestimmt,  und  zwar  Icanii  man  diese  l^olvnpaarc 
hdiehiy  annehmen. 

Es  sind  nämlich  durch  drei  Punktepaare  y  aus  (1)  neun  Glei- 
chungen ersten  Grades  zur  Bestimmung  der  Ckräfficioaten  von  (p  ge- 
geben, wodurch  denn  auch  /'  gegeben  ist.  Um  einzusehen,  daes  solche 
neun  Gleichungen  wirklich  von  einander  unabhängig  sind,  kann  man 
folgenden  einschlagen.  Man  wähle  die  drei  Punkte  f  zu  Eckeii 
eines  Coordinatendreiecka;  durch  die  zugeordneten  Punkte  af^  x'%  sT* 
sind  dann  aus  (l)  folgende  Gleichungen  für  tp  gegeben: 
c*ff{x')        ^       d*q>{x')        ^.  fl*tp(x')   

(2)  -  0,     '"'^'^  0,  ^  0 

*  *  rx,  cj;  '        <  X,  »  '     r.r,  ex. 

Sind  6,,,,  h^^.i  etc.  die  Coefficienien  von  <p,  so  kommen  6,,,, 
^  Diagonalgleichungen  dieses  Systems  vor,  werden 
also  am  Schluss  einzeln  bestimmt.  Es  ist  dabei  nur  nothig,  dass  Xi, 
x^y  x^"  von  Null  verschieden  seien,  d.  h.  dsss  niemals  der  einem  y 
zugeordnete  Punkt  x  auf  der  Verbindungslinie  der  beiden  anderen 
y  li^.  Die  übrigen  h  (abgesehen  von  h^^M  durch  welches  alle  an- 
deren 6  sich  ausdrücken)  bestimmen  sich  dann  paarweise  aus  zwei 
Gleichungen  (2),  z.  B.  ^,,3  und  aus 

Dabei  niuss  .r,'a*.," — X^Xx'  'VOfk'SxjW  verschieden  sein;  es  darf  also  die 
Verbindungslinie  der  zu  zwei  y  gehörigen  x  nicht  durch  den  dritten 
Punkt  y  gehen.  Alle  Bedingungen  für  die  Ausführbarkeit  der  Opera- 
tionen sind  erfüllt,  wenn  man  festsetzt,  dass  von  den  sechs  Punkten 
der  drei  Paare  niemals  drei  auf  einer  Geraden  liegen  sollen. 

Geht  man  nun  von  drei  gegebenen  Paaren  1,  2,  0  aus,  so  kann 
man  beliebig  viele  weitere  Paare  nach  dem  von  Hesse  gegebenen 
Sa(/,e  eonstrniren ,  dass  die  Verbindungslinien  zweier  Paare  sieh  auf 
der  Curve  uiul  /war  iji  einem  neuen  Paare  schneiden.  .Man  erhält 
also  aus  1,  2  ein  neues  Paar  4,  aus  1,  3  ein  neues  Paar  5,  dann  aus 
4,  3  ein  Paar  6,  aus  5,  2  ein  neues  Paar  7  u.  s.  w.  Und  zwar  eni- 
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stobt,  wie  üben  erwähnt,  jeder  neue  Puiiki  durcli  das  Ziehen  von  zwei 
Lioieti,  ohue  weitere  Milli'sliiiien. 

Projicirt  man  eine  j^egebene  Curve  dritlcr  Ordnung  so,  dass  sie  von 
der  unendlich  fernen  («fraden  Jiur  in  rlitrnt  reelhni  Punkte  lccsi  linitten 
wird,  so  bestellt  eiitweder  aus  einem  sich  nicht  durcid^reu/.enden  Zuge, 
oder  es  tritt  zu  letzterem  nocli  ein  Oval.  Ist  ein  solclie.s  Oval  vor- 
lianden,  so  kann  man  die  Curve  mittelst  der  obigen  Construction  auf 
drei  Arten  erzeugen;  bei  zweien  derselben  durchläuft  eiu  Punkt  des 
Paaren  das  Oval,  der  andere  den  'unendlichen  Zug.  Bei  der  dritten 
Erzeugungsart  bilden  die  Punkte  des  Ovals  dne  Schaar  von  Paaren, 
die  Paukte  des  unendlichen  Zuges  eine  andere.  Fallt  daa  Oval  furty 
so  bleibt  daher  nur  die  letzte  Erzeugung  «Is  einzig  reelle  bestehen, 
und  eine  solche  CärTe  kann  nur  auf  eine  Art  aus  reellen  Polenpaaren 
zusammengesetzt  werden. 

II. 

Diesen  Erzeugungsarteu  gegenflber  kann  man  die  Grnssuiann*- 
sehe  (Cr eile's  Journal  Bd.  36.)  eine  mechanische  nennen.  Man  kann 
dieselbe  ><o  ausdrucken:  Ein  Punkt  x  })ewegt  sieh  so,  dass  seine  Ver- 
bindungslinien mit  festen  Punkten  a,  b,  c  einzeln  drei  feste  (Jerade 
((,  ß,  y  in  drei  Punkten  schneiden,  welche  in  einer  (Jeraden  liegen. 
Es  ist  leicht,  einen  Mechanismus  herzustellen,  welcher  die  Curve  nach 
diesem  Gesetze  wirklich  liefert.  Von  mehr  Interesse  aber  ist  die  Frage, 
wie  man  auf  einer  gegebenen  Curve  dritter  Ordniuig  diejenigen  Elemente 
finden  kann,  aus  welchen  sie  vermöge  des  (i rassman n  scheu  Mecha- 
nismus entsteht.  Hiermit  wird  dann  zugleich  gezeigt,  dass  jede  Curve 
dritter  Ordnung  auf  solche  Weise  erzeugt  werden  kann. 

Zunächst  ist  sofort  ersichtlich,  dass  bei  der  Grassmann'schen 
Erzeugung  die  Gurre  durch  folgende  Punkte  geht: 

1.  durch  die  Punkte  a,  h,  e; 

2.  durch  die  4  des  Dreiecks  «,  y; 

3.  durch  die  Punkte  a",  6",  c",  in  welchen  ilie  (Jeraden  «,  /J,  y 
beziehungsweise  von  den  Geraden       ca,  ab  getroifen  werden. 

Diese  neun  Punkte  bilden,  wie  ich  zeigen  werde,  niclit  das  Sclmitt- 
punktsystem  zweier  Curven  dritter  Ordnung,  und  bestimmen  daher 
vollständig  die  Curve.  Wenn  man  daher  auf  einer  gegeltenen  ('urve 
dritter  Ordnung  eine  Conliguration,  wie  die  solcher  nenn  Punkte,  an- 
geben kann,  ujid  man  begründet  auf  dieselben  eine  (i  r  a  s  sm  unn  sche 
Erzeugung  einer  Curve  dritter  Ordnung,  so  ist  die  entstehende  immer 
dieselbe,  von  der  man  ausging,  und  mau  kann  also  wirklich  alle  Cur- 
ven dritter  Ordnung  so  erzeugen. 

Die  charakteristische  und  ausreichende  Eigenschaft  des  erwähnten 
Punktsystems  besteht  nun  darin,  dass  ahc  und  a&V  zwei  Dreiecke 
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sind,  deren  Ecken  auf  der  Curve  liegen  und  deren  Seiten'  sich  eni- 
sprecheiul  in  den  Punkten  a"h"c  der  Curve  edineiden.  Sehen  wir 
also  die  letzteren  als  beliebig  auf  der  Cur?e  gegeben  an,  so  haben 
wir  die  Aufgabe  zu  lösen: 

Bs  soU  ein  Dreieik  ahc  gefunden  werden,  dessen  Ecken 
mtf  (Irr  Oiirvc  dritter  Ordmmtj  liegen  uml  dessen  Seifen'  einedn 
durch  dn  i  auf  der  Curve  gegebene  l'uu/de  a"h" e"  gehen. 
Hat  mau  zwei  Dreiecke  dieser  Art  getundeii,  so  begründen  sie 
ziisannnen  eine  (i  rassniaii  n  sehe  Erzeugung  der  Curve,  und  zwar 
auf  dDppelte  Art;  denn  ("s  ist  uoeli  gleichgiUtig,   welclies  von  den 
beiden  Dreiecken  mau  als  das  Dreieck  a  h  e  und  welches  mau  als  das 
Dreieck  «,  /i,  y  ansieht.   Ich  werde  zeigen,  dass  man  zu  drei  Punkten 
a",  V,  c"  immer  vier  Dreiecke  finden  kann;  diese  bilden  sechs  Paare, 
und  man  hat  also  den  Satz: 

Drc»  hdietig  auf  der  Curve  dritter  Ordnung  gegdene  Punkte 
ßtkre»  auf  »wSlf  Arten,  die  Curtfe  nach  Grassmann^sdter 
Methode  gu  crgeugen. 
Die  oben  aufgestellte  Aufgabe  werde  ich  mit  Hälfe  der  elliptischen 
Aigumente  lösen,  deren  Anwendung  bezüglich  der  Curven  dritter  Ord- 
nung ich  im  63.  Bande  von  Borchardt's  Journal  dargelegt  habe. 
Es  ist  übrigens  sehr  leicht,  die  Resultate  synthetisch  zu  bewi  i^en. 

Seien  ahcj  a"h"c"  zugleich  die  elliptischen  Argumente  der  ei)enso 
bezeicliiioteii  Punkte.  Das  Congruenzzeiehon  bedeute,  dass  der  betref- 
fenden ( i Ii'ichuiig  ganze  elüptist  ln'  j'erii»den  hin/jigcfügt  werden  können. 
Die  nediuguiigeu  der  Aufgabe  bind  dann  ausgedrückt  durch  die  Glei- 
chuugen:  i^c-^-a^^O 

c  +  a  +  r  0 

a-|-6-|.  c"  =  0. 
Es  folgt  daraus:  p 

+  y> 

(1)  fc^'— +y, 

wo  jP  eine  elliptische  Periode  ist: 

Da  ganze  Vielfache  von  K  und  ilC  den  obigm  Gleichuiigeu  beliebig 
hinzugefügt  werden  können,  so  hat  man  für  wi  und  n  nur  0  oder  1 
zusetzen  und  man  erhält  also,  wie  oben  erwähnt,  vier  Lösungen. 

7'.'s  giihf  ricr  Dreier/:/  ,  deren  Eehen  auf  iler  Curve  dritter 

Ordnung  Ii) gm ,  u)id  drreii  tSeOcn  dneein  durch  drei  auf  der 

Curve  gegebene  l'unktc  geJien, 


a  — 

6"- 

c 

2- 

//'- 

c  — 

a 

2 

c"- 

./ 

O  V— 

b" 

2 
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Eine  zweite  Iy<3suiig  a',  i»*,  c  unterscheidet  sich  von  der  vorigen 
dadurch,  dass  P'  au  Stelle  von  P  getreten  ist.   Man  hat  also 

a  +  2,  -f.  c  -f-  fl'H-       c'-l-  «"4-  6"+  c"  =  1  (P  —  P') , 

1111(1  nicht  =  U.  Mithin  bihlcn  die  neun  Punkte,  auf  welche  diese 
Grass  mann  sehe  Erzeugung  ol)en  /urückgefüiirt  wurde,  wirklich  nicht 
das  Schnittpunktsystem  der  Curve  dritter  Ordiiung  mit  einer  anderen, 
und  hieraus  folgt,  wie  oben  entwickelt,  dass  die  G r ass mauu'sche 
Erzeugung  auch  wirklich  immer  wieder  diese  und  keine  andere  Curre 
liefert 

Wenn  die  Punkte  a",  h"^      in  gerader  Linie  liegen,  so  ist 
<^"=  0,  und  es  giebt  eine  elliptisehe  Periode  TT,  so  dass 

a"-|-  &"4.  c"  n 
In  Folge  dessen  gehen  die  Gleichungen  (1)  Aber  in 

Von  den  vier  oben  gefundenen  Losungen  wird  demnach  cina 
(P==TT)  nneigentlich ,  indem  das  entsprechende  Dreieck  in  die  Ver- 
bindungslinie der  drei  gegebenen  Punkte  übergeht.  Man  erhält  also 
eigentlich  nur  drei  Lösungen,  wie  Herr  Hesse  im  28.  Pande  des 
Crelle  sehen  Journals  gefunden  hat;  auf  dicselbeu  kann  man  scc/*s 
G  rassmanu'sche  Erzeuguugsarteu  begründen. 

Göttingen,  den  4.  Marz  1872. 
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Ueber  eine  Fimdamentalaufgabe  der  Invariantentheorie. 
Von  A*  Glkbsob  in  Qöttinobii. 


Im  17.  Bande  der  Gottiiiger  Abhandlungen  habe  ich  eine  bisher 
nicht  untersuchte  Fundamentiilfraj^e  der  In  Varianten  theorie  lieliandelt, 
nnd  erlaube  mir,  die  Kesultate  der  Untersuchung  an  dieser  Stelle  knns 
zu  reproduciren. 

Die  neuere  Algebra  behandelt  die  Theorie  der  algeltraischen  Formen, 
d.  h.  ganzer  Fun<  tioneii,  welche  Heihen  von  )>  Veränderlichen  in  homo- 
gener Weise  entlialteu.  Diese  n  X'eriiuderliclieii  (etwa  ,  X.,  .  .  t„) 
mögen  die  Coordinaten  eines  Funktes  in  einer  .Muniiiglaltigkeit  von 
n  —  1  Dimensionen  genannt  werden.  Ersetzt  man  in  »'iner  homogenen 
Functii)n  /  der  x  mit  den  ( 'oefficienten  n  die  ./  durch  lineare  Finictioneu 
der  Coordinaten  eine.s  veiilnderlicheu  Punktes  y,  ao  mögen  die  neuen 
Coefficieuteu  durch  b  bezeichnet  werden.  Ist  endlich  r  die  Deter- 
minante der  linearen  Transformation ,  so  betrachtet  man  diejenigen 
ganzen  Functionen  der  a  nnd  x,  welche  sich  von  denselben  Functionen 
der  h  und  y  nur  um  eine  Potenz  Ton  r  unterscheiden,  und  nennt 
solche  durch  eine  Gleichung: 

(1)  U{h,ij)^f*Tl(a,x) 
cbavaktenstisdio  Funetion  Invariante  oder  CovarianUy  jenachdem  sie 
von  den  y,  x  frei  ist  oder  nicht.  Ich  werde  im  Folgenden  der  Kttrze 
wegen  die  Bezeichnung  Inoariantm  auch  für  die  letzteren  in  Anwen> 
dung  bringen,  so  wie  für  alle  ähnlichen,  einer  Gleichung  (1)  ge- 
nügenden Bildungen  yerwiekelteren  Charakters,  von  denen  sogleich 
die  Rede  sein  wird. 

Es  ist  kein  Gnind  vorhanden,  sich  auf  eine  einzige  Function  zu 
beschranken,  deren  Coefficienten  bei  der  Bildung  einer  Form  TT  benutzt 
werden  sollen.  Aber  eben  so  wenig  liegt  ein  Grund  vor,  warum  man 
sich  auf  rlyw  Reihe  von  Coordinaten  beschränken  soll.  Es  können  die 
benutzten  Crnndfonnen  seihst  bereits  mehr  als  eine  Reihe  von  Pnnkt- 
coordinaten  enthalten;  ausserdem  können  hei  Hildung  von  TT  ncnc 
Punkt43  in  die  Hctraclitnng  hin»'ing*'/ogen  ^\ erden;  alle  aber  werdeu 
stets  derselben  linearen  Trauslurmatiou  uuterworieu. 
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lu  der  Theorie  tler  binären  Formen  zeigt  es  sich  (vgl.  Gordau, 
diese  Annnlen  Bd.  III.,  p.  360  und  meme  „Theorie  der  binären  Formen 
Leipzig  1872,  §  14.),  dass  es  genüge,  Grundformen  und  Invarianten 

mit  höchstens  einer  Hfilio  von  Veränderlichen  zu  betrachten.  Denn 
die  aus  Grundformen  mit  mehreren  Reihen  «■iitspriiitri'nden  Inviirianteu 
lassen  sich  inmier  durch  solche  ersetzen,  div  aus  einem  sinmltanen 
Systeme  von  Grundformen  gebildet  werden,  deren  jede  nur  eine  Reihe 
enthält.  Ebenso  kann  jede  Invariante  mit  mehreren  Reihen  aus 
solchen  mit  mir  einer  Reihe  und  deren  Polaren  zusanmiengesetzt 
werden.  Unter  Pulareu  vewteht  mau  dabei  die  einfachen  invarianten 
Bildungen ;  welehe  sns  einer  Fona  hervorgehen,  wenn  mau  Prozesse 
wie: 

a  ,     ^  8  ,  ? 

in  beliebiger  B'olge  und  beliebig  oft  auf  dieselbe  auwendet. 

Es  entsteht  die  Frage,  ob  ähnliche  Fuudamentalsätse  fQr  Formen 

höherer  Mannigfaltigkeiten  gelten.  Um  das  Resultat,  zu  welchem  ich 
für  diese  gelangt  bin,  ausdrücken  zu  können,  muss  ich  einige  Be- 
merkungen voranschickeu. 

Sofern  die  Veränderlichen  x,  y .  . .  in  Bezucr  auf  lineare  Tran.s- 
formationen  betrachtet  werden ,  ist  es  von  besonderer  Wichtigkeit, 
wenn  eine  Anzahl  von  Keihen  (Je): 


nur  in  den  Verbindungen  vorkommen,  welche  entgehen,  wenn  man 
aus  irgend  h  Vertikalreiben  die  Determinanten  bildet  Solche  Verbin- 
düngen  sind  in  der  Geometrie  der  Ebene  für  k^2  die  Linienooor^ 
dinaten,  in  der  Geometrie  des  Baumes  ßlr  Liniencoordinaten, 
filr  h'^S  Ebeneneoordinaten.  Bei  einer  Mannigfaltigkeit  von  n  —  1 
Dimensionen  treten  n  —  1  Classen  dieser  Art  auf,  und  die  gedachten 

Determinanten,  welche  durch      a        (/<;  Indices)  bezeichnet  werden 

sollen,  bezeichne  ich  als  Veränderliche  der  entsprechenden  Classe;  dem 
Wertbe  ib  »  1  entsprechen  die  Coordinaten  eines  Punktes  selbst. 

Mm  kann  die  Classen  von  Gebilden,  weldben  diese  f^oMnlinaten 
angehören,  und  welche  hier  beziehungsweise  durch  h  Punkte  i)rstiti)mt 
sind,  noch  auf  eine  zweite,  dualistisch  entgegengesetzte  Art  erzeugen. 
Bezeichnen  wir  durch  ,  n.^,  .  .  .  u„  die  Coordinaten  eines  Gebildes, 
dessen  Coordiuatcu  aus  n  —  1  Reihen  x  zusammengesetzt  sind,  ent- 
sprechend einer  Geraden  in  der  Ebene,  einer  Ebene  im  Kaum,  Be- 
zeichnen wir  ferner  tlurch  u^.  Ausdrücke  wie  u^Xi  -|-  tijj:^  .  .  4"  W«JJ„. 
Malen  ivir  dann  n  —     licUwn  von  u: 


1 
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v^    f    i?2  •  •  •  f« 


und  bcatcheu  Zivilehen  (hu  Hcihvn  (1)  (2)  (/ic  /.(«  —  7^)  Gleichungen: 

=  0  ,  Wy  ==  0,  .  .  . 
s=  0   ,       =  0, . . . 


.50  sind  die  aus  den  u,  v  .  .  zusamm(n<jr<ii'tztm  {n  —  k)  reiht i/oi  Di  tvr- 
minanten  Pg.a...  dm  q  einzeln  in  (/c/risscr  Folgt  proportional f  Uüd 
zwar  ist  immer ^  wenn  x  deu  Proportionalitätsfactor  bedeutet: 

"^2'»  *  •  •  •  "™  l'ji  •  •  •  •  > 

* 

sobald  die  Indices  »,  /*...,  p,  .  .  .  eine  positive  Permutation  der 
Zahlen  1 ,  2  . .  .n  lalden«  Ein  besonderer  Fall  dieses  Satzes  ist  die 
doppelte  Darstellongsweise,  welche  die  Coordioaten  einer  Geraden  im 
Kaume  zulassen. 

Mau  kann  also  eine  Classe  von  Veränderlichen  fjfleichzcitig  aus 
k  Reihen  x,  wie  aus  n  —  h  Reihen  u  zusammensetzen.  Ich  bezeichne 
diese  Ciasso  von  Veränderlichen  als  Classe  (Z",  n  —  A).  Die  Punkte 
geh<)ren  der  Classe  (1,  n  —  1),  die  Veränderlichen  u  der  ("lasse 
(n  —  1 ,  1)  an.  Die  doppelte  Ausdrucksweisc  der  Veränderlichen  einer 
Classe  begründet  die  Art  und  Weise,  in  welcher  das  Frincip  der 
JDuäUtät  in  einer  BbnnigfiEdt^lreit  von  n  —  1  Dimmsionen  auftritt.  • 

Die  Verinderlicken  p  oder  q,  welche  einem  Grondgebilde  der 
Classe  {hf  n  —  k)  angehören,  sind  nicht  von  einander  unabhängig, 
wenn  nicht  k  einen  der  Werthe  1  oder  n  ~  1  hat.  In  allen  andern 
FSllen  besteht  zwischen  diesen  Goordinaten  eine  Anzahl  von  Be- 
ziehungen. Das  einfachste  Beispiel  liefern  die  Coordiuaten  einer  Ge- 
raden  im  Baume ,  zwischen  denen  die  bekannte  Gleichung: 

stattfindet* 

Betrachten  wir  nun  eine  Form  f,  welche  beliebig  viele  Rdhen  von 
Yer&nderlichen  ans  allen  Classen  enthUt,  so  tritt  zunächst  hervor, 

dass  wegen  dieser  Beziehungen  die  Gestalt  der  Form  /)  ohne  dass  ihr 
Wesen  sich  ändere,  mannigfach  abgeändert  werden  kann.  Ich  be- 
wdse  nun  zunächst,  dass  man  jeder  Form  f  eine  gewisse  feste  Normal- 
form  gehen  l'ann ,  uml  zwar  auf  eine  einzige  Weise.  Diese  Normalform 
ist  dadurch  vollkommen  definirt,  dass  f  in  derselben  gewissen  partiellen 
Dift'erentialgleicbungeu  genügt.  Mau  erhält  diese  in  folgender  Weise, 
iiis  sei: 

^  ^  •  Vih . . .  lkh\ . .  Vrir  ......  =  0 

eine  der  homogenen  Gleichungen,  welche  zwischen  den  Veränderlichen 
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jp  der  betreffenden  Glasse  besteht;  die  Function  f  genOgt  dann  in  d^ 
Normalforni  in  Bezug  auf  jede  in  ihr  auftretende  Reihe  von  Ver- 
änderlichen den  betre£fenden  Gleichungen: 

(l)  ZC'r^    ~    —  0. 

Die  Nonnnlform  einer  Functi«)n  /'  begrfindet  die  Einführung  einer 
syniholisrhni  llrzcirlmung,  weh  lio  ihr  Wesen  vollständig  ausdrückt.  £ine 
symbolische  Bezeichnung  setzt  an  Stelle  einer  gegebenen  Form  eine 
einfachere,  zwischen  deren  ( 'oofhcientcn  trenan  dieselben  linrarrn  !?<'- 
Ziehungen  obwalten,  wie  zwischen  denen  d«r  g<'gebenen  Form;  höhere 
Beziehungen  sind  da]>ei  ganz  gleichgültig.  Piine  symbolische  Dar- 
stellung ist  daher  eine  gege])eiu'  Form  in  der  Noimaltorm  zu  vertreten 
fähig,  nur  uud  sobald  zwischen  den  synilxjlischen  Coeflicienteii  geruiu 
und  ausscklieMslich  dieselben  linearen  lielationen  an  und  für  sich  statt- 
finden, welche  durch  die  Gleichungeu  (1)  fDr  die  Normalform  bedingt 
sind.   Dies  wird  erfOllt  durch  folgende  Annahmen: 

1.  Die  symbolische  DarstelluDg  der  Form  f  in  der  Normalform 
ist  ein  Produkt  von  ebensoviel  Factoren,  als  f  Reihen  von  Verändere 
liehen  enthftlt. 

2.  Jeder  symbolische  Factor  ist  eine  Poteos  eines  linearen  Aus- 
drucks der  Ver&nderlichen  der  betreffenden  Reihe;  der  Exponent  ist 

die  Ordnung,  zu  welcher  die  Reihe  in  /  auftritt. 

3.  £in  solcher  linearer  Ausdruck  ist  eine  Determinante  von  n 
Reihen;  zusammengesetzt  aus  den  Reihen  X,  bez.  «,  welche  die  be- 
tretfende  Reihe  von  Veriinderlichen  In'ldon,  und  der  entsprechenden 
Zahl  symbolischer  C'oefficienten.  Jeder  dieser  Ausdrücke  ist  demnach 
einer  doppelten  symbolischen  Darstellung  iahig,  jcniu  lideni  die  l>e- 
treHende  Reihe  von  V»?ränderliclien  aus  Reihen  x.  oder  aus  Reiben  u 
zusan n n e n gese t  zt  w  i  r 1 1 . 

Solche  .symbolische  Darstellung  habe  ich  im  Ii.  Bande  dieser  Anna- 
len  bezüglich  der  Linieucoordinateu  im  Räume  angegeben,  und  dort 
sowie  in  Nr,  3.  der  GlUt  Nachr.  von  1872  Anwendungen  davon  gemacht 
Von  dieser  symbolischen  Darstellung  ausgehend,  kann  man  nun 
den  folgenden  Fundamentalsatz  beweisen: 

Jede  Form  f,  wdche  heUebig  viete  Bßihm  aUer  Classen  en^ 
hält,  kann  aus  Pdaire»  aoUher  Formen  ip  guaammengeselgt 
werden,  wdehe  am  jeder  Classe  höchstens  eine  Beihe  enthalten. 
Unter  dem  Ausdruck  Polare  verstehe  ich  hier  auch  bezüglich  der 
Veränderlichen  irgend  einer  Cla.sse  {p,  bez.        p",  .  .)  Bildungen, 
welche  durch  wiederholte  Anwendung  der  Operationen: 


hervorgehen. 


51^/        f  (p  '/  dtp 
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Die  Formen  tp^  aoB  denen  f  dem  Fondomentalsata»  gemäss  herTor- 

geht,  iienne  ich  das  reducirte  System  der  Form  f.  Der  Beweis  des 
Fuiidamentalsatzes  beruht  danof,  dass  man  für  zwei  Heilicn  derselben 
Classe,  welche  iu  f  vorkommen,  das  redacirte  System  bildet,  und  also 
f  durch  ein  Forrnensystem  ersetzt,  welches  gewisse  einfachere  Eigen- 
schaften besitzt.  Indem  man  dasselbe  Verfahren  auf  jede  Form  des 
erhiilteiieii  Systems  aiiweiulet,  zeijjt  es  sich,  dass  man  sich  einer 
(irenze  nähert,  in  weKlicr  jede  Form  des  Systems  h('»chstens  eine 
lleihe  jeder  Classe  enthält  ,  und  d;iss  zugleich  die  Anzahl  der  Formen 
dieses  reducirten  Systems  eine  endliihe  ist. 

Die  Form  /'  steht  mit  dem  reducii-teu  Systeme  der  cp  in  dem  be- 
soudern  Zusammenhange,  dass  sowohl  alle  9  Invarianten  von  f  sind, 
als  auch  umgekehrt  f  eine  simnlfciuie  Juvarianie  der  g>.  -In  Folge  dessen 
ist  Oberhaupt  jede  Invariante  von  f  auch  eine  solche  der  9.  Mau  zieht 
also  die  Folgerang,  dass  alle  Invarianten  von  Formen  mit  beliebiir 
vielen  Reihen  ans  simultanen  Formen  erzeugt  werden  können ,  deren 
jede  höchstens  eine  lleihe  jeder  Glasse -enthält  FOr  die  allgemeine 
Auffassung  der  Invariantentheorie  entspringt  hieraus  eine  Begrenzung 
des  Gegenstandes,  welche  von  höchster  Wichtigkeit  ist.  Um  aHJle 
IhJävngen,  welche  die  Invarinntnühorie  mmrhalh  einer  Mannif/faUig-' 
keil  von  n  —  1  Dimensionen  überhaupt  mUisst^  untersucht  zu  hohen, 
genügt  es,  solche  GrmuJformen  Mu  hetrachkn,  weiche  von  jeder  Classe 
höehstena  eine  Reihe  enthalten. 

Die  zu  betr.ichtenden  (Jrnndformen  inuerhaih  einer  Mannigfalticf- 
keit  von  n  —  1  Dimensionen  zerfallen  daher  in  2'~'  ('lassen,  von 
denen  die  erste  keine  Ueilie  von  Veränderlichen,  die  andere  mehr 
oder  weniger  von  soh  hen  ^  die  letzte  alle  entiialten.  Hei  den  binären 
Formen  erhält  man  ausser  Coustanten  mir  Functionen  einer  Keiiie; 
bei  ternären  Formen  ergeben  sich  Grundformen,  deren  vier  Classeu 
genau  ^n  vier  in  der  ternären  Formentheorie  flhliehen  Bezeidinnugen 
der  Invarianten,  Covarianten,  zugehörigen  Formen  und  Zwischen- 
formen entsprechen.  Fflr  quatemftre  Formen  erhält  man  8  Classen, 
von  denen  die  meisten  noch  niemals  betrachtet  sind,,  welche  sich  aber 
hier  als  nothwendig  und  nnumgSnglich  erweisen. 

Noch  wichtiger  darf  man  wohl  das  Resultat  nennen,  welobes  hier« 
durch  für  die  Begrifisbestimmung  der  Invarianten  an  sich  gewonnen 
ist«  Als  Aufgabe  der  Invariantentheorie  darf  man  es  in  einem  ge- 
wissen  Sinne  bezeichnen-,  alle  Invarianten  einer  Form  oder  eines 
Pormensystems  zu  finden,  durch  welche,  und  durch  deren  Polaren, 
alle  Invarianten  dieser  Form  oder  dieses  Formensystenis  als  ganze 
Functionen  darstellbar  sind.  I)iir»  h  den  obigem  Satz  ist  nun  gezeigt, 
dass  Invarianten  mit  mehreren  IJeilien  derselben  ('lasse  sich  immer 
auf  solche  zurückliiiircu  lassen,  welche  aus  jeder  Classe  höchstens  eine 
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Reihe  enthalten.  Daher  IcÖnnm  tcir  nw/mthr  die  BetraeMung  der  In- 
varianten einer  Form,  oder  eimes  Formcn.systrms  von  vom  herein  auf 
solcJie  beschränken f  welche  aus  jeder  Glosse  höchstens  eine  lieihc  ctit' 
halfrn.  Andererseits  aber  erkennt  man  auch  die  Xothwendifrkeit  diese 
2"  Classeii  von  Invarianten  in  «Icn  Kreis  der  lietraclitnni^  zu  ziehen. 
Für  ternärc  l'ormen  ist  dies  lün<;.st  <f»'.srhi-heii,  wenn  aucli  nielit  mit 
dem  princij)ielleu  Bewusstsein ,  dass  damit  alles  umfasst  sei.  Aber 
anders  bei  den  quateruären  Formen-  und  die  relative  ITnvollkommen- 
heit  ihrer  Theorie  darf  wühl  wesentlich  durch  diesen  Umäiund  erklärt 
werden. 

Man  kann  die  Redaction,  welche  in  der  Einführung  des  reducirten 
Systems  liegt,  noch  einen  Schritt  weiter  fOhren.  Bezeichnen  wir  als 
eonjugirte  Bähen  in  einer  Form  des  reducirten  Sjrstems  solche,  welche 
den  Olassen  (ft,  n  —  X;)  nnd  (n  ib,  £)  angehören,  und  hezeichnen 
wir  die  Veriinderlichen  dieser  Reihen  durch  p  und  q,  so  können  wir 
noch  jede  Form  des  reducirten  Systems  auf  eine  Anzahl  von  solchen* 
zurückfahren,  welche  in  Bezug  anf  jedes  Paar  conjugirter  Reihen  die 
Gleichung: 

(2)  0  —  Z . 

l)efriedigen.   Das  System,  welches  auf  diese  Weise  entsteht,  nenne  ich 

das  f'lffoiflir]/  rrtlncirtc.  Es  folj^t  wie  im  Vorigen,  dass  mau  sieh  in 
der  Theorie  der  alii;el)niisclien  Form  insl»esondere  aut  die  1  nterriuehuug 
solcher  Formen  und  Invarianten  beschränken  darf,  welciie  ans  jeder 
Classe  nur  eine  Reihe  enthalten,  und  welche  überdies  die  Gleichungen 
(2)  befriedigen. 

£s  entsteht  hier  nun  eine  F^e^  welche  ich  in  Bezug  auf  ternäre 
Formen  beantwortet  habe;  in  wie  weit  nämlich^  wenn  man  die  CJoeffi- 
denten  von  f  als  von  einander  unabhängig  voraussetzt,  auch  die  Coeffi- 
cienien  der  Formen  des  eigentlich  reducirten  Systems  von  einander 
unabhängig  seien,  abgesehen  natürlich  von  den  durch  (2)  ausge- 
sprochenen linearen  Bedingungen.  FOr  temSre  Formen  habe  ich  be- 
wiesen, dass  in  der  That  die  Coefifidenten  des  eigentlich  reducirten 
Systems  übrigens  von  einander  unabhängig  sind.  Bei  ternaren  Formen 
ist  also  die  Theorie  einer  Form  f  mit  beliebig  vielen  Reihen  von  Punkt- 
und  Liniencoordinaten  nicht  nur  individuell,  sondern  auch  generell 
durch  die  eines  mit  entsprechenden  Ordnungszahlen  übrigens  beliebig 
gebildeten  simultanen  Systems  ersetz})ar,  dessen  Formen  sämmtlich 
höchstens  eine  lieihe  von  Punkt-  und  Linieucoordinaten  enthalten  und 
in  Bezug  auf  dieselben  die  Gleichung: 

(8)  r^''    4-  +  ^'^-=-.0 

befriedigen.    Man  bildet  dies  System  auf  folgende  Art.  ' 
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1.  EnthaH  /'  nur  eine  Ueihe  von  x  und  eine  lieihe  von  «,  so 
bildet  mau  die  Formen: 

und  bestiromt  »oilaiiti  die  Zahlen  «,  ß . , .  so,  dam  die  Formen: 


sännntlich  der  Gleichung  (3)  genügen.  Die  a,  /3  .  . .  sind  hierdurch 
▼511ig  und  eindentig  bestininit  (siehe  Gordan,  diese  Annalen  Bd.  T., 
p.  103).  Die  Formen  9  bilden  das  eigentlich  redncirte  System. 

2.  Enthalt  f  nnr  zwei  gleichartige  Beihen,  etwa  x  und  so  kann 
man  symbolisch»  setaen: 

Die  Formen  des  eigentlich  redncirten  Systems  sind  tlnnn: 

3.  EnthiUt  /*  mehr  als  zwei  Reihen,  so  sind  unter  diesen  mindestens 
zwei  gleichartig.  In  Bezug  auf  diese  ersetzt  man  f  durch  dieselben 
Formen  wie  unter  2.  Die  so  entstandenen  Formen  behandelt  man 
in  gleicher  Weise  bezOglich  irgend  zweier  in  ihnen  auftretender  gleich- 
artiger Reihen  weiter,  und  goJangt  so  endlich  zu  einem  eigentlich  re- 
dncirten Systeme.  Aus  demselben  fallen  nur  verschiedene  Formen  fort, 
weil  die  Formen  q)  unter  2.  schon  die  besondere  Eigenschaft  haben, 
der  Gleichung  (3)  in  Bezug  auf  die  Reihen  a*,  u  zu  genügen.  Die 
Fortsetzung  <lf'r  hier  m  leistenden  Operütioneii  führt  daher  auf  die 
folgende  Aufgabe,  durch  flnrou  L<">sung  alles  erledigt  ist: 

EiiH'  Fontf  /  nühiUi  drd  Jirilicyi   r,  //,  u,  nittl  (fcnüfff  In 
Bczuii  auf  r  inttJ  n  <hr  (iicicliumj  (3).  Man  soll  daa  eigmtluh 
rcdurirtr  tSy^ton  von  /  anyclmK 
Es  sei  symbolisch: 

'  X     y     «  * 

der  IJiustund,  dass  /"  der  (Jleiciiung  (3)  genügt,  wird  dadurch  ausge- 
drikkt,  dass  alle  mit  dem  syml>olisclion  Factor  lieliafteten  Glieder 
ausgelassen  werden  könnej».    Ein  reducirtes  System  von  /"  ist: 

Man  erh&lt  das  eigentlich  redncirte,  wenn  man  jede  dieser  Formen 
wie  oben  unter  1.  behandelt  Dabei  aber  ist  zu  bemerken,  dass: 
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verschwindet,  sobald  x  grösser  als  eine  der  Zahlen  n  —  A  oder  wird, 
wodurch  die  An/.ahl  der  dem  eigeuthch  reducirteu  iSysieiue  aDgehörigeu 
Formen  sieh  vermindert. 

Als  Anwendung  dieser  Principien  gebe  ich  die  Kednction  einer 
Form  f,  welche  drei  lleiheu  or,  jede  quadratisch  uud  in  allge- 

meiner Weise  enthält   Es  sei  symbolisch: 

Nach  2.  erhält  man  iu  Bezug  aui'  die  iieiheu  y  das  eigentlich  re- 
ducirte  System:  * 

tpr=  n  .'^hr'^  «„*•',    ^  =  fi,  5, Ma'  ( (i  h  r ) ,    ;|r  =  ?/„  '  {a  h  r)*. 

Von  diesen  Formen  gehört  ip  schon  dem  (nicht  eigentlich)  reducirteu 
Systeme  an;  x  giebt  nach  2.  die  Formen: 

Endlich  genügt  die  Form  ^  in  Bezug  auf  die  Reihen'  v  der  CIM- 
ehong  (3);  ihr  reducirtes  System  ist  also  nach  (4): 

Das  reducirte  System  von  f  besteht  also  ans  den  folgenden  Fonnen 
mit  den  beigesetsten  Ordnungen  uud  Ühissen: 


Fonu. 

OrdnuDff. 

Classe 

9 

4 

2 

9i 

0 

4 

9» 

1 

2 

2 

0 

2 

3 

9» 

3 

l 

Wenn  die  Ooefikienteu  ?oii  f  yod  einander  unabhängig  sind,  so 
sind  aueh  die  Goefficienten  dieser  Formen  von  einander  nnabhfagig» 
nur  das8  ^  der  Gleichung  d^^O  genflgt  Bei  der  Bildung  des 
•  eigentlich  redncirten  Systems,  dessen  Formen  dann  sinimilich  der  Oki- 
chnng  d9>  °=  0  genügen,  bleiben  9,,  tp^  ungeändert.  Dagegen 
wird  (p  durch  drei  Formen  qp'  (Ordnung  4,  Classe  2),  9"  (Ordnung  3, 
Classe  1),  <p"'  (Ordnunj^  2,  Classe  0),  1p^  durch  drei  Formen  9)/ (Ord- 
nung 2,  Classe  3),  fp^'  (Ordnung  1 ,  Classe  2),  9/"  (Ordnung  0,  Classe 
1),  endlich  9.  durch  zwei  Formen  fp/  (Ordnung  3,  Classe  1)  und  (p  '' 
(Ordnung  2,  Clfisse  0)  ersetzt.  Die  Zahl  der  von  einander  unabhängigen 
Coefficienten  dieser  Formen  ist  iu  der  That  21ü,  gleich  der  Zahl  der 
Coefticienteu  von  f, 

G&ttingen,  den  8.  Mars  1872. 
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Complexe. 

Von  A.  Clbbscu  in  Qöttihohr. 


In  einem  frühem  AutWit/.e  (Annnlen  Bd.  II.,  p.  1)  habe  ich  be- 
wiesen, dass  di«  Gleichun«(  eines  Coniplexes  jedesmal  in  einer  und  nur 
in  einer  Weise  in  eine  Form  gebracht  werden  kann,  welche  der  sym- 
bolischen Darstellung 

(nhxyY  =  0  oder  (»«1»»  —  —  0 

oder  der  gleichbedeatenden  Darstellung 

(«/Jiit;)»  «  0  oder  {a^ß^  —  —  0 

fiUiig  ist. 

fietrachtet  man  in  diesen  Formeln  x  und  u  nls  constmt,  y  und 
V  n1»  veriUiderlich ,  so  stellen  sie  den  Complezkegel  des  Punktes 
beziehungsweise  die  Complexcnrve  der  Ebene  t«  dar. 

Um  die  Gleichungen  der  zu  einer  Geraden  z  oder  m,  v  ge- 
hörigen ronii>loxHiiclie  zu  ■  erhalten ,  verfährt  man  folgendennassen.  Die 
ConiplexHiiche  ist  der  Ort  der  I)nr{hsciinitte  unendlich  naher  Complex- 
kegel,  welche  ihre  Spitzen  auf  d«?r  (jleradi'u  haben.  Ist  y -\- ke  irgend 
ein  Punkt  der  Geraden  y,  s,  so  i.st  sein  Complexkegel 

{(nhxy)  -f  X{abxg)y  =  0, 

und  man  erhält  den  Ort  der  Durchschnitte  nächster  Complexkegel, 
indem  man  die  Discriminante  dieser  Gleichung  nach  X  gleich  Null 
setzt.  Nun  ist  die  Discriminante,  nach  X  genommen,  für  die  Glei- 
chung 

(;>y  -f  ^p^y 

nichts  anderes  als  die  Gleichung  der  l>läche    =  0  in  Linienooordinaten; 

um  sie  zu  erhalten,  bildet  man  zunächst  die  Discriminante  einer  binaren 
Form  Grades  in  ihrer  symbolischen  Form;  sie  sei,  indem  p,  p'.  .  . 
die  vorkommenden  Symbole,  die  C  aber  nomerische  Constanten  be- 
deuten: 

 ^CUipp')' 

*)  Abgedruckt  au  dm  Naehriohten  der  Kgl.  Gei.  der  Win.  bq  GMüiigen, 
187S.  Nr.  8. 

«8* 
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Sodann  ersetzt  man  die  symlioliscbeti  Determinatiten  {pp)  durch  die 
Determinfinten  p^p,  —  p*!^   Die  fragliche  Gleichung  Ist  also 

lu  dieser  bleibt  nur  noch  p^  durch  {ahxy)  etc.  zu'  ersetzen.  Demnach 
wird  die  GIrichmiff  der  MU  der  Geraden  y,  m  gdtörigen  Compiexfläehe 
in  Puuktcoordinaten:  • 

(1)  £(m[iahxp)  {a'h'xB)  -  {ahxM)  {a'hxy)]  ^  0  ♦). 

Die  Zahl  der  synibolisehen  Keilienpaar«'  dh,  ah'.  .  .  ist.  wie  der  (irad 
der  Discriniiiiaiite  einer  binären  1^'orni  Ordiiiuif^.  j^jh-ieh  2{n —  1), 
während  jedes  Reiheiipaar  7^  mal  auftritt.  Die  Gleichung  (1)  int  also 
von  der  Ordnung  2n{n  —  1)  in  den  x,  und  dies  liefert  dra  von  Plflcker 
gegebenen  Satz: 

Die  Cofnpkxflädicn  eines  Complexas  w''"'  Ordnung  sind  von 
der  Ordnung  2n(n  —  1). 
Die  Ooordinaten  eines  Punktes  y  der  gegeho&en  Geiaden  kommen 
nur  in  je  n  (n  —  1)  Determinantenfactoren  vor,  und  alle  diese  Factoren 
▼ersehwinden,  wenn  man  die  y  den  x  gleich  setzt  Dies  giebt  also 
der  Satz  Plfickers: 

'  Dk  gegtbene  Gerade  ist  n{n  —  1)  fache  Gerade  ihrer  Com- 
pUxfiäehe, 

Denken  wir  uns  aber  x  gegeben,  während  y  und  g  sich  bewegen 
können,  so  ergiebi  sich  aus  (1)  sofort  folgender  iSats: 

Die  Linien,  deren  Complexflädten  dnreh  einen  gegdmen 
FuM  X  de»  Bommes  gehen,  hdäen  einen  Complex  n{n  —  1)*'" 

Grades, 

namlieh  dra  Tangentencomplex  des  Gompl^Ekegels  von  x. 

Ersetsra  wir  die  sämmtlichen  soeben  angestellten  Betrachtungen 


*)  Nach  piner  Denierkdng  vou  Hrn.  Klein  giebt  diese  Gleiclmnij  zugleich  die 
lircnnfläche  der  t'ongruenz,  welche  ein  Complex  Urades  mit  einem  linean  n 
gemein  bat,  sobald  man  nur  unter  y,  z  nicht  mehr  die  Coordiuatcn  von  Punkten, 
sondern  die  symbolischen  Coeffidentm  des  linearen  Complexes  verstdii  Dies 
gestattet  eine  interessante  An\v<  tuluug  auf  die  K  um m erwache  Fläche,  da  dieseUie 
lirenntliiche  der  ConfrrnenT:  ist,  welche  ein  Complex  zweiten  (Irades  mit  einem 
linearen  Comploxc  gemein  bat.  Für  bie  ergiebt  sich  nümlicb  die  symbolische 
Qlsiohangsfonn: 

\iabxA)  (ah'xB)  -  {abxB)  (a'VaA)]*  0, 

wo  a,  h  nnd  a,  b'  symboUscbe  CoefSdenten  des  Complexes  sweiten  Grades, 
B  solcho  dos  linearen  Compkiis  smd.  ünd  swar  ergiebt  sich  diese  Form  anf  6 

vencbiedene  Arten,  da  die  Kunnner'sche  FlUcbe  immer  gleicbsntig  für  6  ver- 
achiedcne  derartige  Oongraensen  Brennliäche  ist 
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duieh  ihre  dualiBtkchen  GegensatEe,  so  erhalten  wir  als  Gleichmtg  der 
ZD  der  Geraden     w  gehörigen  Gomplezflache  in  Ebeneneoordinaten: 

(2)  ZCT]\{((ßuv)  (ttß^mv)  -  (ftiiuw)  {ciß'uv)]  =  0. 

Dies  giebt  zuuächst  die  Sätze  P  1  iic  U  c  rs: 

Die  (Jomi)h  xllädwn  cina>  Complcxca  i»'*^^"  Graden  sind  vm 
der  Clause  2  u{n  ~  1); 

Die  gegebene  Gerade  ist  Axc  einen         —  1)  jach  berüh- 
rt^iden  Büschds  van  Tangentenebetien  ßr  ihre  CompUxfiäcIie; 
sodann  aber  den  Satz: 

Die  Linim,  deren  Ckmiiilct/Iäche»  eine  gegebene  Ebene  6e- 
rühren,  InXäen  einen  Comj^  n(n  —  Grades, 
nämfich  den  Ckimpiez  der  Geraden,  welche  die  Gomplezcurve  von  u 
schneidoi. 

Fttr  n     2  sind  die  Gleichuugen  (1),  (2)  in  der  angeführten  Note 

bereits  ^»'i:t  l)eii.  Für  w  =  3  hat  man  nach  der  bekaimten  Bildung 
der  Diseriininante  einer  biiiüreii  cubischen  Form  ab  Gleichung  der 
ComplexÜäche  in  Punktcoordinaten : 

[(abxff)  {äVxB)  ^  {a'Vxg)  {ahxy)Y 
.  [{<£'h"xg)  (a^r^xg)  -  ia'Vxs)  («"'6"'icy)|» 
.  \{abxy)  {a"h"xe)  -  {ahxz)  {a"b"xtj)\ 
.  \{nb'xy)  (a"h"'xz)  -  (nl/xz)  (a"7/",/:y)]  -=  0. 

Für  M  =  4  aber  nimmt  die  Gleichung  die  Form  an 

13  — 6J»-.0, 

wo 

/  =  l{nhxif)-{(tb'xz)  —  {ahxz)  (ab'xy)y 
J  =  [(nbxtj)  {a'b'xz)  —  (ahxz)  (ah'xij)]' 
.  [(a  bxy)  (a"h"xg)  —  {ab  xz)  {a'b"xy)Y 
.  [{aVxy)  {a"b''xB)  —  {ab'xg)  {a"b"xtf)Y, 

Da  in  der  Theorie  binärer  Formen  JmO  anzeigt,  dase  vier  EUemente 
Squianharmonisch,  cT*»  0,  dass  sie  harmonisch  liegen,  so  ist  J«0 
die  Gleichong  der  Flache,  deren  Punkte  Gomplexkegel  haben,  welche 
von  der  Geraden  y,  »  in-  ftquanharmonisehen  Punkten  geschnitten 
werden,  und  J»  0  die  Gleichung  der  FlSche,  bei  welcher  entsprechend 
ein  harmonischer  Schnitt  eintritt.  Blan  hat  also  folgende  Satze; 

IHe  ^mikte,  deren  Com^pUxkegel  heeugUch  cities  Complexes 
4icn  Grades  wn  einer  gegebenen  Grraden  y,  z  ä'jnümharmonisch 
bez.  harmaniseh  getroffm  iccrdeH,  bilden  tine  Fliiehe  8''%  bez. 
12**'  Ordnung,  welche  die  Gerade 'y,  z  zur  \  farhvn,  bez.  ^fachm 
Geraden  hat.  Die  Geraden  y  welche  den  Comjdexlrgel  eines  gc' 
gebenen  Funkten  x  bezüglich  eines  Compkxcs  4'""  (/rradcs  ägm- 
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.  anharmonistk,  bei.  karmoniatk  9(^Heidm,  hädm  ComfUfexe  4?*^, 
bai,  6>»  (jrade$. 
EbensOi  indem  mau  diese  ^tse  dualistisch  ttberirägt: 

JHc  Khiium,  an  deren  Complexcupxm  hczügUek  eines  Com- 
jßexes  4''""  Grades  von  einer  gegclmum  Gcmdim  aus  öqnian- 
hamumischc,  hes.  harnioniscJie  liüschd  von  Taiujciiimebeticn 
ffdten,  umhülicii  'hie  Fläche  8"',  hiz.  12'''  CUtssc,  für  lücMw, 
die  durch  jt  tu  (h  radr  f/rlundrn  Kb(  iu:n  dn  Büschd  ^foch,  best» 
Qfach  bcr/iJu  f  lulrr  TiDujcntrmhciien  simi. 

Die  (reradcii  ,  loii  wrlchen  nn  die  (hmphxearve  einer  Ebene 
n  bezüglieh  einm  Coniph^es  4'""  Grades  äquicndiannvnische,  bez. 
JuirmoHiseha  TangvtUcncbcneti  gdicn,  hildcn  Comiili^xc  4''  ",  bez. 
6""»  Grades. 

Mau  kann  diese  S&tee  als  besondere  Falle  der  i'olgcudea  betrachien: 
Die  Fumüste,  deren  Ckmplexkegd  hegägUtk  eines  Qmplexes 
Oradea  von  einer  gegebenen  Geraden  in  einem  Punktstfstem 
geschnitten  werden  ^  für  todckes  eine  Invariante  fc**"  Grades  ver- 
schwindet t  bUden  eine  Flätke  der  Ordmmg  kn,  wMe  jene 

Gerade  eur      fachen  (Geraden  hai. 

Die  Geraden,  welehe  den  Conqthj/cerjel  eines  gegebenen 
l*unhies  x  be^iigJirh  ei)ies  CoiiqiJixes  /i''  "  <}rnd<  s  in  einem  Funht- 
sgstcme  sehneidoi,  für  welches  eine  Invariante        Grades  vcr- 

aekwifidei,  bUdm  einen  CompUx  Grades* 

Die  Ebetim,  an  deren  Complexeurven  besO^ßieh  eines  Oom^ 
plexes  n'*"  Grades  von  einer  gegebenen  Geradm  ein  Büsehcl  von 
Tangenten^fenen  gehi,  für  tvehhr  'eim-  Tnvarianü'  Grades 
nersdnwindeif  umMMen  eine  Fläche         Grades,  n/elche  das 

'  Büaehd  der  dnn^  jene  Oerade  gehenden  Ebenen  «h  ^  fadien 
Tanffentenebenen  hat, 

IHe  Geraden,  wn  weUhen  an  die  Comfßexenroe  Ebene 
u  hegü^liiek  eines  Complexes  Grades  ein  BüsM  von  Tan- 
gentenebenen  seht,  fUr  u/eUAes  eine  Inwuriante      Grades  ver- 

schwindet  y  bilden  einen 

Die  SingularitiittMiiiiichc  eine«  Complcxcs  (J rüdes*)  entsteht 

aut  doppelte  Weise.  Entweder  entsteht  sie  als  Ort  derjeuij^eu  Punkte, 
dereu  Complexkegel  eine  Duppelkaiite  hat,  oder  als  Ort  deijeiiigeu 


*)  Der  Begriff  einer  solditn,  weldien  Plfleker  fflr  G<nnplexe  9^  Grades 
aafg«eteUt  hatte,  gab  fdr  aUgemem«  Comptexe  snerst  Pasch  (BabilitalioiiHdirin, 
Oiessen  1870). 
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Ebenen,  deren  Complexcurve  eine  Doppeltangente  hat.  Für  Complexe 
2ten  Grades  ist  die  Singularitäteufläche  in  Punkt-  und  Ebeneiicoor> 
dinaten  in  meinem  angeführten  Aufsatze  gegeben.   Für  ein  beUebigee 
n  erhält  man  die  Singularitatenfläche  auf  folgende  Weise. 
Bezeichnen  wir  eine  Corve  n^"'  Ordnung  symbolisch  durdi 

ihre  |)i8crimmuite  (welche,  gleich  Null  gesetst,  die  Bedingung  des 
Doppelpunkte  liefert)  sei  in  symbolischer  Fonn  durch 

A-.ZC.n(yyy') 
dargestellt.    Der  Grad  der  Discriminante  ist  3(n  —  2)^;  daher  ist 
ebenso  gross  die  Zahl  der  in  A  auftretenden  Symbolreihen,  und  die 
Zahl  symboliseher  Determinanteiiftictoren  in  jedem  Terme  von  A  ist 
«(ji—  1)'. 

Man  erhilt  hieraus  die  Gleichung  einer  Flache  n'*'  Ordnung 

in  Ebenencoordinateu  in  der  Form 

F^J.C  .UiyyYu) 

dargestellt;  sie  ist  in  den  u  vom  Grade  »(n  —  l)'^  also  von  der  Claase 

n(n  -  1)-. 

Ist  aber  f  =0  ein  Kegel ,  so  geht  F  =  0  in  eine  Constante  M 
über,  multiplicirt  mit  der  Gleichun;^  der  Spitze,  erhoben  zur  Potenz 
n{u  —  ly,  also  hat  man,  wenn  x  diese  Spitze  ist, 

Bi  ist  leicht,  dies  an  dem  Oompledragel  eines  CSomplexe»  w*** 
Gndes  m  veilblgen.  Die  Gleichung  desselben  ist 

wo  die  y  die  laufenden  Coordiuateu  sind.    Setzt  man  dies  gleich  y"^, 
so  ist  *  * 

yt^a,ßt  —  ßstti,  y.  —  O. 

Daher  wird 

(Y,  Y,  y'\  ")  =  («x/J  —        y,  y"y  h) 
^(^Aß,  y\  y",  «)  —  ß,{a,  y\  y\  m), 
oder,  nach  bekauiiteij  Sätzen: 

=  y*(«;  ß>  y\  <♦)  —  yiC«»  ß»  y "»  w)  —  «»•(«,  ß>  y» 

oder  endlich,  da        0,  y£  «  0: 

—  —  («,  ßf  Yf  y")-«.» 

Der  Factor  von  ist  nur  scheinbar  unsymmetrisch  in  ßezug  auf 
die  drei  in  ihm  Torkommeudeu  Symbolpaare ;  ich  werde  ihn,  um  die 
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Uusyiuiuetrie  des  Aiutdrucks  su  vermeiden,  durch  [0,  1,  2\  bezeichnen, 
so  dass 

ist,  itud  bis  auf's  Vor/eichen  gleich  den  Ausdrucken,  welche  durch 
Vertauschung  der  iSymbulpaare  aus  diesem  hervoigehen. 
Es  wird  sonach  fOr  den  Complexkegel 

F^ui*''-:'^\ic.vy^,  1, 2)- jf. 

wo 

jif«z(mfo,  i,  21. 

WcMiu  nun  «'int?  Eheiie  den  Ke^ol  einer  ünrve  mit  Düppel|>unkt 
scliMciden  kann,  oluie  tlurcli  die  Spitze  zu  gehen,  so  muss  er  eine 
Duppelseitc  besitKeu,  so  dass  eben  dieses  fOat  jede  Ebene  eintritt.  Es 
muss  dann  also  F  verschwinden,  ohne  dass  » 0,  d.  h.  es  mnss 
Jlf  »  0  sein. 

« 

Es  ist  also  Jlf  — « 0  die  Gleichung  der  SingularilStenflachen  in 
Punktcoordinaten,  und  ganz  ebenso  wird  ihre  Gleichung  in  Ebeaen- 
coordinaten  gebildet  Da  jeder  Factor  der  symbolischen  Produkte  in 
M  vom  2*^  Grade  in  den  x  ist,  so  ist  Jf  flberhaopt  in  den  x  vom 
Grade  2n(n —  1)*,  und  man  hat  also  den  Sats: 

Die  Singuiariiäienftäche  eines  Qm^kxes  m**^  Orämttff  ist 
von  der  Ordnmff  und  Glosse  2n  (n  —  1)'. 

Wenden  wir  das  Obige  auf  Complexe  3"="  Grades  an,  und  erwägen 
wir,  dass  die  Doppelpunktsbediuguug  einer  Curve  3^'  Ordnung  von 
der  Form  —  5'  0  isi>  so  sehen  wur,  dass  die  Siugularitätenflache, 
welche  hier  von  der  24**"  Ordnung  und  Classe  ist,  in  Punktooordinatea 
durdh  eine  Gleichung  der  Form  —  £^  0,  und  ebenso  in  Ebenen- 
coordiuaten  durch  eine  (fleiclniii|i:  —  I'  Q  dargestellt  wird.  Die 
Fläche  besitzt  also  eine  Rückkehrcurve  OG'"  Ordilung,  welche  der 
Schnitt  der  Flächen  12"'  und  8"^  Ordnung  T={),  S^O  ist,  und  in 
welcher  die  Tangentenehenen  die  Fläche  T  ^  0  berühren;  und  sie  be- 
sitzt eine  paraholische  Curve,  deren  Taugen tenel)enen  eine  abwickelbare 
l'Mäclie  IIT)''"'  Classe  bihlen ,  welche  die  gemeinsame  Developpahle  der 
Flächen  ll"^'"^  und  H'  "^  ('lasse  T  — 0,  Z  ««=  0  ist,  uud  deren  Punkte 
zugleich  der  Fläche  T  -  ^*  aiigehJiren. 

Indem  man  es  versucht ,  die  hier  .luftretenden  Flächen  <S  ==  0^ 
7'==0,  Z  =^  <>,  T  ~  Miialihiiii^nij  von  der  ohi^^eu  Ik'trachtung  au 
uud  für  sich  zu  dcHnircii,  hnnt-rkt  man,  dass  dir  fljen  ausgefiihrte 
Anlsuchuug  der  Siugularitätenliiahe  nur  eine  besondere  Anwendung 
einer  allgeuieineu  Methode  ist ,  welche  zu  eiuer  Classe  covarianter 
Flächen  eines  Coniplexes  n''"  CJradcs  führt. 

Stellen  wir  die  Bedingung  auf,  uuter  welcher  eine  Curve  Ord* 


Ueber  Complexe.  441 

nuug  eiue  gewisse  InTarianteueigeiuchaft  besitst,  so  erhalten  wir  eme 
Gleichung  der  Form 

rcr.n(yyy')  =  o. 

Die  Atizcihl  der  dariu  vorkommenden  symbolischen  Ijeihen  sei  Z-,  so 
dass  die  fra-j^Iiilie  Invariante  vom  A'«^"  (irade  ist.  Die  Ebenen,  welche 
eioe  Fläche  u^"  Ordnung  in  Curven  mit  der  bctrelienden  InYarianten- 
eigenschatl  schneiden,  sind  durch  die  Gleichung 

ZC.  n(yyyM)  =  0 

creireben.  und  dieselben  umhfillen  daher  eine  Fläche        Classe.  Ist 

8- 

aber  die  Fl&che  n*^  Ordnung  ein  Kogel,  so  nimmt  diese  Gleichung 
die  Form 

kn 

M  .   Ur^  =  0 

an,  wo  die  x  die  Coordinaten  der  Kegelspit/o  sind.  Indem  wir  dies 
auf  die  ('oniplexkcpfcl  eines  Complexes  n"""  Grades  anwenden,  zeigt  es 
sich,  wie  oheu,  ilass  diejenigen  ( 'oniplexkegel  ,  deren  ebene  Schnitte 
die  fragliche  luvahauieueigeuschaft  besitzen,  durch  die  Gleichung! 

jf — zc.n[o,  1,  2j«o 

ihn  ' 

gegeben  sind.  Die  Gleichung  ist  vom  Grade  -j-  in  den  x\  und  man 

hat  also  den  Satz: 

Die  Spitzen  aUer  Comideakcgd  eines  Cmplexes  n*^'*  Chades, 
deren  flbem  SdmUte  eine  Inf}aria$iieneiffeneehaß  ientesu,  mld^ 
durch  das  Versehwinden  einer  Inearianie  A;*^  Grades  einer 
Curve  n*"  Ordnung  gegeben  wird,  hUden  eine  Fläche  von  der 

Ordnung  — 

Diesem  Satze  entspriclit  dualistisch  der  lnlgend<;: 

iJit  J'Jhi  iirn,  ih  ren  CdOiph  rrtu  I  I  n  in  Bcztuj  an/  l  im  n  Com- 
plcx  m''"  (iradis  line  Invariantmi'i<ji")ist:hufl  hc^itkcn,  wrJrJic 
durch  das  Verschwinden  einer  Invariante  k*""  (rradrs  einer 

Cur  VC        Classe  gcgebeth  wirdt  umhüllen  eine  FUkiic  ^5"^ 

Classe. 

Man   erliiilt  liieraus  sofort  die  Definitionen  der  Ljedachtcn  vier 
Flächen,  welche  l)ei  den  Coniplexen  3'""  Grades  auttreten,  indem  man 
die  durch  die  (Jleiehungen  »S  =  0  bez.  T  ^     ausgedrückten  £igen 
schuften  der  Gurven  3'  "  Ordnung  und  Classe  einführt. 

G5ttingen,  den  24..Januar  1872. 
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« 

Von  OoMDBLnMOBB  in  TObumh». 


Das  Prubleui  der  Wendepunkte  einer  Ciirve  dritter  Ordnung 
/  (r, ,  x.^,  jsj)  =  0  kommt  bekanntlich  darauf  hinaus,  in  den  drei  Glei- 
chungen 

Xi^xf  X,  +  X3  (*  =  1,  2,  3) 

die  9  Sabfltitutieiiwsoeflleieiiteii  d^^  80  sa  bestimmen,  dass  f  die  J'orm 

In  Band  II.  dieser  Annalen  8.  882  ff.  18et  Prof.  Clebsch  diese 
>  Angabe,  indem  er  die  linearen  Ausdrücke  Xi  durch  Covarianten  aus- 
drückt und  somit  die  ^yinversen"  Substüntioosooeffieieintenendgiltig  be- 
rechnet Die  «ZjroeCe  Berechnung  der  o;}*^  kann  man  nach  der  allgemeinen 
Theorie  des  Herrn  Aronhold  am  besten  vermittelst  Contravarianten 
an  die  Darstellung  der  Ausdrücke  Ui  anknüpfen ,  welche  mit  den  Coor- 
dinaten  u«  irgend  einer  Geraden  durch  folgende  Bdationen  zusammen' 
hängen: 

+         t  1,2,3. 

Diese  beiden  Auflösungsarteu  empfehlen  sich  besonders  dann, 
wenn  man  die  SnbslSinftiooBcoef&cienteii  selbst  und  nicht  bloss  deren 
Verhaltnisse  kennen,  wenn  man  also  das  obige  Transformationsproblem 
algebraisch  wMSndig  durchführen  will.  Zur  Besftimmwng  der  Wende- 
punkte von  ^—0  reicht  es  jedoch  hin,  die  VerkSÜmaK  der  a;}*'  zu 
finden,  indem  man  nur  die  Gleichungen  der  einzelnen  Seiten: 

Xj  — 0,  X,-iO,  X,  — 0, 

oder  der  einzelnen  Scheitel 

I7i«0,   £^,  =  0,   1/3  =  0 
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an&aBteUen  hai  In  dnaem  Smne  möchte  Tielleiofai  vor  den  beiden 
vorhergehenden  Methoden  der  Wendepunktbestimmang  eine  dritte  den 
Vorzog  ▼erdioiK-u,  welche  jede  Seite  und  die  ihr  gegenüberliegende 
Ecke  eines  Weudepunktsdreiseits  gleichzeitig  vermittelst  Zwischen- 
formen finden  lehrt  und  welche  in  den  Resultaten  meiner  Abhandlung 
über  die  Ausartungen  der  Curven  dritter  Ordnung  euthaltbu  ist.  Diese 
letztere  Methode  gestattet  es  auch ,  die  Anzahl  der  reellen  und  imagi- 
nären Wendepunkbädrcisoitü  rrin  annbjtisch  abzuleiten*). 

Die  Zusammenstellung'  der  Formeln,  die  sich  auf  die  Bestimmung 
der  Ui  (Kirch  Coutravariauten  beziehen,  sowie  die  Discussion,  die  sich 
an  die  dritte  Auflosungsmethode  knüpft,  bilden  deu  Inhalt  der  folgenden 
Mittheilung. 

I. 

Berechnukg  der  Substitationscoefflcienten  vermittelAt  zugehöriger 

Formen. 

Beliehnen  wir  nach  Voigang-  von  Glebich         Saft"  mit  T 
nnd  die  Snbetitutionsdeterminante  Z  ±  x^l^  x^^^  x^^^  mit     so  hat  man. 
fOr  die  siigeh5rigen  Formen  P/  und  R/  folgende  Benehnngen**) 

r««P/  -  n  {6a U,     ü,  -  2bW  +  V^'  +  W)} 
oder  au^elSet: 

(1)  4P(6V'  +  U,'  +  U,')  =  -  r'"     1^  P,  -f  2ar^R^ 

(2)  12P  U,  U,  ü,  =  r'"  j  i     P,  -  26r»  JRyj  • 

Die  Gontravarianten  sechster  und  neunter  CUuee 
0  —  8JBF+  STSf^  -  28^SfT,  4-  TT,^ 

genügen  den  Kelatiouen: 


*)  Bei  der  AMeitung,  die  in  I)iiri'gt>'B  Werk:  „Din  clicncn  Kurven  drittfr 
Ordnung"  gegeben  ist,  bleibt  gerade  der  Hauptpuakt  unbewiesen,  dass  nämlich 
wenigstens  ein  reelles  byzygetiBches  Dreiseit  existirt. 

**)  Die  den  Formea  voimnelMiiden  Zablenfiutoraa  nnd  dieadbee,  wie  in 
meinem  Aufsatze:  „  Zur  Theorie  der  fomftren  eabiiciien  Formen*'  (BaadlY.  dieser 
AnnaUn,  S.  144  ff.). 
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Multiplicirt  man  die  Gleichung'  mit  P,  (4)  mit  r»»iP-.P, 
erhebt  (2)  in  deo  Cubus  and  setst  überdies  * 

80  gehen  aus  (1),  (3),  (2)  und  (4)  besiehnngsweise  die  Formeln  hervor: 

Ii?  +  flg  +  4^     3a2(66»P/  +  r'JB/)«  —  6rr-20 
(6)  tijC  =  8  {2(a>  +  26»)  P/  -  6r«il/}' 

.(I  -     f»7  -  t)  a  -  I)  «  24r»Ä»n. 

Dieses  System  zeigt,  dass  Ii  i}i  (  die  Wurzeln  der  cubischeu  Glei- 
chuug  aiml: 

+  3a(126»P/  +  2r»B/)     +  3  {(66« P/  +  r»  Jl,)»«»  —  ePr-»  0}  x 
—  8  {2(a3  +  2b')  Pr  —  6r«B/P  —  0. 

Neiiuün  wir  die  vollständigen  Cubeu 

4(2(a»  +  26»)  Pf  —  6r»B/)»  -  6a»  (66«  P,  -|-  r«li/)» 
^  ePr-««  0(66« P/  -h  r«Ä/)  +  ^  ^^^r'IPü 

und 

4(2(a»  +  26»)  Ff  -  br^Rf)*  —  öaH662P/  +  r»Ä^)» 
—  6r  r-  •«  0(66»P/  +  r»  I^)  —  i  /:^r^B*T\ 

rL's|)i'(  tiv«'  M'  imd  N  so  bekommt  mau  ilurch  Aiiflösuiin  der  i  ubischeii 
Ciloicliuiig  mit  lliuKsiclit  auf  die  letzte  Formel  des  kSystems  (6)  die 
Werthe  voii  |,       4  ii"''  iiioraus 

'    ^''—v/ur''^'  +  '^,-Sa{Wr-P,  +  B,)\ 

W    V,'  niKil— iräll?  +  '^-Sa(6Vr-'P,+B,)\ 

In  dieseu  Ausdrücken  bedeutet  ^,  irgend  eine  bestimmte  der  drei 

(Tnhikwurzeln  ans  während  der  zugehörige  Werth  ron  ^  durch  die 
Gleichung 

(8)  -^f^  6nr-«  «D  +  3a«(66«r-«P/  +  R/f 

gegeben  ist. 
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Was  die  Bestunmung  von  a,  h  und  r  tinbelatigt,  so  liai  man 
hierzu  bekanntlich  die  Gleichungen: 

y*')  2«      (86«  4-  soo'»*  —  «•)»» 

Eine  der  Grössen  a  uml  h  kann  belichin  aii«feiiomnieii  werden. 
.Sel/t  man  z.  B.  «  =  1,  so  kommen  in  den  Fonuelii  (7 — 10)  nur  iu»(  li 
Potenzen  von  />'  vor;  aus  (9)  ergelM-n  sidi  dann  vier  Werthe  für  6', 
zu  deren  jedem  dio  Gleiciiungeu  (7)  ein  Ödstem  der  lieteru*). 

U. 

üeber  die  Realität  der  WeBdepnnktsdreiselta. 

Wir  gebrauchen  im  Folgenden  die  allgemein  angenommene  Be- 
zeiduiungsweise : 

0{H,  a)  =  ö  =    —  ÖiSjcU»  +  STnX^  —  35»!*, 

Für  irgend  eine  Wurzel  Xi{i  =  l^  2,  '3,  4)  der  biquadratischen 
Gleichung 

ö(jt,  1)  —     —  6S*«  H-  STjf  -  3i5»  —  0 

stellt  bekanntlich 

ein  Wendepunktsdreiseit  dar.  Sind 
die  Gleichungen  der  Seiten  und 


*)  Man  könnte  neb  a,  anstatt  es  der  Einheit  gleiehsnaetsen,  auch  so  be- 
itimmt  denken,  daia  r^t  wird.  Ans  den  Bdationen 

folgt  sltdann  durch  SKnuaation  yon  a  die  CHeishungt 
wdehe  dnieh  die  SnUrtitntion  6* |e  flbsigeiit  in: 
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die  OleidiiuigeD  dar  Scheitel  denelben,  so  keim  man  nach  Band  IV. 
dieser  Annalen  Seite  667—569  teieht  die  Prodndie  JS^  ü^,       U^^ , 
^9  ^  (natürlich  abgesehen  von  constanten  Factoran)  heaÜmmen.  Ba 
werden  nSmlich*): 

und 

geaetsty  die  Gleichungen 

(12)  Xl'UJl''^0,     A',^"  i/,*'' -=  0 ,     JC,*'"' i;,*'^  —  0 

beziehungaweiae  daigeateili  durch 

(12«)  4^  (x„  1)     +  £M.  4--f'J^.  =  0 

4S(JK,  1)  I».  +  s^Mi  +       -  0; 
darin  sind  Mi  nnd  Nf  doreh  die  Relation  rerkiiüpit: 

(12«')         MM  -  4  {S'iut,  1)      ~  3T(ii„  1)  e«,/-^} . 

Die  Gleichung  6r(x,  1)  =  0  hat  offenbar  ein  Paar  reeller  und  ein 
l'aar  iiuugiiiärer  Wurzeln,  indem  deren  Dist  rimiuauie  gleich 

also  negativ  iat  Nennen  wir  «,  nnd  ff,  die  beiden  reellen  Wurzeln, 
ao  iat  haoptaSehlieh  zu  entacheiden,  welche  Vorzeichen  die  Auadrflcke 
T(X|,  l)y  T(Xs>  ^  bedtien.  Dieae  Bntacheidnng  ergiebt  aich  sofort 
aua  der  Formel: 

1) .  r(x„  1; .  r(x„  1) .  T{n,,  1)  -  -  16^  (s^-  **). 


*)  r()i^,  1)  geht  ans  3P{i»,  2)  fflr  «  —  «,  md  1—1.  aua  2)  hervor, 

wenn  in  letzterer  Form  die  Coeffidenten  von«  j/* —  A  an  die  Stellederer  vou  f  treten,  a.  8.  w. 

**)  Dieedbe  ist  eine  aunuttelbare  Folge  des  fOnftsii  dar  sohSnen  Sttse,  die 
Oerdan  auf  &  16»  £  des  lY.  Bmndes  dieser  Amialen  mitgetheUt  hat.  Nach 
dieisai  Tbeorenae  ist  bis  auf  eiuen  Zahlenfoctor  a  das  Prodoot  ^ 

i> .  ax«,,  1) .  ^(s,,  1) .  T<H4, 1) 

identisch  mit  (.9'  -        duroh  die  ipeoieUe  Aaaahnie  <7(S|,  l)-i  s«  — 8k  findet 

man  «  gleich  — >  16^. 
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Da  T(xj,  \)  .  T{x^f  1)  als  das  Produkt  zweier  oonjugirter  oompleier 
Zahlen  stete  pontiv  ist,  so  mfisseu  T{x^,  1)  und  T{x^,  1)  entgegen- 
gesetste  Zeichen  haben.  Nehmen  wir  T{x^ ,  1)  als  poeitir  und  T^x^,  1) 
als  negativ  an,  so  enthalten  —  wofem  die  Qnmdfonn  f  reell  —  in 
(12*)  ftlr  t  B  1  alle  drei  Oleidrangen,  für  »  »  2  jedoch  nnr  eine  der* 
selben  reelle  OoefBcienten.  Bfan  hat  daher  den  bekannten  Sats: 

In  einem  der  Wendepunkisdrciseite  sind  aUc  JBdbm  und  Scitc7i,  in 
(inein  anderm  dagegen  mmr  ein  Seheitd  und  denen  gegenüherUegende 
Seite  redL 

Da  diese  zwei  syzygetischen  Dreiseite  sich  gegenseitig  in  den 
neun  Wendepunkten  schneiden,  so  sind  von  den  letztern  nnr  drei, 
in  gerack-r  Linie  Upende ^  reell)  wie  P lücker  zuerst  geometrisch  be- 
wiesen hat. 

Für  die  complexen  Wurzeln  und  stellen  die  Gleichungen 
(12*)  olfenbar  nur  iiiia^nnilre  Geraden  und  Punkte  dar.  Uebrigens 
wird  mau,  nachdem  die  Existenz  des  fundamentalen  reellen  syzyge- 
tiächen  Dreiseits  erwiesen  ist,  aus  diesem  die  drei  übrigen  am  besten 
in  der  von  Hesse  (Crelle's  Journal  Bd.  28,  S.  96)  angegebenen  Weise 
ableiten. 

Tabingeuj  Mitte  November  1871. 
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Diüereritiiilgh'ithungeii  und  die  siimiltaiie  Integration  linearer 
partieller  Diüereutialgleidiungen. 

Von  A.  MAYbb  in  Lbipzio. 


Jede  einaelne  lineare  partielle  Differentialgleiciiuiig  erater  Ordnung 
i»t  iqoifalent  einem  gewissen  System  von  gew^nlicben  Diierential- 
gleiclmngen.  In  gans  fthnlicfaer  Weise  besteht  zwischen  den  Systemen 
Ton  linearen  partiellen  Differentialgleichnngen  eiater  Ordnung,  die  eine 
gemeinsame  Losung  zulasson,  und  zwischen  gewissen  S^ystemen  von 
lincnrcn  totalen  Differentialgleichungen  ein  leicht  erkennbarer  rcci- 
proker  Zusammenhang,  der  fibrigeiis  in  oinaelneu  Füllon,  z.  bei 
der  A  lup«' rö  schen  Iiitcprationsniethode  derjenigen  partiellen  üitt'eren- 
tial^hnc'hungeii  /weiter  Ordiiiiiij^,  die  ein  Zwisrhenintegral  besitzeUi 
schon  inehrl'ach  bemerkt  niul  hennt/,t  worden  ist. 

In  der  That,  wenn  die  m  1  simultanen  partiellen  Ditl'ereutial- 
gleichungeu 

(1)         Vl,(0  =  M  ,  Mf)^o  ,  ...^^i(/-)-o, 

in  welchen  allgemein: 

ist  untl  die  (.'oefji(  ienten  a'^  ge«^eben(^  Functioneji  von  a:, ,  x.^  .  .  . 
sind,  eine  Lrenieinsunie  Lösnng  /'  besitzeji  ,   so   ist  diese  Lösung  ZU 
gleicher  Zeit  und  welche  willkürlichen  Funi  tionen  von  .r, ,  x.,  .  .  .  .T„ 
man  auch  für     ,  A.^  .  .  .  X,„   i  setzen  mag,  immer  auch  eine  Lösung 
der  linearen  partiellen  Üilterentialgleichuug: 

^.  (/")  +  +  •  •  •  K-lA„,-y(/')  =  U, 

also,  einer  willkiirli(  lien  ( 'onstanf en  gleichgesetzt,  ein  integral  der 
n —  1  gewöhnlichen  Diüerentialgieichuugeu : 

:  dx^ :  •  •  • :  dx^^i :    dXm  :  :  dx» 

Asm— 1        .  *=rm— 1 

—  a,  :   A,  :  • .  • :         ^ :    £      «1  '  •  ' :    ^  hal 
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und  folglich  auch  eiu  Integral  der  n  —  m  1  liiieareti  totalen  Difi'eren- 
tialgleichungen : 

die  aus  den  vorhergehenden  durch  Elimination  von  Zj,  ^  . . . .  ilm-i 

liiM'vorgehoii ,  iiml  iii:m  sieht  unmitf<>l)):ii%  dnss  umgekehrt ,  wenn  die 
(Jk'ichung  (II)  ein  Integral        Const.  besitzen,  d.  Ii.  wenn  es  oino« 
Function  f  von  x^,  a*, ,  .  .  .  Xn  gieht,  deren  Differeotial  durch  die  Glei- 
chungen (II)  allein  idciitisrh  Null  wird,  diese  Function  eine  gemein- 
same Lösung  der  Oleidiuiigen  (l )  ist. 

Die  Aufgabe,  eine  genieius>ame  Äisung  der  )n  —  1  linearen  par- 
tiellen Ditt'erentialgleiehnngen  (1)  zu  finden,  ist  deuniach  identisch  mit 
«1er  Aufgabe,  ein  Integral  der  u  —  hi  -}  1  linearen  totalen  DitTereutial- 
gleichungen  (11)  zu  entdecken.  Hiernach  steht  zu  erwarten,  dass  jede 
Methode,  die  uns  die  Gleichungen  (II)  integriren  lehrt,  gleichzeitig 
aoch  den  Keim  in  sich  enthalten  muss  zu  einer  Integration8me|hode 
der  Gleichnngen  (I).  Dieser  Gedanke  gab  die  Veranlassung  zu  den 
folgenden  Untorsuchnugen,  dwen  Haupiswedc  es  ist  ^  einen  Weg  aus- 
findig zu  machen,  auf  dem  man  durch  möglichst  wenig  Integrationen 
zur  Ermittelung  einer  gemeinsamen  Iibsung  mehrerer  gleichzeitiger 
linearer  partieller  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  mit  derselben 
unbekannten  Function  gelangen  könne. 

Dabei  konnte  aber  von  vornherein  eine  sehr  wesentliche  Verein- 
fachung eingeführt  werden.  Da  nämlich  ,  wie  Herr  Clebsch  g^teigt 
hat*),  jedes  System  solclier  partieller  Dilferentialgleichungen,  das 
überhaupt  eine  gemeinsame  Lösung  besitzt,  sich  zurückführen  lässt 
auf  ein  Jacobi'sches  System,  d.  h.  im  Besonderen  auf  ein  System 
von  der  Form  (I),  in  welchem  zwischen  den  Operationen  Ä  die 
(w  —  2^)«  —  i)  i^igßti^j^g^  stottfinden: 

(HI)  '  MA>^  (f))  -  Ä,{Ai if))  =  0 , 

so  war  es  auch  nur  niUbig,  solche  Systeme  totaler  DifiFerentialglei- 
chungen  in  Betracht  zu  ziehen,  deren  Coefiicieuteu  die  aus  (III)  folgen- 
den Bedingungen  erfüllen. 

Diese  Systeme  besitzen  die  Eigenschaft,  dass  ihnen  durch  n—m-^l 
Integrale  Genüge  gesohieht,  und  es  wird  sich  zunaehst  zeigen,  dass 
ihre  Integration  zurückkommt  auf  die  Tolbtandige  Int^ation  von 
m  —  1  Systemen  von  je  »  —  m  l  gew5hnlitehen  Differentialglei- 
chungen erster  Ordnung,  wie  dies,  unter  Voraussetzung  emes  Systemes 


*}  Grelle  J.  65,  p.  267. 
MathnMtlMilM  AaaalMu  Y. 
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totaler  DiffiBrentudgleiehuiigeii ,  welche  die  angegebene  Zahl  ?<m  In- 
tegralen besitzt,  schon  frOher  von  Herrn  Natani  bemerkt  worden 
ist*).  Durch  eine  Transformation  der  gegebenen  Oleichnngen  aber, 
die  deijenigen  nachgebildet  ist,  mit  Hilfe  derer  Herr  P.  du  Bois- 
Reymond  die  dorch  eine  Gleichung  integrirbaren  linearen  totalen 
DififerentialgleiGhnngen  auf  je  eine  einzige  gewöhnliche  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  zwischen  2  Variabein  zurückzuführen  ge- 
lehrt hat**),  kann  man  bewirken ,  dass  schon  diq  Integration  des 
'ersten  jener  m  —  1  Systeme  cur  vollständigen  Integratibn  der  ge- 
gebenen Gleichungen  p^enügt,  womit  gleichzeitig  die  vollständige  Lö- 
sung des  äquivalenten  Jacohi 'sehen  Systemes  zurückgeführt  ist  auf 
die  vollständige  Integration  eii^s  einzigen  Systems  von  n  —  m  -\-  1 
gewöhnlichen  üiflerentialgleichungen  erster  Ordnung.  Hieraus  endlich 
wird  sich,  was  für  die  Anwendungen  uuglciili  wichtiger  ist,  ergeben, 
dass  zur  Ermittelung  einer  gemeinsamen  Lösung  des  Ja c ob i  sehen 
Systemes  nur  die  Kenntuiss  eines  einzigen  Integrales  jenes  Systemes 
gewohnlicher  DiiTerentialgleichungeu  nothwendig  ist,  wodurch  z.  B.  die 
Ansghl  der  Integrale,  der^  man  cur  Tollstfindigen  Lösung  einer  nicht 
lineam  partiellen  Dilferentialgleichung  erster  Ordnung  bedarf,  wenn 
man  ubaieht  vom  ersten,  gerade  um  die  Hälfte  reducirt  wird  gegen 
die  Anzahl  von  Integralen,  deren  Kenntniss  nach  der  Tonsfiglichsten 
der  froheren  Methoden,  der  Methode  von  Weiler-Clebsch***)  er- 
forderlich war. 

§  1. 

Bediogangen  der  anbeschiiiiktea  Integrabilitilt. 

Zn  den  Systemen  ycm  -lineaven  totalen  OilFerentialgleichungen,  die 
im  Folgenden  ausschli^eslioh  befatachtet  werden  sollen ,  gelangt  man, 
wenn  man  n  —  m  -|-  1  beliebige,  Ton  einander  unabhängige  ENinc- 
tionen  von  n  Vaiiabeln  o;,  . . .  ^p»  wfllkOrlichen  Oonstanten  gkichaeM 
und  die  also  entstehenden  Gleichungen  voUstSndig  differentiirt.  Durch 
Auflösung  der  derivirteu  Gleichungen  nach  n  —  f»  -f-  1  von  den  n 
I>ifferentialen  erhalt  man  n  —  m-\-l  simultane  Differentialgleichungeii 
von  der  Form: 

Amil  — l 

(1)  dXk^   2  a!  dxk 

in  denen  die  a*  gegebene  l<\inctionen  aller  n  Variabehi  sind  und  denen 

• 

*)  CrcUe  J.  &8,  p.  308. 
*•)  Grelle  J.  70,  p.  812. 
♦•^  Grelle  J.  66,  p.  863. 


Digitized  by  Google 


Ueber  nmaltaiM,  totale  ood  partielle  Differantialgleichiiiigen.  451 

in  Folge  ihrer  Entstehunjäfsart  dadurch  genüpft  worden  kann,  dass  man 
für  x,nXm+i  .  .  •  JCn  passGude  Functionen  der  unabbängigen  Variabein 

x^. .  .  Xn—i  setzt,  Fimctioneu,  die  überdies  noch  n  —  f»  -f*  1 
Icliilidie  Oousbuileii  «nlhatteii.  Um  ndeh  hm  tmea  m  kAiineii,  will 
ieh  ein  solohes  System  linearer  totaler  Diflerentialgleiclnmgen  (1)  ein 
unbetdiräM  uUegraUes  nennen. 

Wenn  umgekehrt  ein  System  linearer  totaler  Differentialgleichungen 
▼on  der  Form  (1)  vorliegt ,  so  fiagt  es  sidi  zonäehst,  unter  welchen 
Bedingungen  ist  dasselbe  unbeschrankt  integrabel,  und  weiter,  wenn 
diese  Bedingoi^peu  erfüllt  sind,  wie  kann  man  dasselbe  integriren? 

Soll  es  »  —  m  -|-  1-  Functionen  Xm  Xm4-i  •  •  •  d?»  der  unabhängfigen 
Variabein  XiX^...Xn-i  geben,  wejche  die  g^febenen  Gleichungen 
(l)  identisch  erfiillen,  so  muss^  wenn  h  und  i  irgend  zwei  verschiedene 
der  Zahlen  1,  2,  . . .  m  —  1  bezeidmen,  fUr  diese  Functionen 

folglich ,  wenn  man  durch  die  Charakteristik  d  andeutet,  dass  bei  der 

Differentiation  x,n .  .  .  als  solche  Functionen  von  Xk  und  ^  anzu- 
sehen sind,  für  welche  die  Kelationen  (2)  stattfinden, 

weiden,  oder  es  müssen  diese  Functionen  den  Gleichungen  genügen: 

dal      da.      i=^n(   .  cal        »  ^«1  \ 

Fuhrt  man  allgemein  die  Bezeichnung  Äii^f)  ein  für  die  Operation 

(4) 

SO  kann  man  die  Gleichungen  (3)  kürzer  also  schreiben: 

(5)  Ma\)-A,{a[)^0. 
Diesen  Bedingungen,  deren  Anzahl 

« (n  -  m  +  1)  ^'»-^''lilJ) 

ist,  muss  demnach  Genüge  geschehen  durch  diejenigen  Functionen 
x^. . .  Xn  der  unabhängigen  VariabeLn  . .  .  x,a-iy  welche  die  Glei- 
chungen (1)  ISsen.  Wenn  aber,  wie  hier  angenommen  wird,  diese 
Fünctionen  n  —  m'\'\  willkürfiche  Gonstanten  enthalten  sollen,  so 
ist  dies  nicht  anders  möglich,  als  wenn  diese  Bedingungen  sdum  an 
sich  identisch  sind. 

Das  identisehe  Bestehen  der  Behitionen  (3)  oder  (6)  ist  hitinmoh 
jedenfalls  nothwendig,  wenn  ditf  Gleichungen  (1)  unbeschiftnkt  integrabel 
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sein  sollen.  Dass  dasselbe  auch  hinreichend  ist,  wird  der  folgende  § 
zeigen,  welcher  lehrt,  wie  man  unter  yoranssetmng  der  Identitäten 

( •»)  .'m  .  .  .  als  Functionen  von  a:,  . . .  x^-i  und  von  n  —  »i  -{^  l 
willkürliclien  Constanten  so  bestimmen  kann,  dass  den  Gleichungen 
(1)  identisch  genügt  wird. 

Zuvor  bemerke  ich  noch,  dass,  da  nach  (4): 

ist,  die  Identitäten  (5)  auch  die  folgenden  nach  sich  ziehen: 

die  für  jede  beliebige  Function  f  gelten,  und  umgekehrt  die  Bedingungen 
(5)  ersetzen  können. 

Znrückfühnmg  des  Systems  (1),  falls  die  Relationen  (3)  identisch 
stattfinden,  auf  m  —  l  Systeme  von  je  tf  -  m  -f-  1  gewöhnliolien 
Differentialgleiohiuigen  erster  Ordnung. 

Wenn  es  überhaupt  n  —  m  +  1  Functionen  Xm, ,  .x,  der  nnab- 
hSngigoi  Yariabeln  . , .  x^-t  giebt,  welche  die  Gleichungen  (1) 
erfüllen,  so  mfissen  dieselben  zunächst  den  n-^fli-h  1  Glei^nngen 
genflgen: 

Dii'se  riloichungen,  in  denen  x., .  .  .  .r,„_i  nur  wie  konstante  eingehen, 
bilden  ein  System  von  n  —  m  -|-  1  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 

awisrhen  .r„.  .  .  .  ar„  und 
Öiud  daher: 

j..  94        . . .  a^-i     . . .  ap«)  tf* 

^  '  A»«f»,    fM  +  1,  ...» 

n  —  m  1  TOn  einander  unabhängige  Int^p»le  dieses  Systems,  so 
mfissen  die  L5sungen  . . .  u*«  der  Gleichungen  (1)  enthalten  sdin  in 
den  Gleichungen  (8),  deren  Integrationsconstanten  ci  nur  ?on  x^ ... a^_i 

abliängen  dürfen. 

Die  Gleichungen  (8),  als  vollständige  Integralgleichungen  des  Sy- 
stems (7) ,  sind  stets  auflösbar  nacli  .r„,  .  .  .  Man  kann  diese  .Glei« 
chungen  daher  benutzen,  uo^  durcli  dieselben  Cm  .  .  .     an  Stelle  v<m 

Xm  '  •  '      als  neue  abhängige  Variabein  einzuführen. 

Aus  (8)  ergiebt  sich  durch  vollständige  DiÜereutiatiou  und  Sub* 
stitutiüu  der  Gleiciiuugcu  (1): 
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A  =  I      \      A        i  =:  m        '  •'  /<  / 

Hierin  ist  alier  der  C'uetticiuiit  vnii  r/.c,  ideiiti^seli  Null,  weil  die  (ilei- 
t  Innigen  (8)  naeii  Voraussetzung  Integrale  des  .Systems  (7)  äiud.  Uuter 
Eiuiüiiruug  der  iieztiichuuiig  (4)  bleibt  daLur  nur: 

(9)  äci  — *""F"*4k(9*)  • 

A  =2 

Aus  diesen  )i  -  m  -|-  1  ( JleiclMingen,  in  denen  man  rechter  Hand  für 
x,n  .  .  .  J\  die  ans  den  ( ileiclnuigen  (8)  folgenden  Wertlie  einzusetzen 
hat,  sind  deninacli  die  neu  cingefillirten  tirösseu  r„.  .  .  .  6'„  zu  bestimmen. 

»Süllen  aber  die  (ileichungen  (8)  Integrale  des  »Systems  (7)  bleiben, 
SU  mfisseii  <lie  /.^  unabhängig  von  werden;  also  darf  in  den  Glei- 
chungen (9)  nicht  vorkommen. 

Dies  ist  in  der  That  auch  der  Fall.   Da  nämlich  nach  (6) 

und  A^       =  0  ist,  su  ist  auch 

f  ^  A,.{<pi  )  . 

eine  Lösung  der  Gleichung  A^{f)  =  0,  oder  Ahispk)  =  Const.  ein  In- 
tegral des  Systems  (7);  daher  werden  nach  Substitution  der  Wertlie 
von  .  .  .  x„y  die  sich  aus  den  Integralen  (8)  dieses  Systems  ergeben, 
die  Ausdrücke  A,,{(p{)  unabhängig  von  Xy. 

üie  Gleichungen  (0)  sind  somit  säiumtlich  frei  von  uvil  l,i>in/i  )t 
üic/i.  dalicr  nic/d  (im/cm,  wann  man  tu  iliwn  ilivucr  Variabdn  irjaiä 
wckhoi  Werth  hcikyt. 

Das  gegebene  System  (1)  ist  nunmehr  zurückgeführt  auf  das 
System  (9) ,  welches  nur  noch  m  —  2  unabhängige  Variabein  enthält. 
Dies  letztere  System  ISsst  sich  im  Allgemeinen,  d.  h.  solange  man 
Ober  das  System  Integrale  der  Gleieliuugcu  (7),  durch  welches  die  ci 
ab  Integrationsconstanten  eingeführt  w^en,  nichts  Näheres  festsetast, 
ofienh&r  erst  aufstellen,  nachdem  man  diese  Integrale  gefunden  hat. 
Nimmt  man  aber  für  die  ei  ein  bestimmtes  System  Integrationscon- 
stanten der  Gleichungen  (7),  nämlich  die  Aufangswerthe  der  ablmngigen 
Variabel  n,  so  erhält  man  den  grossen  Vortbeil,  die  Gleichungen  (9) 
?or  aller  Integration  bilden  zu  können. 

Man  kann  dies  direct  aus  dem  System  (9)  erkennen,  es  zeigt  sich 
aber  noch  klarer,  wenn  man  ausgeht  von  einem  andern,  den  Glei- 
chungen C9)  äquivalenten  Systeme. 

Bezeichnet  man  durch:  ^ 

(10)  Xk  ^  ifkOCi      .  ,  .  Om-l  Om  -  *  '  Cm) 

die  Auflösungen  der  Integrale  (H)  nach  Xm*  •  *Xm  oder  die  vollstän- 
digen Lösungen  der  Differentialgleichungen  (7),  und  führt  direct  durch 
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(10)  die  ci  als  neue  abhingige  Yariabl«  in  die  Gleidniiigea  (1)  ain, 
ISO  erliiUt  mau  jetst  aor  Bestimmimg  der  ci  die  CHeiehmigeii: 

iu  (leiieu  durch  die  Substitutionen  (10)  auch  die  a^^  auszudrücken  sind 

in  / ,  r  ,  .  .  .  .r,„   ,  c  (•„ ,  und  bei  deren  Aufstellung  benutzt  worden 

ist,  duää  durch  diet>e  iSubäiitutioueu  identisch 

wird. 

Wenn  man  diese  n  —  in  1  Gleichungen  nach  dc,„  .  .  .  auf- 
löst, so  muss  man  wiederum  zu  den  Olcichuu'xen  (9)  gelangen.  Man 
kjimi  daher  die  letzteren  ersetzen  durch  die  (Jleiclnuigeu  (II),  l^nd 
ila  nach  dem  Vorhergellenden  die  (.tleichuiigen  (U)  frei  von  j:,  sind, 
so  ist  es  gestattet;  auch  vor  der  Auflüsung  dired  in  den  Gleklmngen 

(11)  cfer  Vwnäbdnx^  nyaid  einen  hdMfigen  W0rAheümlegen,  Ar  doa 
diese  Gleichungen  noch  auflöBhar  bleiben.* 

Dies  TorauBgeschickt  seien  nun 

(12)  a?4  —  a;»(a5,  a:, . . .  a;«_ia;2, . . .  j;S) 

die  vollständigen  Liosungeu  der  Gleichungen  (7),  ausgedrflckt  in  a;,  und 
den  Werthen  x",  .  .  .  .c°  der  abhängigen  Variabein  x„.  .  .  .  a«,  welche 
dem  Constanten  Anlangswerthe  a:/*  von  angehören.  —  Dieser  An- 
faugswerth  kann  beliebig  <r(?wilhlt  werden,  nur  darf'  für  denselben, 
damit  die  zugehörigen  VVertlie  der  abhängigen  Variabein  willkürlich 
bleiben,  keine  der  (i'rüssen  ((l  unendlich  oder  uubestinuut  werden.  — 
Die  Ausdrücke  t  indem  sie  die  VVerthe  sind,  die  sich  durch  Auf- 
lösung der  aus  den  luiegraleu  (8)  folgenden  Gleichungen 

9l(^l  aSj  .  .  .  Xm-l  9m*  '  'X^^  *j  •  •  •  «in— 1  d!«  .  .  .  d^) 

für  die  Variabelu  ergeben,  haben  dann  die  Eigenschaft,  für  a:,  »  u;^' 
sich  auf     /u  rcdudreu. 

Setzt  mau  daher  in  dem  Systeme 


welches  sich  aus  (1)  ergiebt,  wenn  man  durch  die  ^Substitutionen  (12) 
die  Anlange werthe  Stdie  Ton  jTm  •  •  •     als  neue  VamUo 

einfuhrt,  und  in  welchem  nach  dem  Vorhergehenden  2,  einen  beliebigen 
Worth  erhalten  darf,     **^|^  so  reducirt  sich  dasselbe  auf: 

(13)  rf»?  — 

k=st 
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woiin  allgemem  aj^  den  Werth  bezeidmety  den  a{  durdi  die  Subeti- 
totioiieii 

•*!  ^™  «'I      >    •*«  ^™  •*'i»i>  •  •  •  *n  •*« 

annimmt. 

Aus  diesen  n — m \  GleicliiuijLicn  >  KJ),  tlie,  wie  man  sieht, 
vor  jeder  Integration  des  Systems  (7  i  uulgestellt  werden  können,  sind 
also  die  Anfangs werthe  als  Functionen  von  x.^  .  .  .  .r,„_i  zu  bestimmen. 

Die  Gleichungen  (13)  aber  bilden  ein  ganz  ebensolches  System 
wie  die  g^ebeueu  Gleichungen  (1),  nur  mit  einer  unabhängigen 
Yambeln     weniger.  Denn  da  nadi  TomQssetKnng  ideuUscli: 

isi,  80  bat  man  auch  identiach: 

also  erfQllt  ancfa  das  System  (13)  die  Bedingungen  der  unbeschränkten 
Integrabilitat  Mau  kann  dieses  System  daher  genan  so  weiter  be- 
handeln, wie  vorher  das  gegebene,  nämlich  durch  Integration  eines 
zweiten  Systems  von  »  —  m  -f- 1  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 
enteir  Oidnnng  dasselbe  znrflckf&hren  auf  ein  nnbesehrinkt  integrables 
System  mit  nur  noch  tu  —  3  unabhängigen  Variabeln  n.  s.  f.,  so  dass 
man  schliesslich  nach  Integration  von  m —  1  Systemen  von  je  n —  m  -f  l 
gewohnlichen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  von  deneu  jedes 
unabhängig  von  den  andern  aufgestellt  und  behandelt  werden  kann, 
zur  vollständigen  Intepfration  des  gegebenen  Systems  (1)  gelang'cn  und 

durch  ein  recurrirendes  System  von  Fornn-ln  r„  ausgedrückt  in 

:/ ,  j-.,  .  .  .  .T,„-  1  und  den  }i  —  -j-  1  willkürlichen  Coubtauten  des  letzten 
jener  m  —  1  Systeme  erhalten  wird. 

§  3. 

ZnrAekfahnuig  des  nnbeselir&iikt  integrablen  Systems  (1)  auf  ein  ein* 
ligeB  9pAm  tob  n  —  m     l  gewöhnliohen  Differaitialgtoiehiuigsn 

erster  OrdBimg. 

Durch  die  im  vorigen  §  angegebene  Methode  wird  die  Integration 
des  gegebenen,  unbesdaSnkt  integrablen  Systems  (1)  zurfickgeführt 
auf  die  Integration  von  m  —  1  Systemen  Ton  je  »  —  fi»  +  I  gewöhn- 
lichen DüÜBfeniialgleiohnngen.  Wenn  aber  der  besondere  Fall  eintreten 
sollte,  dass  man  die  Constante  so  wählen  könnte,  dass  fttr  jt,  —  a;," 
sammtliche  (m  —  2)  (n  —  m  +  1)  Grössen: 
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den  Worth  Null  erhielten,  so  würden  die  Glt'i<luin<^en  (13),  auf  welche 
ilurih  lutegration  der  Gleicbuiigeu  (7)  das  gegebene  JSystem  ^1)  zurück- 
geführt iüt,  äich  aui' 

dxl  =  0 

reducireu  und  daher  sofort  ergeben 

xlit  =  Const   f  3^+1  «=  Const ,  . . .  xj^ «  CSonst 

Es  würden  uns  dann  also  ischoii  unmittelbar  die  vollständigen  Lösungen 
des  ersten  jener  ti  —  J»  -f-  l  Systeme  gewöhnlicher  DiflSwentialglei- 
chuugen ,  ausgedrfickt  in  d?,  und  den  Anfangswerthen  von  dp» ... 
für  sobald  darin  diese  Anfangswerthe  als  willkfiriiche,  von 

. . .  Xm^i  unabhängige  Gonstanten  angesehen  werden,  die  vollstän- 
digen Lösungen  des  Systems  (1)  ergeben. 

Dieser  scheinbar  sehr  besondere  Fall  lisst  sich  nun  stets  durch 
eine  passende  Transformation  der  Gleichungen  (1)  herbeiführen. 

Fuhrt  mau  an  Stelle  von         . . .  Xm—i  i»  —  1  andere  Grossen 

«2  •  •  •  "^m-i  durch  m  —  1  beliebige ,  von  einander  unabhängige  Glei- 
chungen 

(14)  «ik  »=  a?i(«,  flf, . . .  a«,_i) 

als  neue  Variable  ein,  so  verwandeln  sich  die  Gleichungen  (1)  in,: 

l  =  fM  —1 

£ 


(15)  <2fl;*—   £  b^dui, 


worin: 


(16)  b^^  Lal-. 


Zu  gleicher  Zeit  erhält  man,  wtnn  man  in  einer  beliebigen  Function 
/'  von  Xi  äc^  .  .  .  Xn  die  Substitutionen  (14j  macht: 

.folglich: 

Da  wir  aus  dem  \  (>r  Ii  ergehenden  wissen,  dass  das  ursprüngliche  Sy- 
stem (1)  ein  unlx 'S(  liränkt  intei^rables  ist,  sobald  die  Identitäten  (8) 
l)o.stelieii,  Hü  folt^'t  unmitU'll)ar,  (hiss  unter  dieser  Voraussetzuug  auch 
das  traiisfurmirte  System  \        dieselbe  Eigenschaft  besitzt  und  daher 

zwischen  den  Coefhcienteu  b'^  desselben  die  Kelationen  identisch  statt- 
finden müssen: 
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in  denen  »  m  -|-  1| . . .  n  nnd  q  und  ö  irgend  zwei  der  Zahlen 
1^  2,  ...  Dl  —  1  sind,  und  die,  wenn  wir  allgemein 

(19)  ^»'^f^-^yißik 

setzen,  die  folgraden  nach  sich  ziehen: 

(20)  B,  {B„  (f  i)     Bn  {B^  {f)) . 

Dies  lasst  sicii  aucli  leicht  Uurc])  die  Jüechnung  verihcufien. 
Man  hat  nämlich  nach  (16): 

und : 

»=i     ^=1    a=m  *  3*a  V^««  ^«p      ^«f  ^/ 

Bildet  man  hiermit  die  linke  »Seite  der  Cileithung  ^^18)  und  vertauscht 
in  den  negativen  Gliedern  die  beiden  Summationsiudices  h  und  ft,  so 
eih&H  man: 

^  *       *  4-  z  6?  ^  *  I 

welche  Formel  direct  nachweist,  dass  von  den  beiden  Systemen  iden- 
tischer ßelationen  (3)  und  (18)  das  eine  stets  das  andere  nach  sich 
lieht.  . 

Man  kann  somit  zur  Integration  dee  aus  dem  gegebenen  unbe- 
schriüikt  integrablen  System  (1)  durch  die  Substitutionen  (14)  hervor- 
gegangenen Systems  (15)  genau  dieselbe  Methode  benutzen,  die  im 
Torigen  §  für  die  Integration  von  (1)  gewonnen  wurde. 

Nuch  dieser  werden  wir  zuerst  (Ue  ft  —  m  -f-  !>  gewöhnlichen 
DÜlerentialgleichangen 

(^^)         71^7         '  ~d^r  '  "  dttT^'* 

vollständig^  y.n  inteixriren  und  die  integrationsconHtanteii  auszudrückon 

liulicii  durcli  die  W  ci  tlir  .r"  r")  ricr  V'ariabeln  .',  '"„,  welche 

dem  cuiit»tuutcii  AiilangHwerÜi  a^"  vuu  a^  eutüprecheii.    Die  aUu  er- 
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balteiien  vollständigen  Losungen  der  Gleichungen  (21 )  geben  uns  dum 
sogleich  auch  die  Tollständigen  Lösungen  des  Systems  (15),  wenn  vrir 
in  ihnen  itlr  diejenigen  Functionen  von  «  ,  .  .  .       i  setsen, 

die  sich  durch  ToUstandige  Integration  des  Systems  ergeben: 

(22)  rfaf?« '^irV<^«.> 

dessen  Coefifidenteu  b*^  ans  den  Goeffidenten 

der  Gleichungen  (15)  durch  die  Annahmen: 
herroigehen. 

Nnn  aber  sieht  ans  die  Wahl  der  Sabsiitntionen  (U)  Tollkommen 
fird  nnd  es  erhellt  leicht,  dass  wir  dieselben  immer  so  einrichten  klonen, 

dass  simmfliche  Goeffidenten  h*^  der  Gldchtmgen  (22)  Terschwinden. 

In  der  Hiat  branchen  wir  zu  dem  Ende  die  Substitationen  (14)  nur 
von  der  Form  so  ndimen: 

(iJ3)  =  <  +  l«,  -  O  /* , 

w<»m  «1**  und  die  «l  Oonstaute^  dagegen  /*,  ^  . . .        beliebige  m  —  1 
Functionen  von      a.^  .  .  .  c(,n-i  sind,  die  nur  aelbstverständiich  stets 
so  gewählt  werden  müssen,  dass  die  Uldchungen  (28)  unabhängig  von 
dnander  in  Bezug  auf  «,     . . .  iVi-i  werden. 
Hierdurch  wird: 

und  illr  i  >  1 

*!-(«.-«.•) 

Wenn  wir  daher  der  Grösse  irgend  einen  solchen  constauten  Werth 
beilegen,  dass  keine  der  »»  1  I'\inctionen  f,,  unendlich  oder  unbe- 
stimmt wird  fttr  «|  *>«  a^^,  wenn  wir  üWdies  die  Constanten 

SO  annehmen,  dass  für: 

sSmmtliche  endlich  nnd  bestimmt  bldben,  so  wird  fSr  «,  jedes 
hl  "-mOy  in  welchem  i  >  l  ist,  während  die  Grossen      fbr  a(  » 

endliclie  luiU  bestimmte  Werthe  iK-halteu. 

Bei  dieser  Wahl  der  Substitutiunon  (14)  sind  daher  die  vullstäu- 
(ligen  Lösungen  der  i»  —  w  -j~  ^  gewdhnUdten  Diflineutialgleichungeu 
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(ßl),  wgedrileki  in  a,  und  den  Anfangawerthcn  Ton  Xm- .  *  i?»  für 
o,  «  woin  Bum  in  denselben  diese  Anfaugswerthe  als  wiUkflrliohe^ 
von  . . .  On-i  unabhäugige  Cüiit>tai]ien  betrachtet,  zugleich  auch 
die  Lösungen  des  Systems  totaler  Differantialgldfllumgen  (15)  dar.  / 
Ans  diesen  erhalt  man  aber  die  Lösungen  des  gegebenen  Systems  (1), 
wenn  man  für  ct^tt^, Om—i  die  aus  den  Substitutionen  (23)  folgenden 
Werthe  einsetzt. 

Die  Integration  des  gegebenen  Systems  von  n  ^  m  linearen  totalen 
Differentialgleichungen : 

(1)  dXk'^''s''a^dXk 

k^BBrn,  m  -\-  1 ,  .  .  .  n 

lässt  sich  somit  in  der  Voraussetzung;  dass  /wischen  den  Coefticienten 
desuelbeu  die  identischen  Helationeu  bestehen: 


a 


_        4.'!^  (a*        -  II*  ^i^^l  -0 


in  folgender  Weise  surQekfUhren  a«£  die  Integration  eines  einzigen 
S^sleiDs  Tom  n  —  m  -|-  1  gewShnÜehen  Dififinential^^eichungen  erster 
Oidnnng: 

Mm  fUhrt  oh  8t$Be  «oii  % . . .  d^.i  ciiircft  die,  tmfer  (Im  vorAm 
ai^pie^Swteiieii  Beaekränbmffm  wiBkSHiUA  ffewähUm  SubtÜMknm  , 

(23)  -  a;.-.x;^ -f(«, -«,«)/; 

r^ic  G~rössm  a,  .  .  .  «,„_  i  «Zs  «ewt'  umihhanyige  Variable  ein.  Hier' 
durdt  yeiU  das  gegelwite  iiiifstetn  (1)  über  in  das  folgende: 

(15)  <iä— *^ir*6irf«*, 

oMS  diesset»  CoefficieiUeti 


(24) 


d^i  dB^  . . .  ^rc7i  f?ic  £^u&£r^MuMWM  (23)  zu  cUminirm  sind.  Hat 
man  dam  dk  aus  (15)  fioigmdm  »  —  m  +  l  gewohmUdtm  Diff&rentialr 
gUkkmiigm  erder  Ordmmg 

voOständig  intcgrirt  uud  die  htfcgrationsconstanten  ausgedrückt  durch 
die  Änfangstcerfhe  , ,  ,  xSi  ßr  «i  «i®,  so  sind  die  ao  erkattenm 
Gleichuttgm  swiachm 
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vnd  den  wiUhurKdtm  Constanim  s^, .  die  voUstänäigen  JntegraU  . 
fßekhmgen  sowohl  der  ffemknUchen  IHffereniialgleidtmtien  (25)  ah 
mieh  der  tokden  IHfermiiälgleidtmgen  (15)  itnd  ntan  hratuM  daher 
nur  au8  diesen  Qldävmgen  «|  •  •  •  ««-i  ^  Süfe  der  Formdn  (23) 
Mu  iümimren,  um  die  wdbUändiffen  Int&frtdtßek^m^fen  des  gegt^bencn 
Systems  (1)  zu  fr/mltm. 

Die  eiijfaclisie  Art,  den  au  die  äubsiitutioueu  (23)  gestellten  For- 
derungen in  allen  Fällen  zu  genügen ,  ist  die,  dass  man 

und  für  A  »  2,  3,  . . .  m  —  1 

•   -P*  —  «1  4-  («,  -—  «,•) 

setsi,  worin  die  (Joustajiteu  a,^  o;«,*^ .  .  .  Xm^i  nur  m  zu  wülileu  siud^ 
dass  für 

a5j      Ä|®    ,        =  x^f  . ,  .        1  ^  fl^— 1 

keiue  der  Urüsseu       uneudJich  oder  imbestiumit  wird.    Mau  erhält 
diutu : 

—        +  «2        +        •  I 

K  =  («I  —  o  »;,»>!. 

Bei  ilur  i\l>kituiig  des  vorstehemleii  Sutzes  ist  kein  (Jebrauili  gemaelit 
worden  von  der  Aequivaleii/  der  unbeschränkt  integrableu  Systeme  von 
linearen  totalen  Diffimntialgleichungen  und  der  Jaco In 'scheu  Systeme 
von  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  in  der  bestimmten  Ab- 
sicht, die  Integration  der  letzteren  lediglich  aus  der  Untersuchung  der 
ersteren  zu  schöpfen.  Will  man  aber  die  bekannten  Eigenschaften  der 
Jaoobi'schen  Systeme  zu  Hilfe  nehmen,  so  kann  man  sich  Ton  dar 
ZurflckfÜhrbarkeit  des  unbeschrankt  int^aprablen  Systems  (1)  auf  das 
»System  gewöhnlicher  DiH'erentialgleichungen  (25)  auch  noch  auf  anderem 
kürzeren  Wege  ganz  ohne  liechnung  Qber/eugen.  Uni  den  (iang  der 
Untersuchung  nicht  aufzuhalten,  lasse  icli  diese  zweite  Ableitung  des 
obiüon  ^>atzes,  die  sich  noch  melir  als  die  vorhergehende  der  Schluss- 
weise  anschliesst ,  (liinli  welche  Herr  I'.  du  H  o  i  s  -  Hey  niond  diese 
Zurückl'ülirbarkeit  tiir  den  sj^ecielleu  l*'all  einer  einzelnen  linearen 
totalen  Diö'erentialgleichuug  nachgewiesen  hat,  erst  am  Schlüsse  (§  7.) 
folgen. 

§4. 

Integration  des  Jacobrschen  Systemes  Ak(ß  ^  0. 

Nach  dem  vorigen  §  sind  die  vollständigen  Integralgleichungen 
der  gewölinli(  heil  Dinerential-rleicliungen  (25),  ausgedrückt  in  nr,  und 
den  coustauten  Anfaugswerthen  von  Xm  '  •  •  Xn  für  «i  =  a^"  gleichzeitig 
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auch  die  vollsföndigen  Tnto^ralgleicbungen  des  Sjatems  totaler  Diffe- 
rGntialglciohun^cn  (IT)),  «las  ans  dem  gegebenen  (l)  dnrch  die  Sub- 
stitutionen (23)  hervorgeht. 

Die  vollständigen  Integralgleichungen  eines  Systems  gewöliiiliclior 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  besitzen  aber  die  Eigenachat't, 
dass  sie  auflösbar  sein  müssen,  sowold  nach  den  abhiingigon  \'aiiabelii 
als  auch  nach  den  Anf'angswerthen  derselbe]).  Man  kann  daht  r  die 
vollständige?!  I ntegralgleicliungen  <los  Systems  (2;');  benutzen,  einmal, 
um  aus  liinea  j',^  (bis  andere  Mal,  um       .  .  .  bestimmen. 

Es  seien: 

(26)  Xk  =  tfftiju^      .  .  .  a«_x      .  .  .  u:'i) 
und: 

(27)  asj     Z»(«i  «2  •  •  •  •  •  • 

die  also  erhaltenen  Wertbe  der  Xt  und  der  x^.  Durch  die  Substitutionen 
(26)  mUssen  dann  die  Gleiehnngen  (27)  identisch  erfüllt  werden,  müssen 
folgfich  die  Ausdrficke 

identisch  verschwinden.  Da  aber  nach  dem  Vorhergehenden  diese 
Substitutionen  zugleich  dem  Systeme  (15)  oder  den  Gleichungen: 

genügen,  so  muss  dasselbe  auch  von  den  Ausdrücken  gelten: 

wie  auch  direct  daraus  hervorgeht,  dass  die  Ausdrücke  B^ixt)  durch 
die  Substitutionen  (26)  unabhängig  von  «,  werdoi  müssen,  weil  bju 
unseren  Annahmen  i^,  (xt)  =0  und  damit  wegen 

zugleich  auch  ii,  (Jf* (;|rjt. ))  —  O  ist,  diese  Ausdrückt!  aber  verschwinden, 
wenn  man  a,  setzt,  weil  hierdurch  Xt  sich  auf  a;»  reduciren 

mnss  und  überdies  jedes      =  0  wird,  in  dem  h  >  \. 

Das  Resultat  Null  der  Substitution  der  Werthe  (26)  in  die  Aus- 
drücke Bi,{Xk)  kann  aber  nicht  abgeändert  werden,  wenn  man  darin 
rückwftrts  für  die  ihre  Werthe  (27)  einsetsst,  wodurch  die  Substi- 
tution selbst  aufgehoben  wird.  Also  muss  schon  vor  der  Substitution 
jedes 

sein,  oder  es  sind 
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LSnmgen  des  JACobrseh«n  Syitems  von  m  —  1  linMien  {MitMlan 
Diffarantialgleicbiingien : 

Dieses  Jaeobi 'sehe  System  aber  geht,  wie  dieFonnel  (17)  lehrt,  ans 
dem  aiideni: 

dadurch  hervor,  dass  man  durch  die  Substitutionen  tt\  ct^  •  ■  -  ^m-^i 
au  Stelle  von  kir  I  wt/*^  •  •  •     ~—  t 

einfahrt  und  muss  sich  umgekehrt  wieder 

in  letzteres  verwandeln,  wenn  man  rückwärts  die  «  durch  die  :r  aus- 
drückt. Die  Lösungen  f  =  Xmf  X>n  +  \,  •  ■  •  Xn  des  ersten  Systems  geben 
uns  daher,  sobald  wir  in  denselben  für  or,  .  .  .  a,„_i  die  aus  den 
Substitutionen  (23)  folgenden  W  ertlie  setzen,  zugleich  auch  die  Lö- 
sungen des  zweiteu,  dem  gegebenen  System  (1)  äquivalenten  Ja cobi-, 
sehen  bystems. 

Hieraus  entspringt  die  folgende  Methode  zur  vollständigen  Inte- 
gration des  gegebenen  Jfecobi'echen  Systems  von  m  —  1.  linearen 
partEeUen  DüBarentialgloiclrangen: 

h     1 ,  2,  . ,  ,  fn  —  1 . 

Man  drücke  durch  die  m  —  1 ,  unter  den  im  vor.  ^  angegebenen  Be- 
schränkungen beliebig  gewählten  Sttbstitutimen 

(23)  ocm  =  xl  +  (a,  -       /i(a,  «,  .  . .  a^^i) 

die  Qröum: 


»1 -(«.-«.")  .f.  «tä^;.. 

durch  «I  «2  •  -  -  «"-I  '  '  •  X.»  aus  und  bilde  mit  den  ersteren  die 
n  —  «>  -|-  1  gewöhnlichen  IHfferenUalgieiehungen  erster  Ordnung 

9«!  etil  "»T*  »  ^jjf^ 

Hat  man  diese  Gleichungen  vollständig  integrirt  und  die  IntegraOons- 

constardai  ausgedHicht  durch  die  Anfangswerihe  .  .  .  der  ab- 
hängiym  Variabein  für  a,  =  «,*',  so  liefert  die  Auflösung  der  ei'haltenen 
Inkgraigkichungen  nach  diesen  Anfangswerthen  n  —  m     l  Functionen 

a{       Ii  («I  «j  •  •  •        t  ^  •  .  •  sin)  t 

die  )>  —  hl  -j-  1  Lösuttgen  sind  des  JacobV sehen  System»: 
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tuid  die,  ivnin  man  aus  Unu-n  mit  liUjc  <lrr  (tIpk kunijtn  (23)  «, 
climinirty  übergehen  in  die  n  —  m -\-  1  Lösungen  des  gegebenen  Ja- 
eohi'si^m  Sgstenis  (28). 

§6. 

Zur  AnfAndimg  einer  Lösung  des  gegebenen  Jacobi 'sehen  Systems  (28) 
Ist  nur  erforderlich  die  Kenntniss  eines  beliebigen  Integrales  der  ge- 
wöhnlichen DilforentialgleiGhimgen  (25). 

Doroh  den  leisten  Stttz  vA  die  Auffindung  aüer  LSeuiigen  eines 
Jacobi'sehen  Systems  Ton  der  Form  (28)  zorQekgefQhrt  auf  die  wö- 
itändige  Integration  eines  einzigeii  Systems  von  n  —  m  -)~  1-  gew51in> 
ficfaen  DiffarentialgleicliQngen  erster  Ordnung.  Bei  den  meisten  und 
wiohtigsten  Anwendungen  der  Jacobi'sehen  Systeme,  bei  der  Imte- 
£pration  der  partiellen  Differentialgleichnngen  erster  Ordnung  und  bei 
dem  Pf  äff 'sehen  Probleme  handelt  es  sich  aber  gar  niefat  am  die 
allgemeine  Lösung  der  auftretenden  Jacobi'sehen  Systeme,  sondern 
es  kommt  immer  nur  darauf  an ,  von  jedem  eine  Losung  zu  ermitteln. 
Daher  ist  es  von  der  grossten  Wichtigkeit  zu  untersuchen,  ob  man 
nicht,  auch  ohne  das  »System  (25)  vollständig  iutegrirt  zu  haben ,  eine 
Losung  des  Jacobi'sehen  Systems  (28)  oder  (29)  finden  könne. 

Angenommen,  man  habe  irgend  ein  Integral 

F(Uf  <^  . . .  üm—i  <!«■•«  s«)  "»  Gonst. 

dar  Differentialgleichungen  (25)  gefmiden.  Die  voUständigeu  Lösungen 
dieser  DiAnmitialgleichuugeu,  ausgedrflckt  m  %  «nd  den  Anfangs- 
werthen  yon     •  •  •  ^r«  fHr  «i  »  a,*^  genügen  dann  der  Oleidiung: 

(30)  U'^Fia^  «j . . .  . . a;«)  —  .F(«i«    . . .  a«_i  a;2; . . .  »2)  —  0. 

Nach  §  3.  genfigen  aber  diese  Lösungen,  wenn  man  in  ihnen  xt,..,jit 
als  unabhängig  von  cc^. . .  a,n-i  ansieht,  anch  den  totalen  DüEbrential- 
gleiehnngen  (15)  oder  den  Qleichungen: 

Sie  müssen  folglich  auch  den  Gleichungen  identisch  genügen: 

(32)  B,iV)  -  1^  ^  =  ü, 

die  mau  durch  Differentiation  der  Gleichung  U  =0  nach  «a  unter 
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Berrieksiclitigmi}?  der  ilelaüonon  CM)  orliält*).  lHorbei  ist  ilie  Form 
der  (jleicliuii<^  [J  ==  0  goji'/.  gleichgültig,  (lenau  dasselbe  gilt  auch 
für  jed«'  (tieicliiing  1'==  0,  die  diirrli  irgend  welche  algebraische 
Operationen  aus  der  (iloic  liinif,^  (80i  luTvorgeht. 

Von  ilon  m  —  1  ( ileicliuii^^eii  {  ',VJ)  ist  die  erste  stets  identisch^ 
oder,  falls  man  diese  (Tliithiu)^  niclit  direct  mit  der  (ileieliung  (30), 
sondern  nn't  einer  beliebigen  anderen,  dieser  äquivalenten  (Gleichung 
gebildet  hat,  doch  eine  Idosse  algebrai.sche  tolge  der  (ileieliung  f '  =  0. 
Unter  Umständen  kann  auch  von  den  übrigen  ein  Theil  identisch  oder 
dne  blosse  algebraische  Folge  der  Gldchung  Ü^O  sein.  Diejenigen 
aber  der  Gleichungen  (32),  welche  diese  Eigenschaft  nicht  bedtseu, 
sind  neue  Integralgleichungen  des  Systems  (25).  Mit  jeder  solchen 
neuen  Integralgleichung  kann  man  nun  ganz  ebenso  Terfahren,  wie 
mit  der  Gleichung  17 0  und  erkennt  so  die  Möglichkeit,  ans  einem 
mmdgeu  Integrale  der  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  (25)  durch 
UoaM  DitVerentiation  eine  ganze  Reihe  neuer  Integralgleichungen  der- 
selben abzuleiten,  Integralgleichungen,  die  alle  demjenigen  System 
vollständiger  Inte^aigleichungeu  dieser  Differentialgleichungen  ange> 
hören ,  aus  dem  sieh  die  abhllngigen  Variabein  durch  und  die  fQr 
«1  »  «,*'  genommenen  Antangswcrtlic  bestimmen. 

Verbindet  man  hiermit  die  Bemerkung  (die  auch  schon  im  vor.  § 
hätte  benutzt  werden  können,  um  /.u  zeigen,  dass  die  dort  erhaltenen 
Ausdrücke  I>/,(Xi^)  identisch  Null  sein  müssen),  dass  sich  aus  (Jlei- 
chungen,  welche  einem  solchen  System  vollständiger  lutegralgleichungen 
angt'liiireii  .  niemals  eine  von  den  Autangswertlien  der  abhängigen 
Variabein  völlig  freie  (Jleichung  ergeben  kann,  oder  dass,  \v<'nn  man 
eine  solche  Gleichung  erhalten  hat,  dieselbe  nothwendig  identisch  sein 
muss,  so  wird  man  auf  den  folgenden  Weg  geführt,  wfw  von  dcM 
gebenm  Integrak  Fmm  QmsL  oder  U^O  ehr  GleidMmjen  (25)  m  einer 
Lösung  des  Jaeohi'adten  Systems  (29)  zu  gelangen» 

Wir  bringen  durch  Auflösung  nach  irgend  einem  in  dem  Integrale 
27  0  vorkommenden  Anfangswertbe  der  abhängigen  Variabein,  z.  B. 
nach  a4»  diese  Gleichung  auf  die  Form: 


*)  Dies  lüBst  sich  wiederum  aach  direct  einscheu.  Nach  Voraunetsang  itt 
nuiulich  Bt(F)=^0,  folglicli  aiuli  ^,(r)  =  0,  folglith  wegen: 

iiuth  Bt(Ii^fJ^))^0.  Der  Werth,  ilen  n^{U)  ftlr  die  voUttJUidigen  L«)sun<jon  der 
Diflerentiiilglcichungen  (25  erhält,  ist  also  unabhiingig  von  or,.  Dieser  Werth 
verschwindet  aber,  wenn  man  a,  —      setzt,  weil  hierdurch  ^„  =  ^2,»  .  •  •  = 

daher  nach  (80)  ^ —  —  0  wird  and  sogleich  jedes  verscbwindet 
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(33)  .r*  «  .  .  .  a,„   i  j  „,  .  .  .  a  ,         .  .  .  x^) 

ujid  bilden  hiermit  die  m —  1  (Jleicliun^oii 

(84)  =  f;-  +  iV,      - 0, 

von  (leiHMi  «lio  «M-st»'  idciitisc  Ii  ist.  Vom  diesen  Gleicliuugen  kann  keine 
eine  blosse  al^ebruisclie  Folge  der  ( i  Icii  Innig  (33)  sein,  da  /,'!,  in  ihnen 
gar  nicht  vorkommt.  Sind  sie  .säiumtlich,  ebenso  wie  di«'  erste,  au 
sieh  identisch,  so  ist  inniiiftell»ar  der  ans  (I  —  0  erhaltene  Werth 
voji  eine  gemeinsame  LVsimg  «ler  in  —  1  linearen  partiellen  Difleren- 
tialgleichungen  (2!)).  Ist  dies  aber  nicht  der  Fall ,  so  nnuss  sich  aus 
den  Gleichuogeu  (34)  stets  noch  ein  Theil  der  übrigen  Anfaugswertbe 
^1+1  •  •  •  ^  beBÜmmen  luBen,  weil  es  noch  dem  Vorhergehenden  on- 
möglich  ist,  diese  Anfangswerthe  vollständig  zu  eliroiniren.  Nehmen 
wir  an,  dass  sich  sri,^t,  , . .  a^^A-i  ans  den  Gleichangcn  (34)  be- 
stimmen Hessen,  so  k5nnen  wir  nnn  mit  jedem  der  also  erhaltenen 
Werthe 

a^+i     ■=  üiw+i     («!•••  ««-i  ««• . . .  «w  itt+k 

ebenso  operiren,  wie  vorher  mit  der  üleiclmng  (33)  unil  werden  hier- 
durch SU  Oletehungen  gelangen,  die  nicht  eine  blosse  algebraischo 
Folge  der  Yorhergehenden  sein  k5nnen,  weil  sie  die  Griiasen 

X,„  ...-/,„  ^  I 

gar  nicht  enthalten,  die  vielmehr  an  sii  Ii  identisch  sein  oder  ihrerseits 
wieder  einen  Theil  der  übrigen  Anfangswerthe  bestinnnen  nn'issen. 
Anf  diese  Weise  wird  man,  falls  man  nicht  vorher  schon  auf  eine 
gemeinsame  iÜHung  der  m  —  1  Gleichnngeu  {'29)  gekommen  ist, 
S4rhlie8slie(i  dazn  gelangen  railsBon,  alle  in  dem  gegebenen  Integrale 
Ut^O  enthaltenen  Anfiuigswerthe  der  abhängigen  Variabein  auszu- 
drücken durch  IC,  . . .  «m-t  x^,  *  ,Xn  allein.  Bildet  man  aber  nun 
mit  irgend  einem  dieser  AusdrHcke  die  m  —  1  Gleichungen  Ihif)  "= 
so  siml  diese  frei  von  allen  Anfangswerthen  und  niHssen  daher  an 
Hich  identisch  sein.  Jeiler  dieser  AnsdrHcke  ist  also  fwas  übrigens 
anch  direct  ans  dem  vorigen  §  folgt)  eine  Lösung  Ach  Jaeobi'schen 
Systems  (29)  nu«l  fülglich  auch,  nachdem  man  rückwärts  für 

ihre  Wcrtlie  aus  den  Substitutionen  (23)  gesetzt  hat,  eine  Lösung  des 

gegebenen  .1  acobi '.sehen  Systems  (28). 

ünt  also  eine  Lösnuij  dieses  Jacohi^sthfn  Sydietm  roit  w/  —  1 
linrnrni  pnrtieUen  Diff'rreutinlffleirhuuflm  Mit  »/  uutihhiinffifjm  Varinheln 
tu  f  'imleu .  ist  rs  Hur  uöthig,  irgetul  eiu  hitegral  der  »*  —  t» -|-  1  ge- 

MftthtmatUcho  Annalen.  V.  30 
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wohnlieken  Differetdialgleu^ngen  (25)  eu  heimm.  Nach  der  TorzQg- 
lichsten  der  froheren  Methoden*)  dagegen  erforderte  die  Anffindnng 
einer  solchen  Losung  die  Kenntniss  je  eines  Integrales  von  m  —  1 
Systemen,  von  denen  das  erste  aus  n  —  m-f- 1,  jedes  der  flbrigien 
höchstens  aus  ebensoviel  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  besteht. 

Die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Onlnang 

und  das  Pf  äff 'sehe  Problem. 

• 

Jacobi  hat  bekanntlich  die  IntLgration  der  partiellen  Differential- 
gleichungen  erster  Ordnung  surOckgefQhrt  auf  die  Aufgabe,  von  einer 
Reihe  Jacobi 'scher  Systeme  linearer  partieller  Diffsrentialgleiehungen 
von  der  Form  (28)  successive  je  eine  LSsnng  au  finden.  Kommen  in 
der  gegebenen  partiellen  Dilfereutialglciehung,  die  man  frei  von  der 
unbekannten  Function  selbst  annehmen  kann,  n  unabhängige  Variable 
vor,  so  bestehen  diese  Jacobi'schen  Systeme  resp.  aus:- 

1 ,  2  j  .  ■  4  IH      l ,  ...  st  1 
linearen  partiellen  Differentialgleichungen  mit 

2»  —  1,  2n  — 2,  ..  .2»  — m  +  I>  . . .»  +  l 
unabhängigen  Variabein. 

Nach  der  im  vor.  §  auseinandergesetzten  Methode  erfordert  daher 
die  vdQständige  Losung  der  ffegehenm  Gkidtufig  nur  die  ErmOtelHng 
eines  Integrales  von  je  einem  System  von 

2(1»— 1),       — 2),  ...2(M  — »1+  1),  ...2 

f/riiuhtillrlirn  ])ifj(  i  (  ii{i(il(jlri(  Ii ii iii/rti  i  rsti  r  Ofdiiii));/ .  wiilirt'iid  mau 
trüliiT**)  di  r  Jvciiiitniss  bedurfte  je  ciiifs  Integrales  für  <'in  System 
VDii  2{u  —  1)  ge\vi)hnlichen  Ditlt.'re)itiuly;l<'i(  Illingen  und  für  je  2  üy- 
st-enio  von  'J^n  —  2),  .  .  .  2(m  —  m  \),  ...  2  gewohnlitiien  Differen- 
tialgleichungen und  in  ungünstigen  Hilen  selbst  diese  Anzahl  von 
Integrationen  noch  nicht  ausreichend  sein  konnte. 

Die  Integration  gestaltet  sich,  wenn  man  die  einfachste  Form  der 
Substitutionen  (23)  wählt,  hier  folgendermassen : 

Er  hat***)  allgemein  das  (m  —  l)*«*  Jacobi 'sehe  System  die  Form : 

A  — » 1 ,  2,  .  .  . . ,  m  —  1 , 

*)  V  gl.  Clobsch,  Cr  eile  J.  6fi,  p.  201. 
**)  Vgl.  Clebüch,  Orcllo  J.  Gö.  p.  805. 
)  Vgl.  Ja  colli,  Vorli>fttiiigon  über  Dynamik  p.  393,  Crello  J.  (Ui,  p.  äS. 
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woriu  J)i  Pi  .  .  .p,„~i  UU8  den  vorhergehenden  Jacobi'scheu  Sysiemeu 
bestimmte  Functiotieii  ^vou  qi  q.  •  •  ^  Um  Pm  •  ■  -  Ph  ^ind,  för  welche  die 
AosdrQcke 

identisch  verschwinden. 
Setzt  man  nun; 

(36)  4,—«,,     —  ..««-i—fli-i+(«,-«i") ««-II 

worin  «i*  9«"  >  • .  9t,— it  unter  der  Yoraosseixungy  dass  die  Functionen 

bestimmte  endliche  Werthe  hebalten,  belielig  gewählte  Constauten 
sind,  und  eliminirt  hiermit  9,  4, ...  $«,-1  9xa  den  AosdrQcken: 


(37) 


|"  i  =  Ih  +     2h -\  ««-I  i'— J 

\  u\  =  {u^   -  «/•)  p.    ,    t  >  1  , 


80  verwandelt  man  hierdurch  das  vorgelegte  Jacobi  stlie  iSy stein  (;$;'» j 
in  das  folgende: 

Von  diesem  kann  man  nach  den  Aoseinandersetarnngen  des  vor.  §  eine 
LSsung  finden,  sobald  man  ein  Integral  des  Systems  von  2(ii  —  w  +  1) 
gewöhnlichen  Differentialgleichungen  kennt: 

1     m,  a»     1>  . . .  fi 
und  braucht  daher  in  dies«  LBsung  nur: 

zu  setzen,  nm  aus.  ihr  eine  Losung  des  gegebenen  Systems  (35)  zn 
erhalten. 

In  ganz  analoger  Weise,  wie  bei  der  Integration  der  jiartiellen 
Difterentialgleicliungen  erster  Ordnung,  wird  auch  bei  dem  IMa ff  sehen 
l'roblente,  d.  h.  bei  der  Aufgabe,  die  gegebene  lineare  Differential- 
gleichung 

h  (^-^'i  4-  Kl     H  '^  '  ä«  =  <' 

durch  Gh'ichungon  zu  integriren,  durcli  das  fiii<xi'g»'lM'n»'  \  tTtahrcii 
dit^  Aii/.alil  dfr  erforderlichen  Intogratiniifii  last  niii  die  HüUlc  vcr- 
niiiidort.  Man  erkennt  nämlich  ohiic  Sdiu  icrij^kcit  aus  der  Met.h»»dc. 
die  Herr  Clebsch  zur  lw<'>suni;  dieses  Probli-nis  vor^rscliriclicu  hat*), 
dass  sich  dasselbe  ztuüekfiihren  lüsst  auf  die  Auffindung  je  einer  ixLStuig 


*)  Vgl.  naiuentlicli  Grelle  J.  Gl,  p.  1&3  und  C&,  p.  üfiC. 

30* 
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▼on  H  Jacobi 'sehen  Systemen  von  der  Form  (28),  die  resp.  bestehen 
aus  1,  2,  . . .  n  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  mit  je  2n 
unabhängigen  Variabeln.  Nach  dem  Vorhergehenden  h^ngt  die  Auf- 
findung einer  Losung  des  dieser  Systeme  nur  ab  von  der  Ermitte- 
lung  eines  Integrales  von  27i  —  i  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung.  Aber  dieses  t'*  System,  welches  erst  aufgestellt  werden 
kann,  naclideni  man  von  jedem  der  vorhergehenden  eine  Lösung  ge- 
funden hat,  besitzt  in  Folge  der  Art,  wie  es  aus  diesen  entst«dit,  selbst 
/  —  1  bekannte  U*>sungen.  Kein»'  von  diesen  LlVsnni^cn  ist  dicjcnig»", 
die  man  wirklich  bram  lit,  <l('iiii  diese  mnss  uiKililiiiugig  sein  vim 
jenen  —  aber  jede  «lerselben  liefert  uns,  wenn  wir  sie  (ausgedrückt 
in  d»'n  neuen  Variabein  er)  einer  ( 'oiistanteii  trleu  Ii  setzen  ,  ein  Integral 
jener  2ii  —  i  gewöhnlichen  Ditlerentiulgleichungen.  Man  kennt  also 
von  vornherein  »  —  1  liit4^rale  dieser  Gleichungen  uud  kann  mittelst 
derselben  die  2n  —  t  Differentialgleichungen  KurOckfQhrmi  auf 

2n  —  1)  =  2w  —  2/  -f  1 . 

Die  Auffindung  einer  bruuchliaren  L<»sinig  des  /'""  .1  acobi  sehen  Sy- 
stems verlaugt  demnach  nur  die  Kenniniss  eines  Integrales  von 

2w  —  2i  -f  1 

gewiihniirhen  DiH'erentialgleiciiungen  erster  Ordnung.  Zur  rullsfön- 
<li(fr,i.  Liisiinff  (A's  rfd  f f'üi  lirn  ]*ioblciHit  tat  es  folglich  anmriviund ^  cm 
Inityral  ton  je  eoirm  Systrni  von 

2n--  1,  2m  — 3,  2w  — 5,  ...  1 
gewöhnlichen  DifferetUialgleichungm  e$'ster  Ordnung  su  kennen. 

Anderer  Beweis  des  Satzes  von  §  3. 
Unter  Voraussetaung  der  Identitüten: 

besit/.en,  wie  Herr  Clebsch  nachgewiesen  hai*)i  die  in — 1  linearen 
partiellen  Difierentialgleichungen 

n  —  w  -f- 1  von  einander  unabhängige  Lösungen,  die  durch 

bezeichnet  werden  mögen. 
*)  Grelle  J.  G&,  p  2(10. 
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Da,  wenn  man 

Hetzt : 

winl,  so  sidit  man,  dass  «)it'so  Ijösiiii^eii  vuij  eiiiaii<ler  unabhängig 
sein  niüsspii  in  nczu«;  aut       '«+1  .  .  .  a?«. 
Heizt  man  daher: 

SO  müssoii  sich  au8  dienen  Gleichungen  .r^  x^+i  .  .  .  Xn  bcsiiinmeil 
lassen  als  Functionen  der  Variabein         . . .  Xm-i  und  der  Gröflsen 

I»clraclit<'t  man  die  letzteren  als  willkürliche  Constaiiten,  so  rje- 
u\\'^t')\  ihr  ans  (42)  folgenden  VVerthe  von  x^, . . ,  Xn  den  n  —  »» -|-  1 
Cileichungeii : 

E     "  Idxi-     2:  a\dxA^% 

die  sii  Ii  (hir(  Ii  vo!lsländi;;e  Dittcrentiatioii  der  (»leichungen  (  \'2  \  unter 
Hennt/un^  »ler  IdeiitiliUen  AitiJ'jt)  —  0  ergeben.  Da  aber  die  Deter- 
nituaute  dieser  Cileichungeii 

an  sich  nicht  Null  ist  und  daher  auch  nach  Substitution  jeuer  Werthe 
nicht  identisch  verschwinden  kann,  so  folgt,  dass  dieselben  den  fl — m-\-l 
linearen  totalen  Differentialgleichungen  GenOge  leisten  müssen: 

Bestehen  daher  die  Identitäten  (40) ,  so  giebt  es  stets  n  —  m-\-l  EWe- 
tionen  von  ,  ./  ^  . . .  x^^i  und  von  n  —  fii  -|-  1  willkürlichen  Con- 
stanten Cm  Cm+i  •  •  •  Cn,  Unabhängig  von  einander  in  Bezog  auf  die 
letzteren,  welche,  iiir  x^  x^+i  »x»  gesetzt,  den  Gleichungen  (43) 
identisch  genügen. 

Bezeichnen  wir  diese  Lösungen  des  Systems  (43)  durch 

(44)  Xl  ^  fpji{X^  X,  .  .  »  Xm-X        . .  . 

und  v^'rsteheu  unter   unhestiuiiiite  Coustanieu,  so  müsüeu 

sich  liieriiach  die  n —  in  -\-  1  Gleicliuugeii: 

«  9kW  V  •  •  •  «Si-i     . . .  «») 

stets  auflösen  lassen  nach  c», .  .  .  c«.  Durch  Substitution  dieser  Werthe 
nehmen  die  Losungen  (44)  die  Form  au: 
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(4ö)  xx  «  Mfi  (r,  a?, . . .  x,„  _  i  .r,"      .  .  .  .r);) , 

wo,  iu  Folge  ihrer  Eiitsiehungsarti  die  Fuuction  tt  fflr 

sich  auf     reduciren  muss. 

Führt  man  nun  für  ^,  .r^ . . .  .^w- 1  die  neuen  Variabclu  . . .  or^  -  i 
durch  die  m  —  1  Gleichungen  ein 

(46)  xa^xI-{-  («,  —  «i";  /*  («4  «2 . . . 
wmhirch : 

(47)  ilfiiXi  . .  .a:,„_i  urj^a?,". .  .a?2)  =  . ..  ««1-1  a|".tV*^". .  .äS) 
werden  möge,  so  erholt  man  aus  (45)  die  Lösungen: 

(48)  Xi  =«  Yi(«,  a;,». . .  »J) 

des  Systems  linearer  totaler  Diffmentialgleichongen  zwischen  x„  ,  .  .  r,, 
und  tt^  tt^  . .  ,  ajM.i: 

A=  I 

in  wt'lelit  s  »las  System  (43)  durch  die  Hubstiiutioiien  (46)  flbergciil. 

Die  (ileichuii<^eii  (4'^)  geuilgeii  hicriuicli  im  Besondern  auch  den 
u  —  m  -|-  1  gewöhnlichen  Differentialgleichungen : 

(ÖO) 

Hat  man  aher  <lic  Coii^taiito  so  gewnMt.  dasa  koiiie  der  m  —  l 
Functionen  /a  uueudlich  oder  unbestimmt  wird  für  so  wird 

itlr  «,  =       nach  (4ri)  jedes  ar*  =-»      und  daher  nach  (47)  Vi  «=  asj. 

Es  siii'l  l«>lglich  die  (JleieliuDgen  (48)  diejenigen  Lösungen  der 
ge\vi)hnliclii'n  Diflerentialgleichungen  (50),  die  sich  für  n-,  «,'*  auf 
die  dem  Anfaugswerth  a,"  von  «i  zugehörigen  Werthc  der  abhängigen 
Variabein  o.  reduciren. 

Uiugekelirt  iiiuss  es  daher  stets  möglich  sein,  die  liitrgrations- 
constanten  in  cineiii  System  voll.stiindiger  L<');5ungen  df/r  11  ni  -f-  1 
gcwidinliclien  Ditterentialgleiclunig<'n  (oO)  .so  zu  hestimuien,  dasü  dies«? 

Li">;5ungen  für  «,  ~  a"  die  willkürlich  bleibenden  Werthe       Ji?„  —  i  il 

annehmen,  und  die  so  erhaltenen  Lösungen  müssen,  wenn  man  darin 
diese  Anfangs  werthe  als  unabhängig  von  «.^  «.i . . .  f<m-i  ansieht,  zu- 
gleich die  totalen  Düforentialgleichungen  (49)  erfaUeUi  mfissen  also, 
nachdem  man  iu  denselben  rfickwarts  fQr  «r,  it, .  •  *  «m-i  ihre  Werthe 
aus  den  Substitutionen  (46)  gesetst  hat,  auch  den  totalen  Differential- 
gleichungen (43)  Genflge  leisten. 

Leipzig,  Februar  1872. 
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iiiikrystalliiii.st  Ik  t  Mi'dk'ii. 

Yun  Karl  Von  der  Müiill  in  Lbipzio. 


JEis  üoli  iu  (ItiDi  NachfolgeuUtfU  eine  Löduug  der  Aufgabe  versuclit 
werden : 

Aul"  (Jriiml  diT  UiidulHtiuustlK'oriu  dir  (u'.^cizc  woiüith  cboiie 
Liclitwellcii  an  der  <ir('ir/i'  zweier  vollkcmiiM-ii  iliurlisjcliligcr  iiiikiy- 
Hbilliiii.selK'r  Medien  iclleitirt  iiinl  gebrucljcii  wurduu,  streug  aua  den 
Pfiiici|»ieii  der  Metliaiiik  altzuloiteu, 

J)('iikeii  wir  uns  zwei  lioiuojj:ciie  elastische  Medien,  die  iii  irgend 
eiuer  Fläclie  siiieinauder  grenzen,  im  Uebrigeii  uubegrcuzt  sind,  und 
denken  wir  uns  ferner  die  kleinsten  Theile,  die  Molecflle  der  beiden 
Medien  in  Bchwinguugen  um  ihre  Gleichgewichtslagen  versetzt»  so 
liefert  die  Anwendung  der  mechanischen  Principien  erstens  für  jedes 
der  beiden  Medien  drei  allgemeine  Diflflerentiidg^eichiuigen)  welchen  die 
Projcctionen  der  Venrückong  nach  den  Coordinatenaxen,  die  drei  Yer- 
rttckungen  eines  Tfaeilchens  aus  seiner  natürlichen  Gleichgewichtshige 
als  Fonetiuncn  de.s  Orts  und  der  Zeit  Genüge  leisten  uiQssen,  und 
zweitens  sechs  Grenxgleichungen  swisclien  den  Werthen  der  Verrückungen 
und  ihrer  DilVerentiulquotienten  nach  der  Normale  für  die  gcracin« 
schaftliehe  GrenzHäche  der  beiden  Medien;  von  diesen  sechs  (irenz- 
glcirliun^^en  enthalten  die  drei  crsteni  die  liedini^ning,  dass  die  beiden 
Medien  itiiiner  mit  eiinmder  in  Ileriiliruiiy  stehen,  dass  alsu  die  W'erthe 
der  Verrüekungen  l^eini  Dureligang  durch  die  Grenze  Keinen  Sprung 
erleiden,  uihI  die  drei  letztern  die  Medingung,  dass  der  muletulare 
Druck  anl  beiden  .Seiten  der  Gren/.lhiehe  derselbe  sei,  dass  also  auch 
die  Wcrthc  der  Moleculardruckcomponeuten  beim  Durchgang  durch 
die  Grenze  keinen  Sprung  erleiden. 

Diesen  sechs  Grenzgleichuugen  kann  in  dem  Fälle,  dass  eine  ebene 
transversale  Welle  auf  die  eboie  Grenze  der  beiden  Medien  trifft,  nur 
dann  streng  Genüge  geleistet  werden,  wenn  eine  reflectirte  und  eine 
gebrochene  longitudiiinlo  Welle  neben  den  transversalen  angenommen 
wird;  das  Auftreten  von  solchen  longitudinalen  Wellen  steht  aber  in 
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Widerspnich  mit  ilen  durch  Beobacbtung  fetttgesteliten  Gesetzen  der 
Lichtorscheiiiunf^en . 

Es  ist  mm  «las  frobloin  der  Ueflexioii  iiihI  Urfrlmii^  auf  (irmnl 
zweier  vers(  liifdener  Aiiiuvlimen  theoretist  li  ht-liamli  lt  wurden,  /nei-sf 
von  I  icMiel*)  auf  (irund  der  einen,  und  f>]iälrr,  im^^elahr  gleicli- 
y.eitiy,  von  F.  E.  Neuniunn**)  und  Mac  C"  u  1  lag  Ii  •  auf  Grund 
der  andern  Auuuluue;  wegen  des  Nähern  verweise  ich  auf  die  Neu- 
mann'sche  Abhandlung.  Beide  Herleitnngen  haben  das  gemein,  dass 
den  sechs  oben  erwähuten  Grenzgleichuiigcn  bloss  zum  Theil  Genüge 
geleistet  wird,  und  dass  zur  Bestimmung  der  Constanten  ein  allge- 
meines Princip,  welches  sieh  bei  einer  streng  mechaniseheu  Behand- 
lung des  Problemes  als  Folge  ergeben  muss,  zu  Hilfe  genommen  wird, 
das  Princip  der  Erlialtung  der  lebendigen  Kraft  Die  Verseliiedeiiheit 
der  beiden  Theorien  ))eruht  wesentlich  darauf ,  dass  Fresnel  die  An- 
iialiMie  macht,  die  Dichtigkeit  des  Lichtäthers  in  den  verschiedenen 
durchsichtigen  Medien  verhalte  sich  unigi-kelirt  wie  das  (Quadrat  der 
Wellenläng«' ,  dagegen  sei  die  Elasticität  (h's  iiiclilätliers  (iberall  dieselbe, 
wiiliieiid  Xeunianii  und  Mac  Cullagh  gerade  umgekehrt  die  Hicli- 
tigkcit  d<>.s  Lichtätherä  üherall  gleich  und  seine  ElaHticitüt  verschieden 
annehmen. 

Die  Jieohachtung  hat  bis  jetzt  zu  keiner  F]ntscheidung  zwischen 
den  beiden  Theorien  geführt j  es  hat  sich  vielmehr  eine  L'ebereinstim- 
mung  sowohl  der  Fresnerschen,  als  der  Neumannscheu  Formeln 
mit  den  beobachteten  Tbatsachen  ergeben,  sobald  mit  Fresnel  an- 
genommen wird,  dass  die  Schwingungen  eines  geradlinig  polarisirten 
■Strahls  senkrecht  auf  die  Polarisationsebene  gerichtet  sind,  oder  mit 
Nenmann,  dass  sie  in  dieser  Ebene  stattfinden.  Und  zwar  haben, 
je  nachdem  die  eine  oder  die  andere  dieser  Annahmen  gemacht  wird, 
die  Beuba( htungen  die  Fresnel'schen  oder  die  Neu mann'schen 
Furmeln  al;^  jedenfalls  angenähert  richtig  erwiesen  für  die  folgenden 
Grössen:  Die  geradlinige  Polarisation  und  die  Drehung  der  Polarisa- 
tionsebene  durch  partielle,  die  elli|itische  Polarisation  durch  totale 
IJetlexion.  Es  nuuss  also  jede  Theorie,  wrh  lu-  nn't  beobat  hteten  That- 
saclieu  nicht  in  Widerspruch  stehen  soll,  auf  l*\_)rni»'Iii  für  die  ge- 
nanntr'U  (inVssen  führen,  welche  mit  den  Fresnel  scheu  oder  mit  den 
Neumauu'üchyn  angenähert  übereinstimmen. 


*)  Memuiru  sur  U\  loi  des  mudilicationb  quo  lu  refluxiuii  impriiue  a  la  luniitro 
polaris^.  Ann.  de  chim.  et  de  piiys.  XL  VI.  1831.  —  Oeuvre»  complHcM  d'Aii;xii>(iu 
Fresuel.   No.  XXX.  T.  I.  \u  7()7.  —  Lu  a  TAc.  des  8ci<-ii(  i  s  h-  7  jaiivier  \H2:i. 

**)  Tlicori'tisclio  l 'iiUTriiu  lniiiLr  'li  f  <Jfs(;fxr,  iiin  li  wcli  lu-n  i|.i>«  birlit  an  der 
Gvi'tn.f  /.Weier  vollkuiniut'n  diuiliru  1:1         Meüieii  rclluetiit  iiikI  ijeliruehen  wird, 
üul.  iu  der  Ac.  der  Wuch.  am  7.  l»er.  l^Aj.  Abhillg.  der  Ucrl.  Ac.  vom  .labru  18aü. 
*•*)  Tr.  Boy.  Iriiih  Acad.»  XVII,  pU  U,  XVIII,  pl.  I,  XXI. 
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i^pätrr  hat  Caachy*)  eiiu'  riimri«'  «Ut  lieHoxioii  niid  Brechung 
tlcs  Lichtes  sticiij^  aus  inet-liaiiischeii  Priiicipicn  uli/uleiteii  versiulit. 
Das  Charakteristische  dieser  Theorie  besteht  iu  deu  iolgeadeu  beideu 
Paukten : 

Die  ncdiii;j;uii<jf,  dass  dio  drei  ('omiMmeiit«Mi  des  molecularen  Dnn  1<s 
auf  beiden  Seiten  der  Grenze  denselben  Werth  ludien ,  ist  ersetzt  durt  h 
die  Bedint]^iin<]f ,  ihiss  eine  solche  (Jleichheit  l)es(eheii  soll  für  die  DilVe- 
r<'iitial(juutienten  der  ilrei  Verrückun^^en  nach  der  Nurniaie  an  die 
(ircii/.e;  zweitens  soll  in  «len  beiden  lii>tiion<-ti«'ii  Aellurnietlien  «his 
<,>iia(lral  <]<r  F()rt[iflan/ungsgesch\viiidigkuit  l'iir  luugitudiiiale  Wellen 
eine  negative  (Jri'tsse  si-in. 

Auf  dieser  (Jriuulla;ic  \A  Cauchy  zu  Formeln  fiir  die  lietlexion 
und  IJret  hnnt^  ufelau«,'! ,  weh  he  mit  den  Fres  nerseln  ii  in  vollsländij^c 
Uebereinstimniuii;^  zu  bringen  sind,  welche  lerner  auch  solche  Ab- 
weichungen von  diesen  Formeln  erklären,  wie  sie  von  Janiin**)  sind 
beobachtet  worden. 

Doch  ist  die  Darstellung,  welche  Canchy  von  seiner  Theorie 
gegeben  hat,  in  mancher  Hinsicht  unvollständig  und  sehr  weuig  &ber- 
sichtlich;  fortwährende  Wiederholungen  und  Aendcrungen  in  dem 
Gang  der  Entwicklung  machen  es  namentlich  schwer,  aus  der  grossen 
Zahl  Ton  Abhandlungen  diejenigen,  welche  wesentlich  Neues  enthalten, 
und  BUS  denselben  die  Theorie  in  ihrem  ganzen  Zusammenhange  und 
in  ihrer  endgiltigeu  Form  herausKufiuden.  Es  haben  daher  diejenigen 
ein  wesentliches  Verdienst,  welche  die  rauehy  sche  Theorie  vollständig 
auszuarbeiten  und  in  einfacher,  übersichtlicher  l<orm  dan&ujttellen  unter- 
nommen babfii,  im.l  /war  tlieilweise  zu  einer  Zeit,  wo  von  Cauchy 
nur  die  Endtornu  lM  mit  einij^en  Andeutungen  über  den  (!aii«x  seiner 
Entwicklung  veriHlentlicht  waren;  unter  diesen  Nachfolgern  von  ('aiichy 
»ind  besonders  zu  m-nnen  A.  von  fittinghuusen***J,  Beerf), 
B  i  8  e  n  I  o  h  r  ff) ,  1>  r  i  o  t  fft). 

Dieselben  haben  jedoch  ihr  Aiigciimcrk  mehr  darauf  gerichtet,  die 
ThiMU'ie  aus  den  angenommenen  <  In  n/glciilmngen ,  den  sogenanntiMi 
(  'oniiuuitätsbediugungun,  zu  culwickulu,  als  die  Annahme  dieser  Grenz- 


*)  Siehe  beB.t  Ex.  d^ODalyio  et  de  phys.  math^  Tome  I.   1840.  p.  133  und 

•JI-J.  M.'ni.  de  rillet.,  seitioii  de  l'Ac.  dos  sc.  T.  XXII,  1850,  p.  17.  —  Ferner 
<1i<-  iK'hrtVi'iKl«'!!  Alihdl^'.  in  <li>u  Coiuplvt»  Ueudutt  dos  »«^anoeB  de  VAc.  de«  So.« 
Jiihrgäiige  IHIVJ,  io,  4y  und  5U. 

**)  Ann.  de  cbiin.  et  de  pliya.,  III      i.  29,  »0  und  31. 

***)  Pogff.  Ann.  L.  1810.  —  Sitiber.  der  Wiener  Ac.  d.  Wbch.,  B.XVU1,  1855. 

i  )  Vo^-r.  Ann.  XCI.  XCII.  1861. 
tt.)  l'oKg.  Ann.  CIV.  18r»8. 
ttt)  Coniptus  lioudus  LXIII.  Liuuv.  Juurn.  XI. 
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gleiehuiigeii  zu  begiiiiiden.  Diener  letztere  i'iuiki  ist  aber  der  eut» 
Kehcidende  und  bedarf  einer  eitigchcnderu  Discussion. 

fVr  Weg,  <li>u  Ciiueliy  und  seine  Nachfolger  gegangen  sind,  ist 
im  \\  esciitlielien  der  folgende: 

Es  wird  ein  allmähliger,  stetiger  rehergiiiig  von  flem  einen  Medium 
ziiiu  andern  angenonnnen  in  Bezug  auf  Dichtigkeit  und  Elastit  ität, 
und  zwar  soll  dieser  Lebergaj)g  innerhalb  einer  Schielit  .stattfinden, 
welche  die  beiden  homogenen  Medien  von  ciuauder  trennt;  die  Dicke 
dieser  Uebergangsschicht  wird  schliesslich  sehr  klein  im  Vergleicli  za 
einer  WellenlUngc  gesetst.   Dann  werden  durch  Betrachioug  der  Wir- 
kungen, welche  die  einzelnen  Aethermolecüle  auf  einander  aoefibeu, 
allgenieine  Differentialgleichungen  für  die  sehr  kleinen  Schwingungen 
dieser  Aetherniolecfile  abgeleitet;  die  so  erhaltenen  drei  Gleichungen 
sind  linear  und  homogen  in  Bezug  auf  die  Differeutialquotienten  der 
drei  YerrfickungMi  nach  dem  Ort  und  nach  der  Zeit  nnd  bestimmen 
bei  WeghiiJsung  von  (iliedern  liöherer  Ordnung,  was  Inr  die  hier  an- 
zustellende Betrachtung  ohne  Bedeutung  ist,  die  zweiten  Ditferential- 
fjuotieuten  «lor  V'errücknngcn  nach  der  Zeit  als  .Summen  der  l'rodukt« 
Von  gewissen  CoefHeienten  in  die  zweiten  unii  in  die  ersten  Oitlerential- 
»juotienteu   der  Xerriickungcn   nach   dem  Ort.     Die   eln-n   »  rw  iilinteu 
Coefticienteii  sind  in  dem  allgemeinen  Falle  eines  nicht  linmogenen 
Mcdiinns  l'iinctionen  des  Orts;   sie   sind  gegeben   in   der  l'orni  von 
Summen,  welche  auszudehnen  sind  über  alle  Molecüle,  die  auf  ein  an 
einem  bestimmten  Orte  befindliches  Molecül  eine  Wirkung  ausüben, 
und  es  hangen  die  Grössen  unter  den  Summenzeichen  ab  von  der 
Kraft,  welche  zwei  Molecflle  in  einer  bestimmten  Entfernung  aufein- 
ander ausüben,  und  von  der  Lage  der  Molecflle  im  uatOrlichen  Gleich- 
gewichtszustand.   Und  zwar  sind  fQr  die  Coefficienten  der  zweiten 
Differentialquotienten  nach  dem  Ort  die  Glossen  unter  den  Summen- 
zeiclien  proportional  einem  Ausdruck  zweiten  oder  vierton  Grades  in 
Bezug  auf  die  rechtwinkligen  Coordinatcn,  welche  die  Lage  der  Molecüle 
gegen  einander  bestiuiinen,  dagegen  für  die  Coefficienten  der  eisten 
Differentialquotienten  die  (irossen  unter  den  Summenzeichen  propor- 
tional einem  Ausdruck  dritten  Grade.s.    Für  ein  homogenes  Medium 
sind  sännntliehe  (\)effi(ienten  et)nstant,   nnd  für  «'in  homogenes  un- 
krystalliniselies  Medium  niü.ssen  alle  Summen  verseliwinden ,  wo  die 
(  Jrösse  unter  dem  Sumuienzeii  hen  juojiortional  einer  ungeradeJi  Potenz 
einer  <ler  ix'lativen  Coonlinaten  ist.   Somit  fallen  aus  den  Ditferenlial- 
gleiihungen  für  eiji  homogenes  iinkrystallinisches  Mellnau  die  ersten 
Difi'erentialquotienten  der  Verrückuugeu  weg;  es  ruducireu  sich  femer 
die  Coefficienten  der  zweiten  Differentialqnotientcn  auf  zwei.  Diese 
seien  h  und  1t,  und  zwar  bezeichne  h  die  Summe  mit  dem  Ausdruck 
zweiten  Grades  in  Bezug  auf  die  relativen  Coordinaien  und  k  die 
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»Stmirae  mit  dem  Ausdruck  vierten  Grades.  Es  ergiebt  sich  dann  k 
als  (las  Quadrat  der  Foripflaii'/ungs<resch windigkeit  fOr  die  ebcneu  traiis- 
versaleu  Welleo,  welche 'sicli  iii  dem  homugenen  iiukrystalliiiisüheu 
Medium  fortpflanzen  können,  iirifl  h  -\-  'Sk  als  das  Quadrat  der  Fort- 
pflanzuii«(.sgeschwiiidigkeit  ttir  die  ebenen  longitudinalcn  Wellen. 

Beächränken  wir  also  die  Betrachtung  auf  den  Fall  uiikrystalli- 
nisclier  Medien,  und  nehmen  wir  den  oben  angegebenen  stätigen  Ueber- 
gang  von  dem  cirK'ii  liomogenen  Medium  /um  andern  an,  so  ImlxMi 
Avir  auf  den  bcidcji  8eit<'ii  der  Ueliergaiigsscliicht  iiir  die  Verriickimgfu 
Differctitialgleiciuuigeu  mit  zwei  Coiistaiiteu  h  und  /•;  diese  haben  für 
•  lit'  beiden  Medien  endlich  ver.stliiedene  Werthe.  In  der  Uebergangs- 
scliitht  dagegen,  wo  das  Medium  nicht  boniogen  ist,  haben  wir  Difle- 
reuUalgleichungen  mit  einer  viel  grösseru  Anzahl  von  Coefficienten ; 
neben  den  zweiten  Diflüerentialquotieiiten  der  VerrQckuDgen  nach  dem 
Ort  kommen  noch  die  ersten  vor;  es  sind  ferner  die  Coefficienten  nicht 
oonstant;  sondern  sie  sind  Functionen  der  Normale  an  die  Grenxc. 
Wird  nun  die  Dicke  der  Uebergangsschicht  sehr  klein  gegen  eine 
Wellenliuige  gesetzt,  und  wird  ferner  angenommen,  es  kSnucn  in 
diesem  Falle  alle  Coefficienten  nur  endliche,  nicht  aber  zum  Theil 
innerhalb  der  Uebergangs.scbicht  sehr  grosse  Werthe  erhalten,  so  folgt 
aus  dem  Priiicip  der  Continuität,  dass  die  drei  Verrückuiigen  und  ihre 
niflereutialquotienten  nach  der  Normale  zu  buideu  Seiteu  der  Grenze 
denselben  Werth  haben  müssen. 

So  gelangt  man  zu  den  Olrenzgleichungen,  welche  der  Cauuhy'- 

sehen  Theorie  zu  Grunde  liegen,  und  die  zweite  Annahme,  welche 
dir  Ucboreinstimmung  dii.ser  Theorie  mit  der  Ertahrung  we.sentli(h 
mitbt'dingt,  ist  die,  das.s  für  ein  homogenes  unkrvstallini.sches  Medium 
h  nJ,  einen  negativen  Werth  habe,  also  (<la  /.  nothwendig  positiv 
sein  nuiss,  damit  die  FortpHanzuiig  transversaler  Wellen  möglich  sei), 
diuss  h  negativ  und  zwar 

—  Ä  >  3* 

sei.  Diese  Annahme  führt  zu  einem  rein  imaginären  Werth  für  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  longitudinalen  Wellen ;  dadurch 
werden  die  reflectirten  UJid  gebrnchenen  longitudinalen  Strahlen  so- 
genannte verscliw indende  Stralilen  (rayons  evanescentsV,  sie  versetzen 
nändiih  das  Medium  in  eine  IJewegUJig,  welche  ujit  der  Fjutfernung 
von  der  Grenze  ausserortlentlich  rasch  al)nininit  und  in  jeder  messbaren 
Entfernung  verschwindend  klein  ist;  daher  sind  solche  Strahlen  ohne 
alle  Bedeutung,  wenn  es  sich  um  die  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft 
handelt. 

Bei  dieser  Gelegeuheit  will  ich  noch  bemerken,  dass  eine  ganz 
ähnliche  Theoiie  der  Reflexion  und  Brechuug,  wie  die  ebeu  besprochene 
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Caueliy 's,  um  «licscHut  Zeit  von  (jireeu*)  iai  eutwiokeU  und  dann 
von  llau^lilon**)  <'l\v:us  m<nli(ici»t  wurden;  der  Ausgangspunkt  ist 
<1<  i>i'11m>,  naiiit'iitlich  was  «lic  üii^fiiMinnnMicn  Cirenzgloichungeu  betrifft; 
t\iv  Eiultnrnulii  abrr  wciclicii  von  dcinii  Caucliy's  ab,  weil  lircen 
«Ii»'  l''iirt|»llaii/jiii<j[sHr(.w:(  li\viii(li;(kt'it  i\vv  luii^itiuliMab'ii  Wellfii  nicht  ima- 
ginär, 8()iiil(  rii  uiicudlicii  gwsH  uugeuumnien  hat,  und  ilorr  ilaughtoii 
sehr  gross. 

Nun  ist  aber  wenigstens  eine  der  beiden  Aniiahnion,  auf  welche 
sich  die  Caucby^sclie  Theorie  gründet,  nicht  aufrecht  zu  erhalten, 
sabaid.  mau  elastische  Differeutialgleichungeu  ableitet  durch  Betrach- 
tung des  molccularen  Drucks.  Und  zwar  ist  es  in  Bezug  auf  diesen 
Punkt  ganz  gleichgQltig,  ob  man  bei  der  Entwicklung  der  Ausdrücke 
für  die  Componenten  des  moloculareii  Drucks  zurückgeht  auf  die  zwischen 
den  einzelnen  MolccQlen  wirkenden  Kräfte,  wie  dies  Poisson***)  und 
in 'seinen  frühesten  Arbeiten  Über  ElasticitiitHtheorie  aiu  Ii  Cauchy 
gethan  haben,  oder  ob  man,  wie  es  in  den  bekannten  Lehrbüchern 
der  Ehisticitütstheorie  von  Lani<>  und  von  Ciebsch  geschieht,  über 
die  Wirkung  der  ein/elnon  ^bJlecüle  auf  einander  gar  keine  Voraus- 
s«»t/ung  niaclitf).  (Jelit  man  nämlich  aus  von  den  Ausdrücken  für 
«lie  ('«»miK  iiciiti  ii  des  nioleculart'ii  Drucks  durcli  die  ersten  nitlerential- 
fjuotienten  der  V  errückungen  nai  h  dem  Ort,  und  uiaclit  man  wieder 
(he  Aunalime  eines  continuirlii  lieii  IJebergangs,  so  sind  die  Coeffi- 
cienten,  \velche  in  jenen  Au.»di  iit  kcn  für  die  Molecnlardruckeomponenteu 
vorkommen,  in  <len  beiileu  homogenen  Medien  als  Coustanten,  dagegen 
in  der  UebergangHschicht  als  stetig  sich  äudurude  Functionen  der 
Normale  an  die  Grenze  zu  betrachten;  ferner  müssen  sich  nach  dem 
Prijicip  der  Continuität  die  Werthe  der  VerrOckungen  und  die  der 
Dmckoum|iüneuten,  oder,  was  dasselbe  ist,  da  die  Coefificienten  sich 
stetig  ändern,  die  Werthe  der  Verrfickuugen  und  ihrer  Differential- 
quoUenten  nach  der  Normale  beim  Durd^ang  durch  die  Grenzschicht 
stetig  ändern;  dann  erliält  mau  fiir  den  Fall  einer  unendlich  dünnen 
Uebei^ngsscliiclit  die  Bedingungen,  dass  erstens  wieder  die  Com- 
ponenten  der  \'rniickung,  zweitens  aijer  die  Componenten  des  mole> 
cularen  Drucks  auf  beiden  Seiten  der  (Jrenze  denselben  Werth  liaben; 
mau  gelangt  also  zu  genau  denselben  ( irenzbedingungen,  wie  in  dem 
Falle,  Wo  jHiui  die  Annahme  macht,  dass  die  beiden  homogenen  Medien 
in  eiuer  Fläche  au  einander  grenzen.  Es  können  jetzt  die  Diilereulial- 


«)  Cambridge  Trani«.  Vll.  pi  L  1839. 

**)  riiil.  Miij;.  (1\  VI.    -  TlMiinBon  J.   1863  und  5t. 

***t  M.  Mi,  <le  riuKl  .  VIII.  IHlM». 
t)  JJukiumihch  it>t  die  Aurc^un^  Uivacr  Dctrachtuiigttwuit>e  uucli  auf  Cauchy 
xuiüdBofahfen. 
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quotienten  der  Verrflckungen  nach  der  Normale  nur  dann  auf  beiden 
Seiten  der  Grenie  denselben  Werth  haben,  wenn  die  ElasticitSt  der 
beiden  Medien  dieselbe  ist.  Somit  werden  wir,  wenn  wir  die  Oauchy'- 
sehen  Gren/bodingungoii  mit  don  Betrachtongen  Ober  den  nioleeularen 
Druck  in  Einklang  l)ringon  wollen,  zn  der  Fresnel'schen  Annahme 
gleicher  Elasticitat  get'Uhi-t. 

Sucht  man  nnn  ilon  Cinind  der  Verschiedenheit  auf,  wckho  das 
angegebene  allgemeino  iiosultal  je  nacli  i\vv  einen  oder  nach  (h»r 
aiulcrn  liehandhnjg  (h\s  Proldenies  Ix-sit/i,  so  liiidet  man  densclKfii  in 
der  verschiedenen  Korni  der  I)iir<'r<'n(i;ilgl('i(  Inmi^cii  tiir  die  (  flxMgaiii^s- 
schidit.  Canchy  Ix-rilcksK  litii^f  keine  A liliänglgkeit,  '/.\vis(  Ihmi  iN  u 
( 'oel'licienten  der  ersten  und  denen  tU'r  /weiten  Ditt'erential(jiiotien(en 
in  seinen  Ditferentinigleichungen ;  leitet  mau  dagegen  aus  den  Aus- 
drQcken  fQr  den  molecularen  Drnek  die  Differentialgleichnngen  für  die 
Uebergangsschicht  ab,  so  erhalten  die  Coefficienten  der  (ilieder  mit 
den  ersten  Differentialquotienten  der  VerrOcknngcn  die  Form  von 
Differentialquotienten  der  Goefficienten ,  welche  in  den  Gliedern  mit 
den  zweiten  Differentialquotienten  vorkommen,  nach  der  Normale  an 
die  Grenze.  Sollen  nun  die  let/.tern  Coefficienten  bei  einem  Durch- 
gang durch  ih'e  (Jren/e  ihren  Werth  selir  raach  ändern,  wie  dies  l)ei 
einer  cndlidien  Verschiedenheit  «h'r  1»eiden  homogenen  Medien  in  Hezng 
auf  Klasiii  ität  und  bei  einer  sehr  kleinen  Dicke  der  Uebergangsschicht 
(h»r  Fall  sein  mnss,  so  erhalfen  die  hillerenti!df|notient4'n  derselben 
nach  der  Nornuile  nothuendig  iniu'rliall)  der  l'ebergangsschiclil  sehr 
grosse  Werthe;  dies  stj'iit  aber  in  Widerspruch  mit  der  von  Cau<  liy, 
all^'rdiiigs  stillschweigend,  gemachten  \  oraussetznng,  dass  keiuer  der 
Cuethcienten  einen  sclir  grossen  Werth  auuelime*). 


*)  üm  dies  an  einem  einfachen  Beinpiel  deutlich  zu  machen,  sei  die  Grösse  u 

(eine  Vorruckimg)  sitHige  Function  der  unablianf^i«,'«}!!  Vanalteln  r  i^Jer  Normale 
au  die  Qrenz«).  Wir  haben  einmul  v'we  Gleii:huiig  vou  der  Form: 

.d*u  .   ^  du  . 

wo  die  GrBsson^  und  B  gegebene  FoueliODen  von  «-«nd,  und  wo  tüv  die  beiden 
tirensen  0  und  e  (Dicke  der  Uebe^jangsschidit)  von  g  A  die  Werthe  und  Af 
andimmt,  B  verschwindet,  das  andre  Mal  dago^n  eine  Oleichnng  von  der  Form: 

wo  für  die  beiiien  (jreiix.eu  von  ^  wieder  die  liriiieii  \\'erüic^l|  und  vl^  anniunai 
und       verscbwindet.  Aua  der  ersten  Gleichung  folgt: 

e 


Js?'"^-Jät."- 
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Die  erste  der  beiden  Annahmen  Cauchy's  liease  sich  demnach 
mit  den  Beteaehtnngen  über  den  molecularen  Draek  dorch  Annahme 

gleicher  Elasticitüt  für  alle  Aethermedien  vereinigen;  die  VOTScbieden- 
lif'it  in  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Lichtwellen  wäre  dann 
allein  lj('(liii<rt  dnnh  die  Verschiedenheit  der  Dichtigkeit.  Allein  die 
zweite  Annahme,  dass  in  einem  homogenen  Aethermediuni  das  Quadrat 
der  Fortprtauzungsgeschwindigkeit  für  longitudiuale  Wellen  einen 
jh'guliven  W'ertli  «'rlialto,  ist  mit  den  Hetrachtungen  über  den  mole- 
enluren  Druck  nielit  vertrüglich ;  diese  bedingen,  wenn  überhaupt  ein 
<  ilcieligewiclits/.nstand  des  Mediums  mtiglich  sein  soll,  einen  reellen 
W  erth  für  die  FortpHanzungsgeschwintligkeit  der  lougitudinalcu  Wellen. 
Damit  füllt  ^ber  die  Cauchy'sche  Theorie  der  Reflexion  und  Brechung. 

Man  führt  nun  allerdings  zur  B^^^rflndung  dieser  Theorie  wohl 
an,  es  seien  die  Ca uehy 'sehen  elastischen  Differentialgleiehougen, 
wenigstens  in  gewisser  Besiehong,  allgemeiner,  als  diejenigen,  welche 
man  aus  der  Betrachtung  des  molecularen  Drucks  ableite,  es  f&hre 
die  Betrachtung  dieses  molecularen  Drucks  eben  zu  einer  Beschz&nkung, 
welche  man  vermeiden  könne,  so  lange  es  sich  um  ein  unbegrenztes 
Medium  handle.  Dann  erhebt  sich  aber  die  Frage,  ob  ein«'  solche 
Heschrilnkung  noUiwendig  sei,  oder  nicht,  und  diese  Frage  möchte 
nicht  ohne  Weiteres  zu  verneinen  sein.  Denn  es  darf  nicht  ausser 
Acht  gela.sson  werden,  das«?  die  Bedingungen,  welche  nadi  Canchy 
wegen  dos  jiatürlichen  ( JleicligewichLszu.standes  ertiillt  sein  müssen, 
nicht  hinreichejnlt*  B(Hlir)gungen  für  das  (?h>i(  hgewicbt  sind:  es  niuss 
vielmehr,  damit  ein  stabiler  < ncichgewirbts/ustand  des  Mediums  mi»glieh 
sei,  die  von  einem  einzelnen  Moiecülc  auf  ein  anderes  ausgeübte  Krat't 


Erhidt  nun  innerhalb  der  Crcnxen  A  and  e  von  »     ebemowenig,  wie  ^  einen 

«ehr  groicen  W«rtti.  lo  wird  da«  Integral  anf  der  rechten  Seite  «ehr  klein,  sobald 
c  «ehr  klein  ist;  wir  erhalten  ako,  wenn  e  «ehr  klein  gesetzt  wird: 


wo  der  Indei  1  beaeichnet,  das«  »*  0»  und  der  Index  2,  da««  x  *-  e  sn  «etsen 
«ei.  Dngegcn  folgt  aus  der  «weilen  Gleichung: 


OR  k;ii)ti  :il>o  diT  rtillVn'iif  i.tl<|ii><< it  nt  von  n  mu-  il.iiin  für  die  beiden  Grcnxon  von 
t  don&ülbin  Werth  annehmen,  wenn  Ai  gleich  iet. 


e 


u 


folglieh 
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jedenfalls  gewisse  besomleie  Eigenschaften  be.siUfn,  Eigenschaften, 
welche  für  die  Erfüllung  der  C  au chy 'sehen  Gleichgewicbtsbediiigungeii 
ohne  alle  Bedeutung  sind,  welche  dagegen  einen  wesentlichen  Einfloss 
anf  die  Wertbe  der  erwähnten  Coefficienten  ausQben  mflsaen.  Deshalb 
scheint  mir  gerade  der  Punkt ,  dass  die  Poisson'sche  Entwicklung 
auf  eine  Anzahl  weiterer  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  fUhrt, 
und  zwar  anf  solche  Bedingungen,  welche  fQr  die  zwischen  den  Mole- 
cOlen  wirksamen  Kräfte  ganz  besondere  Eigenseboften  bedingen,  fSr 
die  Giltigkeit  der  von  Poisson  abgeleiteten  Gleichungen  zu  sprechen, 
und  OS  scheint  mir  im  höchsten  Qfade  raisslich,  eine  Theorie  dnrnnf 
zu  gründen,  dass  die  ('oefficienten  in  den  Ca u chy  sehen  elastischen 
Differentialgleichnngen  Wertlif  annehmen,  welche  mit  den  dnrch  He- 
tiacbtnng  des  molecularen  Druckes  erhaltenen  llesultaten  nicht  ver- 
trüglicb  siud'^j.    Deshalb  kann  ich  die  Theorie  der  iiellexion  und 


*)  Wird  mit  Caucliy  angenoinnen,  es  habe  die  Wirkung  sweicr  MolecOle 

auf  einander  die  KiihiiiDg  der  Verbindungsliuie,  ilt  ferner  die  Kraft,  welche  ein 
Mok'cül  auf  r-in  unilores  in  der  Entfernung  r  ausübt,  gleich  f\r),  Ijt'zoiclint'D  end- 
lich für  den  Fall  des  uatürlichen  Gleichgewichts  .r,  y,  z  die  relattvea  Cuordiuuten 
dM  Orte,  wo  ndi  da«  wirkende  Molecfll  befindet,  in  Bezug  anf  den  Ort,  wo  die 
Wirknag  ausgeübt  wird,  so  ergeben  sich  als  fiSr  das  Gleichgewicht  nothwcndige 
Bedingungen; 

Oa^A«*)^*    U.  ».W. 

Die  Siunme  ist  anasudehnen  fiber  alle  Molecflle,  welche  anf  ein  boBtimmtes  Mo- 
lecfll ehie  Wirkung  ausftben.  Bs  nnd  dic^^die  eiuaigen  Bedingnagen,  anf  welche 

Canehy'fl  Entwicklmig  fflhrt.  Diese  Bedinguii<,'i  n  sind  nun  fiir  ein  homogenes 
unkrystalliniBches  Medium,  wo  die  Sununen  mit  un^'eraden  I'otcn/.en  der  rohitiveu 
Koordinaten  j^,  z  veiHchwintlen,  hei  jeder  beliebigen  Annahme  über  die  Natur 
der  Fundion  f  erfBlIt;  es  kann  aber  s.  B.  stabiles  Oleiehgewioht  «nmOgUeh  statt-' 
finden,  wenn  zwischen  denlfi^cillen  eine  An/.iehung  umgekehrt  proportional  einer 
panzon  Potenz  tl.T  üntfi'rmintr  wirkt.  Die  Poi «so  n 'st  he  Tliforio  dagegen  führt, 
wenn  man  diese! Ite  iiexeichnuug  anwendet,  noch  auif  weitere  Üedingungen  für  das 
Gleichgewicbt  von  der  folgenden  Form: 

0  — i^^fj"^««,    U.  S.W, 

also  auf  Bedingungen,  welcbe  die  Natur  der  Function  /'wesentlich  beschr&nken; 
nach  diesen  Bedingungen  muKs  für  ein  homogenes  unbrystallinisches  Medium  die 
oben  mit  h  hiveiclinete  Constante  verschwinden;  sie  kann  also  einen  negativen 
Werth  nicht  besitzen. 

Es  liegt  nun  allerdings  sehr  nahe,  eine  Abstossung  sradten  d«i  Aeilier- 
roolecfilen  auKunehmen;  es  muss  dann  die  Function  f  eine  negative  (IrOsse  sein, 
womit  U  den  verlangten  negativon  Werth  erhält,  und  dif>  Unmöglichkeit  eines 
stabilen  (lleichgewichtKztistiindps  orgifbi  sich  nicht  nu  lir  iitiiiiittt  llirir.  Ali«-r  auch  die 
Möglichkeit  eine«  Huk'iieu  itit  durchaus  nicht  erwiesen ,  und  wenn  mau  diesen  Punkt 
auf  dem  von  Canohy  eingeschlagenen  Wege  weiter  verfolgen  will,  so  stOast  man 
anf  grosse  Schwierigkeit.  Denn  es  wird  nothwendig,  dio  Bedingongcn  für  das 
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Brvchung,  wie  sie  von  Cauchy  nud  seinen  Nachfolgern  ist  entwickelt 
worden,  nicht  f&r  befriedigend  halten. 

In  dem  Auftreten  der  longitudinalen  Wellen  Hegt  die  wesentliche 
Schwierigkeit,  welche  jede  auf  teifi  mechanische  Principien  g^rün- 
dete  Theorie  der  Reflexion  und  Brechung  zu  fiberwinden  hat.  llieae 

Schwierigkeit  soll  nun  hier  dadurcli  licscitigt  werden,  ilass  von  vorn- 
herein die  Annahme  gemacht  wird,  die  zu  iM'traclif^'iuien  Aethermedieii 
seien  incompressibel ,  gei*ade  so,  wie  in  «Icr  llydrodynanuk  die  tropf- 
baren Flnssigkeiten  als  incompressilx'l  bctrai  litet  werden.  Wie  auch 
das  Resultat  ausfallen  niai^,  wird  os  iiiclit  ohne  Interesse  sein,  eiuo 
r>(  handUiug  des  so  wichtigen  l'robleois  auch  auf  diesem  Wege  versucltt 
'/M  haben. 

Die  Annahme,  daj?8  der  LichtäthfT  incompressibel  sei,  ist  von 
Carl  Neiimann  in  die  nnithcniatisihc  iiicorie  des  Lichtes  eingofülirt 
und  in  dem  §  8.  seiner  Schrift:  „Die  magnetische  Drehung  der  P<da- 
risatioDsebene  des  Lichtes"  weiter  entwickelt  worden.  Indem  ich  wt^geii 
der  näheren  Begründung  des  eingenommenen  Standpunktes  auf  jene 
Schrift  verweise,  hebe  ich  nur  die  Annahmen  hervor,  welche  der  Be- 
trachtung KU  Grunde  liegen*): 

„1.  Das  Aethermedium  besteht  aus  einem  System  äusserst  feiner 
Theilchen,  welche  sowohl  ihren  gegenseitigen  Einwirkungen,  als  auch 
den  Einwirkungen  der  ponderabeln  Molecfile  unterworfen  sind.  Diese 
Einwirkungen  finden  statt  in  der  Richtung  der  Entfernung;  hangen 
femer,  was  iln-e  InlensitlU  anbelangt,  von  der  OrSsse  der  Entfernung 
ab;  und  werden  Null,  sobald  die  Entfernung  eine  gewisse  sehr  kleine 
Länge  fibersteigt/' 

„II.  Ausserdem  hat  der  Aether  die  Eigenschaft,  denjenigen  Be- 
wegungen, welche  mit  einer  Ai>nd<>i  uni^r  srintT  Dichtigkeit  verknüpft 
sind,  mit  unverhältnissniiUsig  viel  «^riVsscri  r  Kurrgle  y.xi  widerstehen, 
als  andern  Hcwoj^nngcn ,  bei  welchen  soh  iies  nicht  der  Fall  ist.  Die 
Dichtigkeit  des  Aethcrs  ist  denina«  h  sdir  staikeii  Kräften  gegenüber 
allerdings  \  eviliiderlich,  hingt'gen  schwachen  lirüftcn  gegenüber  so  gut 
wie  unveränderlich '^ 


(jlk'ichge wicht  von  uiulUchen  büKreiuteii  Tlicik-u  des  inH  iulhuhi'u  MeUiuiiis  aufy.u- 
michcn;  will  man  das  aber  ihvaiy  ho  »ind  die  Ucdingungon  fSr  doa  Gleichgewicht 
der  Molecflle,  welclM«  sich  in  der  Nnhe  dor  (Jrcnzc  hornKlcn,  und  auf  welche 

jlnsfiore  Wirkiiiif^on  aiisgcnltt  ucnlen,  mit  in  iSctraolit  zu  zielieii;  «liultirch  wird 
man  «^onothigt,  tlt-n  iiKiliTiilin  n  l)ni(k  in  dio  lIülcrsuflHinjx  i>in/iiriiliri'n ,  nud 
dann  «.'i-gcbon  sich  die  i'ui.^ison'äclicn  L>i-dui>jiingen  uls  nuUiwendig  t'ur  du»  Ciicich- 
gcwicht. 

*)  Carl  Neumann.  Die  >na,L,'iii'tiache  Drchnng  der  PulariKationscbene  dei 
Lichtes.  Halle  1803,  p.  ä9.  Vcrgl.  auch  diese  Annaicu.  Jld.  I,  p.  325. 
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Die  AmuJme,  da»  der  LiehtUlter  incompreeaibel  sei  in  Bezug 
auf  die  Kräfte,  welche  bei  der  Fortpflanzung  einer  Lichtbewegung 
auftreten,  schliesst  also  die  weitere  Annahme  durclians  nieht  ein,  <1as8 
(He  Aeihermedien,  wie  sie  im  Innern  der  verschiedenen  durchsichtigen 
Korper  angenommen  werden,  dieselbe  Diehtijjkeit  besitzen;  wir  werden 
daher  aueh  in  den  folgenden  Hetrachtnngeu  diese  beschrankende  An- 
nahme nicht  macheu  ""j. 

1. 

Betraohtang  eines  homogenen  Mediums. 

a.  Allgemeine  Differential  gleieliuugen  und  Grenz- 

gleir  Ii  11  n  '^n. 

üin  eine  feste  Grundlage  für  die  folgenden  Brir.ichtungon  zu  ge- 
winnen, leiten  wir  die  allgemeinen  Dift'erentiiilglei(  Illingen  fflr  die 
kleinen  Schwingungen  in  hinein  in<  ompressibeln  homogenen  Aetlier- 
medium  ab,  ferner  die  Gren/bediiigungen  an  der  gemeinscliiiltluiien 
Grenzfläche  zweier  MedijMi;  dabei  werden  wir  ausgehen  von  der  Be- 
trachtung des  iiioleeiilareu  Drucks. 

W^ir  nehmen  ziuiiiclüst  ein  helicliit,'  l)egr»^n/te.s  homogenes  Medium 
an.  Ks  seien  r,  tr  die  fdinponruteii  der  Verrück ung  für  die  Stelle 
Xj  i/j  z  zur  Zeit  /,  t  die  Dichtigkeit  des  Mediums.  Dann  wirken  auf 
das  Masseneleraeut 

t  dx  dp  dg 

an  der  Stelle  ;/ ,  //,  ^  die  folgenden  bewegenden  Kräfte  iu  der  liich- 
tuug  der  Coordiuatenaxen : 

Hierin  bezeiclmen  X,  Y,  Z  die  (Komponenten  der  äussern  beschleu- 
nigenden Krüfte,  Xx,  ,  u.  s.  w.  die  Coiuponeuteu  des  molecularen 
Droeks.   Sind  femer  d»  ein  Element  der  Oberflacho ,  n  die  Richtung 

der  Normale  auf  dasselbe,  nach  Inueu  positiv  gerechnet,  A,  Z 


*)  Die  iD  den  beiden  folgenden  Paragraphen  dargestellt^  Betradilimgen 
bilden  den  Inhalt  meiner  Doctordissertation:  Ex  ipsis  praoceptis  mechanicis  da- 

cantiir  Ug;es,  quibus  lucib  nudae  in  piano,  quod  tiiiis  &it  diioruin  pelladdonini 
Qiediunitii,  reflexoe  et  refroctae  pareant.   Begiiuouti  MDCCt'LXVI. 
Hkth«iu«ktisobe  Auaalen.  V^.  *  31 
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die  Componenten  der  auf  das  Oberflacheuelement  ausgeftbieii  äussern 
Kräfte,  so  wirken  auf  dasselbe  die  folgenden  KrSfle: 

da  {X  —  X,  cos  («,  a)  —  Xj,  cos  (//,  //)  —  X;  cos  {n,  z)}  , 
(Ig)  {Y  —  F,  cos  («,  ü)  —  l'y  cos  (,  ny)  -    F..  cos  («,  s)\  , 
da  {Z  ~  Zx  cos       x)  —  Z^  cos  (m,  y)  —      cos  («,  . 
Der  (il)rii  angebrachte  horizontale  Strich  SoH  be/eichnen,  (lass  die  bt»- 
trefi'enden  Grossen  sich  auf  eine  Stelle  an  der  Oberflache  des  Mediums 
beziehen. 

Ans  iliesen  Ansihikkeii  fiir  «lie  wirkenden  Kräfte  tolgen  die  Be- 
dingungen <les  <  J  leii  ligcwii  ht^  dnrcli  Anwendung  (h's  PiiHcij)s  der 
virtuellen  (lesrliw  indigkeiten ,  und  (huin  ans  den  ( ileii  liiuigen  des 
Cileicligewiiiits  die  der  Bewegung  durch  Aiiweiiduiig  des  Dalum- 
b er t  . sehen  Sat/.os. 

Wir  haben  demnach  /unächst  die  Coin|i(>nenten  der  wirkenden 
Kräfte  zu  multiplicircn  mit  den  virtuelleu  Yerrückungeu  d«i,  dv,  du7 
und  die  Summe,  ausgedehnt  Ober  den  ganzen  Rauminhalt  des  Mediums 
und  Ober  alle  Elemente  seiner  Oberfläche,  gleich  null  au  setasen.  Da 
wir  nun  die  Annahme  machen^  es  sei  daa  Medium  als  iucompressibel 
zu  betrachten  in  Bezug  auf  die  Kraftei  welche  zur  Wirkung  gelangen, 
so  mnss  zwischen  den  VerrQckungen  ti,  t;,  w  die  Gleichung  bestehen: 


(1) 


Z%  xd\>  j^  'cw  


Folglich  müssen  die  virtnellen  Vcrrttckungeü  öu,  äv,  dw  ebenfalls  der 
Gleicliung  Genüge  leisten: 

Bringen  wir  also  die  Grundsätze  der  Yariationsrechnung  zur  An- 
wendung, und  bezeichnen  wir  den  einzufahrenden  Multiplicator  mit 
—  eAf  so  muss,  damit  Gleichgewicht  stattfinde,  die  Summe  der  beiden 
Integrale  flir  alle  beliebigen  Werthe  von  du,  Sv,  9w  verschwinden: 

'         \  cy  } 

^m(X  — X,  eos(»,  «)  —  XyCos(»,  y)  —  X7co«(«,  ^)) 
j  j  dii)  \  +  dt?(r—  Yjt  CO«  («,  a:)  —  57  cos  (»,  y)  —  Yi  cos  («,  ;er))  ►  • 
[  -\-  dtv{Z —  Zt  cos  («,  ;i)  —  Zy  cos  (ju,  y)  —      cos  (//,  -  jj 
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Das  ihvilacli»'  lntf«^rnl  ist  über  dvn  <;aM'/fni  Kauminhalt,  tlas  Doppel- 
integral  ilU'r  die  ganze  UU-rtiäthe  des  Mediums  aut>zudeitneu. 

Durch  bekannte  Umformung  des  letzten  Gliedes  in  dem  dreifacbmi 
Integral  erliilt  die  Gleichung  die  Form : 


0=JJJdx  dyd$ 


du 


iX^ 

vy 

CS 

dYy 

IX 

dz 

dx 

~  dt 

dt) 


-{-JJdu  I  -|- (F—  lVco8(iiy »)— I; co8(», y)— I7«>«C«> «)  +«Äco§  («,  y)) 

(  -f-      (-^    '^x  cos  (fi,  x) — cos  {n,  y)  —Zt  cos  («,  g)         cos  (n,  «)) 

Diese  Gleichung  kann  l'Ur  alle  Wertho  von  du,  dv,  Öw  nur  bestehen, 
wenn  das  Uanniintegral  und  das  Oberflächenintegral  für  sich  ver- 
schwinden, und  das  Verschwinden  des  Kauniintn<rrals  führt  auf  die 
folgenden  (ileiciiiintrcn,  die  allgemeinen  Difl'ereutialgleichuugeu  für  das 
Gleichgewicht  des  Mediums: 


«1  = 


dx 

ar 

fx 


dt 

T       T  a« 


dt 

dZ, 
dt 


—  « 


Wir  haben  uns  die  ]>niekcomponeDten  u.  s.  w.,  welche  in  die8«i 
Gleichaugen  Torkommesi  ausgedrOckt  zu  denken  dnrch  die  VenrUckangen 
Uf  Vf  Wf  und  dann  haben  wir  in  den  Gleichimgen  (1)  und  (2)  vier 
Gleichungen  zat  Bestimmung  der  vier  Unbekannten  u,  v,  w  und  A. 

Femer  führt  das  Verschwinden  des  Oberflücheninte'grals  auf  die 
Bedingung,  daas  an  jeder  Stelle  der  Oberfläche  die  drei  Gleichungen 
erfüllt  sein  müssen: 

I  0  X  —  X',  CO«  (w,  j)  —  X„  cos  («,  y)  —  X.  e<JH  (w,  z)  -\-  f  A  cos  {n,  :t-) , 
^  0  =  y  -  i  ,  cos  {n,  x)  —  Yy  cos  (w,  //)  —  i',  cos  (m,  z)  -\-  tt\  cos  (w,  y), 
y^Oass  Z  —      cos (fiy  x)  —      cos  (»,  y)  ^  Z,  cos (n,     -f-      cos «). 

Dies  sind  die  sogenannten  Orensgleichungen. 

Wir  wollen  noch  den  Fall  betrachten ,  wo  swei  homogene  Medien 
in  einer  Flache  an  einander  grensen;  die  Grössen,  welche  dem  zweiten 
Medium  angehören,  sollen  unten  mit  einem  Strich  bezeichnet  werden. 

81* 
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Dann  gelten  ffir  jedes  der  beiden  Medien  znn&chBt  die  allgemeineii 
Differentialgleiclinngen  (1)  und  (2),  ferner  fttr  jede  Stelle  an  der  freieti 

OberflUclu;  eine»  der  1)eideu  Medien  die  Orenzgicicliungen  (3);  endlich 
ergeben  sich  an  jeder  Stelle  der  ^emeinsclrnftlichon  GrensflSehe  beider 
Medien  zwei  Systeme  von  («leieliungen.    Zunächst  muss  eine  Stelle 

der  Grenzfläche  dieselbe  VerrOckung  erhalten,  mögen  wir  nnn  dies« 
Stelle  als  dem  ersten  oder  als  dem  /weifen  Medium  angehi)ri«;  l»e- 
iraclit«'!!  wir  lialii-ii  also  erstens  iiir  alle  »Stellen  der  gemui|isehalt- 
liclieu  ijirenzÜilclie  die  liedinguugeii: 

(4)  «  — ti, ,   t  =r, ,   f^««?, . 

Femer  sind  für  die  gemeinschaftliclie  Grensflache,  wenn  auf  diese 

keine  äussern  Kräfte  wirken,  die  Druckkräfte  X,  Y,  Z,  welche  auf 

die  Obertiäohe  des  ersten  Medinms  ansgeflbt  werden ,  gleich  den  Oimi- 
jionenten  des  Ürucks,  der  von  dem  zweiten  Medium  auf  die  Grenz- 
fläche ausgeObt  wird;  wir  hal»en  also  in  den  (irenssgleichungen  (3)  zu 

setzen : 

X  KB  JCc,  cos  (n,  x)  -4-      cos  (n,  y)  -f*       cos  (n,  m) — «,ÄJ  cos  (n,  x\ 

y  *=  y,,  cos  (w,  X)  -f-        cos  (*<,  I/)  -\-      ,  eo«  (»,  -)  -f,A,  cos  (w,  y) , 

Z  =  Zjc\  eos  (w,  .'<•)  -f-  -^vi  '""^  t"'  :'/)  "f"  '^".\  f''*"^  '  "«  - '  —  ^^1^1  '■•'■'^  (">  --  J  > 
wo  «  die  Uichtung  der  Noi  inale  an  die  geiiieiiix  liafllii  lie  <  irenztliiclie 
bezeichnet,  in  das  Innen»  des  eislen  Mediums  jmsitiv  «gerechnet.  Folg- 
lich erf^iebt  sich  für  die  ^emeinsi  haltliche  ( iren/tlüche  der  beiden 
Medien  ikh  Ii  das  zweite  iSystem  von  <  ileichungen : 

< »  -  (ä;,  -  X~)  C08-(»<,  x)  +  {X,      X~)  cos      y)  -\- 
-j-  (X  —  Xti)  cos  (n,  e)  —  (f  A  —  «,A,)  cos  («,  x) , 

0-(K-  I;,)oos(n,  -  ni)«»(f«,  Sf)  + 

4-  (y,  —  TTd  cos  («,  jsr)  —  (*Ä  —        cos  («,  y)  , 

0  ==  (Zj.  —  Z,,)  cos  1^//,  X)       {/^  —  Zyj  t  os  {H,  Ii)  -|- 
-f-  {Z.  —  ~Z,^)  cos  («,      —  (fA  —  f,A,)  cos  (n,  5")  . 
Die  <  Jleichiin<?en  (4)  und  (ö)  sind  die  mehrfach  erwähnten  sechs 
Gleichuii<;eii  an  der  u;eniein8chafilichen  Grenztlädie  der  beiden  Medien. 

Wir  leiten  nun  sdiliesslich  mittelst  <les  l)a lern bert'schen  Prin- 
cipes  aus  den  < rieicliungen  des  (JIcichgewiclits  die  der  Bewegung  ab. 
Nehmen  wir  also  an,  es  wirken  keine  äussern  Krafte  auf  eine  Stelle 
im  Innern  des  Mediums,  so  ist  in  den  Gleichungen  (2)  einfach  so 
setzen : 

—  r/»  '  PT*»  et*  ' 

und  es  wei  den  demiiacli  die  allgemeinen  Ditterentialgleichuugen  lur  die 
kleinen  »Schwingungen  in  dem  Aetherniediuni: 


(6) 
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Sit  M 

a^ 

ax 
ay 

a-Y 
~*  ~aT 

fi  — 

*a«' 

(fi) 

■ 

a^ 

_ar, 

dz 

+ 

*asf' 

'dt*  ■* 

da; 

a^ 

rZ, 

a* 

Za  diesen  Gleichongen  tritt  noeh  die  Gleichung  (1).  Die  Orenzglei- 
chungen  sind  im  Fall  der  Bewegung  dieselben,  wie  in  dem  Fall  des 
Gleichgewichts. 

b.  Die  beiden  Systeme  particulärer  Lösungen. 

Um  das  l*ioi)li'm  ilur  KeHuxioii  iiml  iirecliiuig  auf  (Truud  der  al)- 
geleiteten  Gleichungen  zu  behandeln,  brauchen  wir  nebeu  dem  he- 
kaaiiten  System  von  Lösungeu  der  aUgemeinen  Differentialgleiehuiigeii 
(1)  nnd  (6)  noch  ein  zweites.   Dieses  soll  nnn  abgeleitet  werden. 

Zu  diesem  Ende  setaen  wir  fUr  die  Druchcomponenten  ihve  Werthe 
in  den  VerrOckungen  ein  in  die  Gleichungen  (6),  und  zwar  wollen  wir 
die  von  Poisson  gegebenen  Werthe  annehmen: 


(7) 


^«  ,  □     1  a» 

- 

Die  Grössen  A,  B,  V,  a,  b,  e  sind  die  sechs  dem  homogenen  kry- 
stallinischen  Medium  eigeuthttmlichen  Constanten,  nnd  es  ist  zu  be- 
merken, dass  bei  der  Herleitung  dieser  Ausdrucke  für  die  Druckconi- 
ponenten  die  Voraussetzung  gemacht  wird,  es  sei  dasMeilium  symmetrisch 
theilbar  durch  drei  auf  einander  rechtwinklige  Ebenen 

Es  müssen  nun,  damit  aus  den  allgemeinen  Ditfereniialgleichungen 
für  die  F()rt|iflanzungsgeschwindigkeit  und  die  Polarisation  der  ebenen 
trausversalen  Welleu  die  Gesetze  folgen,  welche  Fresnel  für  die 


*)  Die  Aiinalini''  ilri  aU^etncincrn  Ausdrücke  für  die  nriic-kioinpoiieilteil,  wie 
i(ie  7..  B.  in  dem  i.clirbiKli  von  I.<ini<!  ali^cleitet  werden,  bctiiogt  keinv  weRCnt- 
liebe  Modilication  der  lolgcuUcu  BctracLtuQgca. 
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Lichtwclhii  anpjo^n  hcji  hat,  /.wischen  den  sechs  Constautcu  die  drei 
Reluiioucii  siattfindcii : 

j  A       '^{h  +  r  ^-  n), 

(8)  ^B-  + 

ferner  muss  aiigenoinuien  werdon,  dass  die  Schwiiij^uiii^on  oiiic«  '^erad- 
Hnig  polarisirk'ii  Strahls  in  der  Polarisatioiiscbene  statttiiideii*). 

Durch  Einsetzen  der  Werthe  (7)  für  die  Druckronijxinenten  in  (lie 
Grenzgleichun^en  (G)  crlialten  wir  mit  der  (Gleichung  (1)  «lie  fol^reudeu 
sHgemeiuen  DifTerentialgleichuugeu  lür  die  kleinen  Schwingungen: 

dz  * 

Der  Einfachheit  wegen  sind  die  C^nsianten  B,  f  hier  noch  bei- 
behalten ;  sie  sind  aber  mittelBt  der  Gleichungen  (8)  bestimmt  fn  denken 
durch  a,  h,  r. 

Wir  geben  nun  zunächst  das  bekannte  System  partiuulRrcr  Lö- 
sungen der  Gleichungen  (0)  an**}. 

Es  ergeben  sich  aus  diesen  Gleichungen  durch  Elimination  von  A 
für  die  Grössen 

TT  dto     y     dto     du  du  d» 

^"^dM'^dp*  ^'"ix^Wi^  '^"^""a* 

die  folgenden  Gleichungen: 

*  -FF    *  w  +  äy*  +         ä5  V«  ^  +  *  a  y  + 

«•F    ,  /d'v  ,  a«F  ,  ?:n'\     d  /  ru  ,  ,  dv  .  ^\v\ 

*  W  "  ^  Vöii  +      +  äi*^^  -     V«     +  ^  a sr     ^  ^iF^ 
dnv (di'w.         ^»u^     d  /  du  .  ,  dv  .  dw\ 

*  dt*  ~~  ^  \dx*  "T"  f)y*  +  dz*  /     d^  \^dx~^  ^  dy~^  ^  ^ -  ^  ' 

ferner  findet  nach  der  Definition  sirischen  den  Grössen  U,  V,  W  die 
Gleichung  statt: 


0  = 

du  . 
dx  ' 

d*v 

*)  Sobald  wir  .von  der  Betmchtung  dos  molecutaren  Drucki  ausfeilen,  *\nd 

wir  gcnfithist  dirnr  Aimalimc  zu  machen  filr  ein  kry^tallinischns  Mcflium;  in  dm 
rolfjfndcn  Unti.Töiahunpen,  wrlrhf  f'ich  nur  auf  don  Fall  uakrystallinwchcr  Medien 
bridchen,  werden  wir  dicuc  Annalinu-  wieder  tallen  liuusen. 

**)  Siehe  $  2.  der  Abhaodlnng  von  Carl  Neu  mann:  „Uvber  die  Acttior- 
bewcgong  hl  Krystallen",  diose  Aiinalen,  Bd.  I.,  8.  387  ff. 
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<> = r.: + z  -1 


no)  i 


von  «If'ii  drei  ril<'icliung«'ii  ist  alsn  eine  Foli^e  der  Iteideii  aiideri).  hieseii 
Gleit  lnm;;eii  uinl  bekaiiiitlicb  (ifiiüm'  j^olcistet  durch  Ausdrücke  von 
folgender  Form: 

V^Cve    \  ^ 

Hierin  bezeichiieii  j),  r  die  Coriiiuscier  VN'inkel,  welche  eine  beliebi«^ 
anj^onommene  Rirhiuii;^.  dir  Tiichtunj^  der  Foiipflnii/unij,  mit  den 
Coordinatenaxon  bildet,  T  die  Schwingtingsdauer  und  k  die  Wellen- 

lüiif^e,  also  ^,  die  Foripflanzttogageschwiiidigkeit  der  Welle,  welche 

sich  in  der  Richtung  r  fortpflanzt,  endlich  ft,  r,  IS  die  Cosinus 

der  Winkel,  welche  die  Richtung  derj(>iiigon  Ovalaxe,  deren  L&ige 
nach  der  Fresnel'schen  Construction  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit gieht,  mit  den  Coordinatenaxon  bildet.  0  ist  eine  willkürliche 
Constante.  Wir  wählen  die  Form  der  £zponentialgr4)8sen  mit  ima- 
ginärem Exponenten,  weil  sie  für  die  Eechnnng  bequemer  ist. 

Aus  den  fi'ir  IJy  V,  W  gefundenen  Wertheu  ergeben  sich  die 
folgenden  Werthe  filr  u,  v,  w  und  A: 

u  ^  Ä{^q  —  vr)  e  '  ^  *  ^' , 
r  =  A  {(Ar  —  "BT/»)  e    ^      *  f 

^^A^^{a{7^q~vr)-]-h{ltr—'(Sp)-\-r(v}^   J^q)}ß  V 

Dies  ist  da«  erste  System  von  particnlären  riiVsun^jeu ,  wrlclies  wir 
Sur  Auwendung  bringen ;  es  enthält  die  willkürliche  Constante  A.  Wir 
suchen  nun  da«  zweit<?. 

Dieses  muss  die  folgenden  Eigonscliaf teii  }ial)en:  Für  eine  be- 
liebig aiigeiioniniene  Kl»eiie.  ilie  ( iren/cbriK' ,  müssen  die  neuen  L«'»- 
snngen  ilerselben  Kxponentialgri'isse  j)rt»jtortu»nal  sein,  wie  di»?  Li"tsnngen 
flO)5  es  müssen  ferner  ihre  Wertlie  auf  einer  Ix  sl iimiiteii  Seite  jener 
Kbene  mit  der  Kntfernung  von  derselben  sebr  rasch  alundiinen.  Dann 
leiütet  das  zweite  System  von  Lösungen  den  verlaugten  Dienst. 

Dass  ein  solches  System  Ton  Lfisungen  nicht  existirt  für  die 
Grossen  U,  F,       ist  leicht  ersichtlich;  es  werden  also  für  die  ge- 
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»achten  Lösungen  u,  v,  w  jene  Orctesen  ü,  V,  W  Terschwiudeii  mfisseD. 
Dies  geschieht,  wenn  wir  setzen: 

"""FTr    «"=r.  ' 

imd  es  lit'tert  (Jciiin  die  Bedingung  der  hicouipressibilitai  filr  neu 
eingeführte  Variable  S  die  Uleicbung: 

ferner  ergiebt  sich,  das«  auch  den  drei  übrigen  der  Gleichungen  {\)) 
Genüge  geleistet  wird,  wenn  wir  setzen: 

A  .   f.  i  a  d*ü  ,    b        .    c  c*t>\ 

Iii»    ^  \T  g]?  +  T     T- 7  gr«  /  * 

Mithin  handelt  es  sich  nur  noch  darum,  eine  Grusse  S  zu  finden, 
welche  der  eben  erhaltenen  Differentialgleichung  Genüge  leistet,  und 
welche  die  oben  verlangten  beiden  Eigenschaften  besitzt 

Nun  sei  die  Gleichung  der  erwähnten  Grensebene: 

ttX  +  ßy  +  yif  —  0, 

und  zwar  sollen  «,  ß,  y  die  Cosinus  der  Winkel  sein,  welche  die  Nor- 
jnale  an  die  Ebene  mit  den  Coordiuatenaxeu  bildet;  dann  wird,  wenn 
X  und  a  i^wei  beliebig  zu  bestimmende  reelle  Grössen  bezeichnen,  der 
Ausdruck 

ftlr  jede  Stelle  der  Ebene  a,  ß,  y  der  in  den  Losungen  (10)  vorkom- 
menden Exponentialgidsse  gleich;  es  leistet  femer  der  Ausdruck  der 
für  8  gefundenen  Differentialgleichung  GenQge,  wenn: 

X  n=:ttp-{-  ßq-\-yr. 

Kolgliili  wird  X  gleicli  dem  Cosinus  des  Winkels,  den  die  Hieh- 
tung  der  l^irtpflanzung  mit  der  NonuHle  au  die  Grenzebeue  bildet*, 
demnach  ist: 

«  4-  ^1  —  X» 

immer  reell .  und  wir  können  diese  Grösse  nach  iielieben  positittv  oder 

negativ  machen. 

iSetzen  wir  also,  indem  wir  im  Exponenten  »las  Heelle  von  dem 
Imaginären  sondern  und  die  willkürliche  Coustante  L  einführen : 


(11)  5— üj-c 
wo 


ßfj  -f  yr, 

-      +  ßa  +  y')''> 
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go  Bind: 


«las  j^esnchte  zweite  ?^}'stein  von  [iösuiigeii  «ici  I  )illri(  ii(ial^dei('lujii;^tMi 
(  deim  wir  können  tlurcli  passende  Walil  des  Zeicheus  iu  der  Glei- 
chung für  ö  immer  erreichen,  da^s  ilcr  Aufdruck 

aof  .  einer  beetimmteu  Seite  der  Kbene  u,  ß,  y  eiueu  negativen  Werth 
besitst,  dass  also  der  Factor  in  dem  Werth  von  8 

auf  der  bestimmten  Seite  mit  der  Eutfemong  von  der  Ebene  sehr 
rasch  abnimmt 

Damit  sind  die  beiden  Systeme  von  partieulären  Lösungen  ge- 
wonnen, welche  erforderlich  sind,  um  auf  Grund  der  angenommenen 
Gleichungen  das  Pr ohl*  ni  der  Uefleiion  und  Brechung  zu  behandeln, 
und  es  soll  nur  noch  hervorgehoben  werden,  daas  in  dem  Falle  krj- 
stallinischer  Medien  zwei  Paare  von  solchen  Lösungen  zur  Anwendung 
zu  bringen  sind,  entsprechend  der  doppelten  Strahlen bici  Im nj^.  Von 
nun  an  werden  wir  unsere  Betrachtung  auf  den  Fall  unkrjsialliüischer 
Medien  beschränken. 

2. 

Annahme  zweier  homogener  Medien ,  welche  in  einer  £bene  an  einander 

grenzen. 

Wir  leiten  zunächst  Formeln  fOr  die  Reflexion  und  Brechung  ab, 
unter  der  VorausKetzung,  dass  zwei  homogene  uiikrystallinische  Medien 
von  verschiedener  Dichtigkeit  und  Elasticitat  in  einer  Ebene  an  ein< 
ander  grenzen. 

Es  falle  die  r//- Ebene  zusammen  mit  der  (irenzebene,  und  zwar 
soi  r  für  das  erste  Medium  nej^ativ,  für  das  zweite  Medium  positiv; 
wir  wollen  ferner  die  dem  zweiten  Medium  entsjireclientlen  Frössen 
unten  mit  einem  Strich  bc/ciclinen.  Wir  lasseji  endlich  die  j  ,r-El)ene 
zusamment allen  mit  der  Kinlailsebene;  folglich  sind  die  Verriickungen 
und  die  (iii.sscn  A  nur  Functionen  von  x  und  s.  Es  werden  dann, 
da  für  ein  unkrystallinisches  Medium  in  den  Gleichungen        S.  486: 

a==i  — c,    A  =  B  — r  — 3a 

zu  setzen  ist,  die  Gleichungen  für  die  kleinen  Schwingungen  in  xlem 
ersten  Medium: 
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und  liir  »Iii«  kleinen  Schwinj^unj^eü  in  dem  zweiten  Medium  er«;ioh( 
sich  ein  ^an/  ilhnliehes  System  von  (Jlciclninf^en ;  es  treten  einfadi  di<' 
(.irösson       ^, ,       r, ,  //', ,  A,  an  die  Stelle  der  (iri>ssen  a ,  f,  u,  r,  ?r,  A. 

Ferner  luusis  uii  der  geuieinschailliclieu  Grcuzebene  der  beiden 
Medien 

4r  =  0 

(nach  (4)  und  (5),  S.  484)  deu  folgenden  (ileiehungen  Genüge  geleistet 
werden: 

(2)  V  =        ,    /•  =  r,    ,    IV  = 


(  7 


(3). 


denn  es  tVillt  die  liiciitun;^  it  der  Morinale  au  die  Greuze  xiuanimen 
mit  der  s-Axe,  und  wir  haben: 

In  diesen  <ilt'M  liun;;en  ist  die  (»ritsse  /•  vidli^  «^esondt-rt  v(»n  flen 
Grössen  ff,  //'  und  A;  folglich  können  wir  die  beiden  Fälle,  wo  die 
Schwinguuguu  »enkreclii  auf  die  Eiiifallüebene,  und  wo  sie  in  der  £in- 
faUflebene  stattfinden,  getrennt  betrachten. 


a.  Schwingungen  senkrecht  auf  die  Eiuf uiUebene. 

Wir  nehmen  zunächst  an,  das  einfallende  Licht  schwinge  senk- 
recht auf  die  Einfallsebeae. 

Dann  haben  wir  die  Differentialgleichungen: 

et*  —  V  Vx»      dt*/  * 

77»     f,  V  c«  * 
und  die  Bedinguugen  für  x;  =  0: 
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Be7.t'i<  hiiet  nun  T  tlie  Schwiiifjungsdauer,  A  und  A,  die  Wellenlängen 
in  den  beiden  Medieu,  fp  den  Einfiillswinkel  und  <p,  den  Brechun^rs- 
vrinkel,  so  können  wir  uns  dio  Bcwrij^imir  der  einfallenden  Welle 
symbolisch  dargestellt  denken  durch  den  Ausdruck: 

tind  die  Bewegungen  für  die  reflectirto  und  für  die  gebrochene  Welle 
werden  dum: 

Wir  hal)en  nur  die  ersle  (blasse  von  pai  f  ii  nlär<Mi  T/ysun-^eii  dor 
Diflerentialjjleichunf^en  7X\r  Auwondtiii;^  zu  brinjjfn ;  für  <Iip>»^  wird  in 
einem  unkrystidlinischeii  Medium  A  ^Icidi  mill;  di«'  hridcn  ( 'oiistaiiicn 
P'  und  P,  nMcheii  aus,  um  den  hridni  ( Jn'ii/hi"(liiitrnn^»'ii  (tcinij^e  zu 
leisten.  Die  Wellenläugeu  k  und  A,  werden  bestimmt  durch  die  Glei- 
chungeD : 

1«      a.        Ai»  _  «t 

dann  leisten  die  Ausdrucke  Vi  and  vt  der  Differentialgleichung  iftir 
der  Ausdroek  Vr  der  Differentialgleichung  fUr  9,  GenQge. 
Somit  ist  zu  setzen: 

r,  =tv  P/''V"    V   —  W. 

Sollen  ferner  die  Ausdrticke  fUr  v  und  «,  die  Grenzgleichungen 
erfüllen,  so  muss  sein: 
(5)  B.  . 

dann  werden  «lie  Fi\[M.)uentialiri<'>^>*<'u  fiir  r  —  f>  identisch  jjleieh  in  Be- 
zug auf  X  und  und  wir  erliaiteu  zur  Bestimmung  der  beiden  Con- 
stanten F'  und  P,  die  Gleichungen: 

esinq)  co8qp(P  —  P')  «=  «isiu^?,  cos 9,  Pj . 

Wegen  der  Ver;;lei<dHm;x  mit  den  folgenden  Uu tersu eh unjjeu  nehmen 
wir  an,  es  haben  diese  beiden  Gleichungen  die  folgende  l«orm: 

(I)  P,  «  M(P  +  P*)  +  iN{P—  P')  —  » Jf '(P+  P)  +  NXP -  P'), 

wo  unter  der  Voraussetzung,  cos9>|  sei  reell,  M,  M\  N'  reelle 
Grdsseii  sem  soUen. 
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Ans  den  GleichiiDgen  (I)  folgt: 

und  die  Gleichung  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  uimmi  die 
Fonu  an: 

MN'  4-  M'N=>  '«inyowy. . 

Dies  soll  hier  nur  yorläufig  bemerkt  werden. 
Wir  erhtUten  also  für  das  seukreebt  auf  die  Einfallsebene  schwin- 
gende Licht  die  Formeln: 

(C)  Jtf=  1,  ^-  =  0,  jr— 0,  •^^L^SL; 

folglich  wird  der  Oleicbong  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  Genüge 


b.         winguugeu  in  der  Eiuf allsebene. 

^Vir  iH'limen  nun  zweitens  an,  das  einfallende  Licht  schwinge  in 
der  Einfallsebene. 

Dann  sind  die  allgemeinen  Differentialgleichungen  für  das  eiste 
Medium: 

f.     du  .cw 


dt* 

die  für  das  zweite  Medium: 


0  — 

ä«  d» 

dx  ' 

a« ' 

und  die  Grenzgleichungen  fOx  g^O: 


Ferner  uirtl  die  Hewemnin«^  in  der  ciulalluMUeu  Welle  sjnilxilisch 
largestellt  durch  die  Ausdrücke: 
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flemnach  die  Bewegung  in  der  rettectirten  Welle  dorch  die  Ausdrücke: 


und  die  Bewegung  iu  der  gebrucliejien  Welle  durch  die  Ausdrücke: 


Für  dicso  Werihe  von  «,  ir  und  von  ti^,  wenlen  die  (irTuisen 
A  und  A,  gloicli  inili. 

Da  wir  jetzt  aber  vier  üreu/ul«  !«  Iiniigfii  (nMiH^f  /u  Icislon  hal)en, 
n'ichen  die  obigen  Losungen  mit  den  beiden  (lonstnnien  S"  und  S^ 
nicht  aus,  und  wir  müssen  auch  noch  die  zweite  Classe  von  Losungen 
zur  Anwendiintr  l)riii^»'n. 

In  (b'iii  vorlior(ondf'M  Fall  nimmt  niiii  dii'  S.  mit  IS  bezeicbnett» 
(irösse  für  das  erste  Medium  den  Werth  tiw: 


ferner  muss  der  reelle  Theil  des  Exponenten  negativ  sein  in  dem  ersten 
Ausdruck  für  z  <  0.  in  dem  zweiten  Ausdruck  dagegen  für  s  >  0. 
Folglicli  haben  wir  das  erste  Mal  das  obere  Zeiclieii .  das  zweite  Mal 
dagegen  ilas  untere  Zeichen  zu  uebmeu,  und  so  erhalten  wir  für  das 
erste  Medium: 


V 


und  fttr  das  swoiie  Medium: 


und  llir  das  zweite  Medium: 
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worin  stBtt  «L'sinip  und  iL,  sin^»,  einfach      und  X,  gcsetsEt  ist. 
Wir  erhalten  somit  für  die  Bewegung  iu  dem  ersten  Medium: 

und  iiir  die  üeweguiig  in  dein  zweiU^ii  Medium: 

Setzen  wir  nun  diese  Werthe  in  die  Grenzgleichungen  ein,  so 
cru^clH  ri  si(  Ii  zur  Bestiiumung  der  Constajiten  S^,  L'  und  L^  die 
vier  (jileidiungcn : 

(Ä  +  (S*)  00S9  -|-  L'     5,  cosy,  4-  ^^  9 
(5  —  S*)  i  mnq>  —  L'  ^  Si  i  sin 9»,  +  , 
«(1-2  8in»9»)  (S  -  ÄT)  t  iin^  +  2s  sin'y 
BS  (,(1  —  2  sin'^),)  S,  »  sin^i  —  2«,  sin^g),  , 

2*  8in->  (.S  4-  S')  cmq)  _  «  (l  ~  2  sin«^) 

=  2f,  sin'qt,  N,  (osq^,  ~  f,  (|  ~  2sin'qp,)  L^  . 

Wir  fliininiron  /iiiiri(  list  uns  diesen  (ileiihuugen  /S',  cos9>|  und 
y  ain 9>j ;  dann  «Ti^ii  lit  sicli: 

2o  .  {S  -f  iS' )  oos^  —  (*  —  2w)        —    L, , 
—     —  2a)  {S  —  Ä  )  t  81119  +  (*i  +  2«)  X'—  —  f,!*, , 
wo  gesetzt  ist: 

awm  e  sin' 9)  —  f,  sin' 9, ; 

jjieraus  folgt: 
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f ,  (i  |-  =  —  2ö  (£,  +  2a>)  (6'  -|-  6")  C0S9)  — 

—  (f  —  2tj)  («  —  f,  —  2(.))  (»S  —  <S")  i  Hnitp. 

Setzen  wiv  »liiuii  iliese  VVerllie  iü  die  li>ei(leii  ersten  <iieichlUlgen 
ein,  so  ergiebt  sich: 

+  £,)  i^,.os^>,  =         +  (f,  H-  2a>)'}  (6'  4-  S)  CÜ890  + 
-!-(«-«,—  2»)-^  (6'  —  S')  i  siuy, 

«I  (« + «i)  jS|  t  sin  9,  «4    {S        coß  9  -f-  {*        — 2«»)'^     — AT)  isin  9. . 

Nehmen  wir  nun  dem  Obigen  entsprechend  an,  es  haben  diese 
beiden  Glmchungen  die  Form: 

(II)     —  M(S     8')  +  «N(S  —  8')  =  tM'(ÄI4-  Ä')  +  N' (S  —  S')» 
so  erhalten  wir: 

eos4>,      #i(«H-»i)     *  00*9,     t,(t  +  #i)  ' 


<0  { 


un^i       + ct)'  «119,  ' 


wo 

•  ««)  =  tmn*q>  —  £,8in'9>| . 

Auch  liier  ist  tiie  Bedingung  l'ür  die  Erhaltung  der  lebendigen 
Kralt: 

'  £,sniq),  coaqp,  ' 

und  es  wird  derselben  durch  die  Werthe  (7)  GenOge  geleistet. 


c.  Vergleichnng  mit  der  Beobachtung. 

Wir  müssen  nun  untersuchen,  ob  die  für  die  Ketlexicni  nn«l  Hre- 
elumi;  getuiulencn  l'ornieln  mit  den  Itesultateu  der  Ueubachiung  in 
Einklang  /n  bringen  sind. 

Zunächst  stellen  wir  die  l'orinein  /iisaiunifn ,  inileni  wir  die  Ue- 
wejiunif  in  der  Einfallsebene  IjestininM'n  tlurcli  den   Werth  der  \  er 
rückungen,  welche  in  der  Wellenebene  stattfinden.    Es  ist  dann  die 
Bewegung  in  dem  einfallenden  Strahl  dargestellt  durch  die  Gleichungen: 

fi<cos9>  —  ti'/sin 9>     iSe    V  * 
femer  die  Bewegung  in  dem  reflectirten  Strahl: 
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endlich  die  Bewegung  in  dem  gebrochenen  Strahl: 

Diese  Gleichungen  sind  symbolische ;  die  tiir  die  Verrückuugcu 
angegebenen  Werthe  bestehen  aus  einem  reellen  nnd  ans  einem  ima» 
ginaren  Glied.  Nun  sind  aber  die  DifferentialgK  iclmngen  und  die 
'Ürenxgleichungen,  welchen  die  Verrfleknngen  n,  v,  w  Genüge  tn  leiaten 
haben,  alle  linear  in  Bezug  auf  die  Veniockui^^;  ferner  sind  die  In 
diesen  Gleichungen  enthaltenen  Constanten  sammtlich  reell;  folf^lich 
luOssen  die  reellen  und  die  imaginSren  Theile  der  gefundenen  Lösungen 
fHr  sich  T/hidi^^oii  <1or  Gleichungen  sein.  Indem  wir  also  einfach  die 
roellen  oder  die  imagiiiäit  it  TIhmIo  d<*r  obigen  Ausdrücke  nehmen ,  er- 
halifii  wir  ri*(>llo  Foniicln  für  di(>  KeÜexion  und  Brechung. 

DuImm  isl  zu  liorücksichtigen,  dass  «lic  fl rossen  P',  S',  I\,  S,  im 
Allgenieiiiou  coniplox  iiuagiiiilro  VVorthe  erhalten.  Es  sind  diese  Grössen 
durch  die  <Jlei('hung«'ii  hrstimmt: 

(I)  P,  —  itf(JP  -H  P  )  -1-  iNiP—  V)  — » Jf  '(PH-      -I-  A '(P-  P'), 

(II)  S,  oo.  M(S  -f  S')  +  »N  {8  —  8*)  —  m*{8  +  8') -f-  N'(S  —  Ä'); 

CS  ergicbt  sich  also: 

(ilf-A")-t(ll-JV^)  p 

und  f&r  8'  und  iS,  whalten  wir  dieselben  AnsdrOcke  durch  die  Grössen 
M,  N,  M',  N'  und  8.  Wir  setzen  daher: 

P'»=P,/-'"'    ,    P,  =  P,*^", 

Nehmen  wir  nun  die  rci-lien  Theilo  als  Lösungen  des  Problems, 
so  erhalten  wir  fQr  den  einfallenden  Strahl: 

t;,  =  Pco82,rf  •>'^|-'^~5^  , 

«i,cos9  -ii»,sinv     Scos2*  _  ^) , 

fQr  den  reflectirten  Strahl: 

-  P,c«  (2«  («B-'-^füM  _  J.)  +  , 

■         •  o    _    In    /XMUw S  conto       t\    ,  A 

«{00S9  H-  fPism^  » ;S| cos |2jr  v~     i"       —  iy  +  *'j> 

und  f&r  den  gebrochenen  Strahl: 
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Femer  sind  die  GiGssen  Pi,  Pr,  und  die  Winkel  0,  o„ 
tf|  bestimmt  durch  die  Glachungeu: 

«^1  (M  -  N')  -  2(M'-  N) 

*       —  (  t(M'-f-N)*  ' 

■^''^  (Jtf  -f-  iV^ -  i  ^.V  -f-  A ) 

(M  +  N')  —  iW^-  N)  ^» 

und  damit  die  fieetimmang  eine  eindentige  sei,  wollen  wir  noch  fbsi- 
seteen,  dass  Pt,  Pr  mit  Pnnd  8i,  Sr  mit  5  dasselbe  Vonseichen  haben 
sollen,  and  dass  die  Winkel  n,  a^,  0^  zwischen  0  und  2x  su 
nehmen  sind. 

Wir  untersuchen  zunächst,  ob  die  Gleichung  der  Erhaltung  der 

lebendigen  Kraft  erfüllt  ist;  es  muss  dies  nothwendig  der  Fall  sein; 
wir  hfiben  also  eine  Probe  fiir  die  Richtigkeit  der  Recliiumg.  Es  ist 
bekanntlich  diese  Gleichung  der  Erhaltung  der  lebeudigen  Kraft  für 
das  senkreclit  auf  die  Einfallsebene  schwingende  Licht: 

'  *"      f  sin  rp  C'  iS  rp  ' 

setzen  wir  iu  diese  Gleichuug  die  oben  gegebenen  WerUie  ein,  so  er- 
giebt  sich: 

{{M  +  N')  -  t(Jtf'-f  N)}  {{M  +  N')  4-  i{M'-\-  N)}  — 
—  {(Jlf  -  N*)  -  f*(Jlf'—  N)}  {(Jf  —  N')  +  f(jr—  J^)>  = 

oder 

die  Bedingung  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  wird  also  fOr  das 
senkrecht  auf  die  Binflülsebene  schwingende  Licht: 

und  demnach  fÖr  das  in  der  Einfallsebene  schwingende  Licht: 


MN -f  M  N 


t  Bing)  cosqp 


Wie  wir  schon  oben  hervorgehoben  haben,  leisten  die  gefundenen 

Werthe  diesen  Gleichungen  Genüge. 

MftttaoiutiMliB  Anoftlan.  V. 
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Die  aug^ebenen  Formeln  gelten  fQr  den  Fall  der  partiellen  Be- 
flezion;  wir  haben  neben  dem  xeflectirten  einen  gebrochenen  Strahl 
erhalten.  Dabei  ist  Toranagesetzt,  ei  id  sin^»,  <  1,  also  cos 9,  reell 
and  damit  auch  die  acht  GrOnsen  M  nnd  M.  Die  Voranssetanng  ist 
immer  erfiOllti  wenn 

denn  wir  haben  dann,  da 


sin 9?,  <  sin^  <  1. 
I.st  dagegen 

so  wird  für 


sm9>>~; 


sin 97,  grösser,  als  1,  folglich  cos^p,  iinagiiiär,  und  dann  sind  auch 
die  Grössen  M  und  M  /um  Theil  imaginär.  Die  Betrachtimg  lehrt^ 
dass  in  diesem  FäUe  der  gebrodiene  Strahl  verschwindet;  es  tritt  totale 
Reflexion  ein. 

Wir  müssen  daher  in  diesem  Fklle  für  die  Bewegung  in  dem 
zweiten  Medium  Ansdrflcke  erhalten,  wddie  in  endlicher  Entfemnn^ 
von  der  Grensebene  #  «^O  einen  Tenschwindend  kleinen  Werth  be- 
sitien.  Dies  geschidit,  wenn  wir 

setzen j  denn  wir  haben  dann: 

«rcos^i  —  fc^pSin^,     &,e   *  ^  ^ 

und  der  Factor 

e  * 

wird  l&r  endliche  positive  Werthe  von  b  verschwindend  klein.  Dagegen 
dOrfen  wir  von  den  Lösungen  mit 

keinen  Gebrauch  machen  j  denn  wir  erhielten  dann  den  Factor 


c 


8fr 

i 


welcher  mit  der  Entfernunpf  von  der  (?renzel>ene  bis  ins  Unendliche 
zuniuinit.  Wir  haben  also  in  den  Ausdrücken  für  die  Grössen  M  und 
M  ebenfalls  cosipi  -=  i  ^sin'^»,  —  1  zu  setsen,  und  es  werden  dann 
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erstens  M  und  N  imaginär,  wahrend  M'  und  N'  reell  bleiben;  ferner 
wird  N'  imaginär,  während  M  reell  bleibt j  für  die  Grössen  M'  und 
N  haben  wir  den  VV^erth  null  erhalten.  Wegen  der  folgenden  Unter-  • 
suchungen,  wo  wir  für  die  Grössen  M'  und  N  von  null  verschiedene 
Werthe  erhalten  werden,  nehmen  wir  m,  es  sei  in  dem  bekachteten 
Fall  M'.  imaginär  und  N  reell. 

Berücksichtigen  wir  aber,  dass  die  Grössen  M,  N,  fA',  N'  reell, 
dagegen  die  Grössen  M',  N',  M,  N  imaginär  sein  sollen,  so  können 
wir  setzen: 

^  {M  -  i  M')  -  i  {N  -f  iN')  ^* 


_  (i«^  +  M')  -I-  t(iN  -  N') 
(iM  +  M')  -  »(» N  -  N')  *  ' 


wo  die  Ausdrücke  (Jlf  -  iM'),  {N  +  iN'),  (iM  -f-  M')  nnd  (tN  —  N') 
reell  sindf  daraus  folgt,  dass  wir  jelst  setaen  können: 

miilun  wird  die  Bew^^g  in  dem  total  refleclirten  Strahl  dargestellt 
dnich  die  Gleichongen: 

-  PcoB  {2«  (^^^-'0^?  ^  j,)  4-  0,  j  , 

uicoey  +  tPisiny  -g  coe  {2«  (^'^^  -''^''^     j,)  +  g-j  , 

nnd  die  beiden  Winkel  «>'  und  ^  werden  bestimmt  durch  die  Olei- 
chmumn: 

w#      __  (Af-  N')-i(M'-N) 
^  ^      (Af  +  JV';  -  %{M'-\-N) ' 

^i^^  (NL- N;)  -  «(M  -  N)  , 

^  (M  +  N')  -  t(M'-f  N) 

Wir  gehen  nun  zu  der  Untersuchung  über,  unter  welchen  Be- 
dingungen die  für  den  Fall  einer  partiellen  und  die  für  den  Fall  einer 
totalen  KeÜexiou  aufgestellten  Formeln  mit  den  liesultateu  der  Beo- 
bachtung übereinstimmen.  Zu  diesem  Ende  brauchen  wir  bloss  zu 
mitersuchen,  ob  die  Aosdrllcke,  welche  ans  misem  Formeln  für  die 
durch  die  Beobachtong  direct  bestimmten  GiSssen  folgen,  mit  den- 
jenigen in  Uebeieinstimmnng  su  bringen  sind,  welche  entweder  ans 
den  Fresnerschen,  oder  ans  den  Nenmann'schen  Fonneln  folgen; 
denn  wie  wir  schon  S.  472  henrorgehoben  haben,  stinunen  die  von 
Fresnel  oder  die  von  Neumann  fQr  die  Reflexion  und  Brechung  ab- 
geleiteten Formeln  mit  der  Erfahrung  Qberein,  je  nachdem  wir  die  eine 
oder  die  andere  Annahme  über  die  Beziehung  swiscben  Schwingung»- 
ebene  nnd  Polaiisationsebene  machen*)» 


*)  Anf  die  Bcobiichtungen  vou  Jaiuiu,  welcher  kleine  Abweichungen  von 
Formelu  gefunden  hat,  werden  wir  später  zurückkommen. 
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Als  direci  beolMichtet  köntieo  wir  die  folgeudeu  Grössen  ansehen  s 

Die  geradlinige  Polarisation  und  die  Drehung  der  Polari- 
sationsebene  in  dem  refloctirten  und  in  dem  gebrochenen  Strahl 
nach  einer  [lartiellen  KeHi.'xion; 

Die  eUiptische  Polarisation  eines  total  refleciirten  Strahles. 
Demnach   soll  erstens  hei    pariloller   KoHoxion   eines  tjeradlinij]^ 
j)ohviisirteii  Strahles  der  rcflectirte  und  der  gebrochene  Stratil  gerad- 
linig poiarisirt  sein-,  es  niuss  also  s«;in: 

sin  (w  —      =    ;    siiJ  («<>i  —  <>i )  ^  0  . 

Durch  Einsetzen  der  Werthe  folgen  hieraus  die  liedingungen: 

M'  +  N  _  M'  1  N         M'  -  N  ^  M'  N 
M-\-.\  M  I  N'     '     If  -  A^'  —  M-  N'  * 

Zweitens  sind  (He  Fonnehi  liir  ^]'u^  I )r«'liti)i;4  der  l'olarisationsebeiie 
im  retlectirfen  uml  im  irf'ljroclienen  »Strahl,  wenn  wir  mit  Fresnel 
aniielimeii,  dass  die  iSchwingungeu  senkrecht  aut  die  Polarisatiousebene 
siatUindeii : 

PfCOSia       co8(<p  —  <p,)  i'    '     P,.co«ti),       cos(<p  —  <p,)  J*  * 

wir  sehreiben  die  Bedingungen  in  dieser  Form,  damit  keine  Zwei- 
deutigkeit wegen  des  Zeichens  stattfinde.  Setzen  wir  in  diese  Formeln 
die  oben  angegebenen  Werthe  ein,  so  ergeben  sich  mit  ROcksicht  auf 
die  eben  erhaltenen  Relationen  die  folgenden  Bedingungen: 

M-l-N'      M'+N  ,  . 

Ä+i^r     jB'+ JV  =  cos  (9  -  9,), 

M      N'       M'     N  ,  , 

Machen  wir  dafife<ren  die  Annahme,  dasrJ  die  Schwin^nnigen  in 
der  l'olarisalions«'1)ene  statthnden,  so  sind  die  Formeln  für  die  Drehung 
der  Polarisationsebene  gerade  umgekelirt: 

P,C0S(O         C08((p  -f        P  P,  •  ^  _ 

S^cof^a        00^(7)  —  ff<^)  S     '      .S'^cobo,        coh{fp  — rp,)  S 

Die  in  diesem  Falle  auftretenden  1  Bedingungen  werden  {dso  aus  »len 
ohen  stehenden  erhalten,  indem  die  (irijsscii  I\I ,  M\  N'  und  die 
tirössen  M,  N,  M,  N'  mit  einander  vertauscht  werden. 

Endlich  sind  die  von  Fresnel  für  die  elliptische  Polarisation 
eines  total  reflectirten  Strahls  abgeleiteten  Formeln  die  folgenden: 

oosfö'  —  a\  «=s  cog'y  co»*yi  H-  yi 

'      000^9  o(»*qpi —  sin*9siii*9{ ' 

SlIllO    —     Ii)  I    — r-  "i  5—5  r-;   • 

^  <  n-,'  rp  cos'  fpf  —  8in*qp  Bin*  (pt 

Diese  beiden  Formeln  sind  abor  in  der  folgenden  erhalten: 

•  tos  (9  —  qj,) 
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Durch  Eiusetsen  der  Werthe  ergiebt  sich  hieraus  die  Bedingung: 

(Jf- J!ir)-t(jr—  JIQ  (MH-N*)-»(M'+N)  _  oQt(y  ^ 
{S+JIT')  — »(Ä'+HT)  (M  -  N')  -  »(M  -  N)     0M(9  +"9,)  * 

Nun  sollen  die  oben  bei  Annahme  einer  partiellen  Reflexion  er- 
halienen  Bedingungen  fflr  jeden  Werth  von  ip  gelten,  dem  ein  reelles 
9>,  entspricht;  dann  werden  sie  aber  auch  noch  gelten,  wenn  sing)}  >  1 
wird,  und  sobald  das  der  Fall  ist,  wird  der  eben  abgeleiteten  Be- 
dingung Genflge  geleistet. 

Ganz  dasselbe  gilt  iu  dem  Falle,  wo  die  •Scliwiiiguiigeu  in  der 
I*olarisatiüüsebene  stattfinden  sollen;  wir  haheii  dann  statt  der  Fres- 
nel "sehen  die  Neu  man  n '.seilen  Formeln  für  die  elliptische  Polarisation 
des  total  rollectirteii  Strahles  anzunehnienj  diese  Fifmieln  werden  aher 
aus  jenen  erlialten  durch  V'ertiuischung  von  a'  und  to';  es  sind  also 
wieder  die  Grössen  M,  M',  iV"  und  die  Grössen  M,  N,  M',  N'  mit 
einander  zu  vertauschen. 

Folglich  können  wir  das  Resultat  der  eben  angestellten  Hetrack- 
tung  in  den  folgenden  beiden  Sätzen  zusammenfassen: 

Sollen  auf  Grund  der  Annahme,  dass  in  einem  geradlinig  polari- 
sirten  Strahl  die  Schwingungen  senkrecht  auf  die  Polarisationsebene 
stattfinden,  die  erhaltenen  Formeln  für  die  Reflexion  und  Brechung 
mit  der  Beobachtung  in  Einklang  stehen,  so  mOssen  die  Bedingungen 
erfällt  sein: 


Soll  daij^egen  «  in»'  .solche  ( iehereinstininnmif  hestehen  auf  (irund 
der  Anualime,  dass  die  »Schwingungen  iu  der  l'olarisationsebene  statt- 
finden, so  muss  st  in: 


Wir  können  diese  Relationen  auch  noch  auf  eine  etwas  andere 
Form  bringen,  indem  wir  die  Grössen  M,  N,  M',  N'  bestimmen  durch 
die  Grössen  Mj  N,  M\  N'.  Es  folgt  dann  aus  den  Gleichungen  (III): 


(III) 


(IV) 


M  +  N' 
M-N' 
M  -  tT 


M   =  M  coH<f'  cos 9),  -}-  N'  sing)  sinqr' 


N    ^  N  cosy  coaq>^  -f"  9*  sing), , 

M'»  M'  coBq>  cos^i  -f-  ^  siuf)  sing», , 
N'»      eosq)  cosg^f  -\-  M  mnq>  siuf),; 


dagegen  aus  den  Gleichungen  (IV): 
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M- 
N. 

M' 


Jlf  coB  tp  C08  <pt  —  -BTany  sinyt 
oot(9  -  9t)  oo«(9>  4-  9i)  ' 

JToMy  CQgyi  —  M'ainy  Bin  qp, 

M'cQgy  COtyi  —  Nnnip  wnyi 
"  006(9  —  9i)  GM(9  +  9i)  ' 

qpi) 


C08(<|?  —  (p|)  co8(qp 

Setzen  wir  also,  was  fOr  die  nachfolgenden  Untersuchongen  am 
beqoemsten  ist: 

co»(p  jp  8ing>  -jj, 

oOB<p  n         1^/^          sin  9 


(V) 


so  mnss  seini  unter  der  Annahme,  dass  die  fiSchwiuguugen  senkrscht 
auf  die  Pohurisafcionsebene  stattfinden: 


(III-) 


F,  —  cos'«,  M  +  -"-2!  »in' V  JV, 
V  cas»yeoi«y.  jy-  _  ^.^ 


F3  «-  sin^i  cos  9,  Jf'  + 


bin*  (f'  »iii*<)c», 
sin  (f)  co»qp 


jj.       «nv,  CO8V,  jy.^  gj^, 


dagegen  nnter  der  Anuahme,  de^  die  »Scliwingungeu  iu  der  Pulariäutiuus- 
ebene  siatttiuden: 


(IV) 


(»•(9  —  9,)  oo«(9  4-  9,) 

N  —  cosop,  Jtf' 

C0t(9  —  9i)008(qp  +  Ti^ 

smop.  coso),  Jr —  ^-  N 

•  am qp  coa y 

C0«(9  —  9,)  eO0(9  -f  Vi) 

sin  qpi  cos  qp  I  x f         ■   9  hj 

ein9C08qp        ^  ^' 


C08(qp  —  qp,)  C08(qp  -f"  Vi) 

Die  Untersuchung,  ob  dem  einen  oder  dein  andern  dieser  Systeme 
von  Gleichungen  Genüge  geleistet  wird  durch  die  \Verthe,  welche  wir 
für  die  acht  Grössen  M  und  M  gefunden  haben,  ist  nun  sehr  einfach, 
Es  soll  nämlich  nach  den  Gleichungen,  (6)  S.  492: 

JV=0,  N'=0 
sein,  dag^n  nach  den  Gleichungen  (7),  S.  495: 
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 -liTTFTr  '  ^»  =  -4«»', 

wo 

CO  äs»  «8111^9)  —      siii'^^i, . 

Wir  solleil  also  haben,  welche  der  beiden  Definitionen  wir  fttr  die 
Polansationsebene  auch  annehmen  mögen: 

s  —  «1  —  2m  =  0      nnd      o     0 , 

oder 

Die  (Jleicliungcii  führen  demnach  gleichzeitig  auf  die  Fresnel'sche 
Aniialiine  gleicher  Elastieit*ät,  wonach  eaiii'fp  ~  f,  sin'^^i  sein  soll, 
und  auf  die  Annahme  gleicher  Oichtigkeitj  die  eine  der  beiden  An- 
nahmen schliesst  aber  die  andere  aus. 

Hieraus  folgt,  dass  durch  keine  Annahme  über  das  Verhültuiss 
der  Dichtigkeiten,  die  einzige  Grosse,  über  welche  wir  verfUgeu  können, 
die  für  die  Reflexion  nnd  Brechung  erhaltenen  Formeln  in  Einklang 
mit  den  Resultaten  der  Beobachtung  können  gebracht  werden ;  es  steht 
alao  die  entwickelte  Theorie  in  Widerspruch  mit  der  Erfahrung. 

Und  swar  soll  noch  herroigehohen  werden,  dass  bei  keiner  Annahme 
fiber  das  YerhSltniss  der  Dichtigkinten  die  beiden  Grössen  o  und  t. —  e, 
gleichzeitig  kleine  Werthe  annehmen,  der  einzige  Fall  ausgenommen, 
wo  das  Brechungsverhältniss  fllr  die  beiden  Medien  nahe  gleich  eins 
und  in  Folge  da?on  die  Reflexion  überhaupt  gering  ist;  wir  stossen 
also  auf  eine  ganz  bedeutende  Abweichung  zwischen  Theorie  und 
Beobachtung,  eine  Abweichung,  an  deren  Erklärung  durch  Beobach- 
tuugsfehler  nicht  zu  denken  ist"'). 


d.  Die  Formeln  von  üauchj. 

Wir  wollen  hier  noch  etwas  n&her  eingehen  auf  die  Formeln, 
welche  Cauchy  fQr  die  Reflexion  und  Brechung  abgeleitet  hat  Es 
haben  nämlich  diese  Formeln,  gans  abgesehen  Tön  ihrer  Herleituug, 
eine  gewisse  Bedeutung  dadurch  gewonnen,  dass  nach  den  Beobach- 
tungen von  Jamin  und  Andern  wirklich  Abweichungen  von  den 
FresneTschen  Gesetzen  der  Uetlexion  und  Brechung  stattfinden,  und 
zwar  solche  Ab\voic}uni<^'eii,  wie  sie  nach  den  Cauchy 'sehen  Formeln 
im  Allgemeinen  eintreten  sollen. 


*)  Die  Verpleichung  zwischen  Theorie  und  Beobachtung  kann  leicht  weiter 
s^cfOhrt  werden;  es  ergiclit  sich  dutm  namentlich,  diws  nach  der  Theorie  der 
partiell  reficctirte  Strahl  a'me  eliipiiecho  Polariaation  besiUen  soll,  welche  einer 
ganz  rohen  Beobaehtang  niöht  entgehen  könnte,  und  dau  die  elliptisdhe  Polari* 
ealion.  welehc  nach  der  Theorie  ein  total  rcflectirter  Stnhl  bentun  soll,  von 
der  wirklich  beobachteten  gans  ?erschieden  ist. 
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Die  vüu  Cauchy  abgeleiteten  Foroicln  sind,  wenn  wir  von  <ler 
im  Vorhergehendeu  eingt-fülirten  nezoiehuung  (lehruuch  niadicn  und 
die  neben  dem  ISrecliuii<^sv<  rl!rilttiis.s  auftretende  zweite  Coiistaute,  den 
sogeiiauuteu  EllipticitutscuefticieuteUy  mit  E  bezeicliueu: 

tg(tf,  —  ©,)  —  Emaip  tg(9  —  ipi) , 

5|*        co.v'((p  -f  qr  ,^  +  fv'»»siii»g)Hiii»(fp  -f  q>,)  S* 

8r*  ^    1  5rt 

P/  *  C06*(9  —  9|)  + A'*8iu'98in*(9  —  9,)  ' 

Eb  wird  hiebe!  angenommen ,  dass  die  Schwingungen  senkrecht  auf 
die  Polarisationsebene  stattfinden  sollen,  und  die  Unbestimmtheit  des 
Zeichens,  welche  die  quadratische  Form  der  beiden  lotsten  Gleichungen 
mit-  sich  führt,  wird  dadurch  beseitigt,  dass  fUr  den  Fall  £ »  0  die 
Fresnerschen  Formeln  gelten. 

Fahren  wir  nnn  in  diese  Gleichungen  die  Ausdrücke  der  Grössen 
S,  P,  if ,  tt»  in  den  M  und  M  ein,  so  eigiebt  sich: 

(M  -  N')  (J£'-  2V)  -  (M'-  NXÜf-JSr')      „  .  , 

lliermis  l'ulgt,  wenn  das  Vor/rii  1m.ii  so  gc\sillilt  wird,  dass  die 
Formeln  liir      =  0  mit  den  Formeln  i^IIlj  übereinstimmen: 

.  M  +  N  —  (1£  +  Ji')  cob(9  —  9j)  -  £sin9)(Jtf'+      sin(9)  -  y,) , 

MH-  N  =  (Jf '+  A')  «.'08(9  —  <jp, )  -f  y;.sin  9  (71/  -f  A"j  sin  7  ,  j  , 

M  —  N'-»  (Jtf  -  N')  co8(9  -f  g),)  +  Ewi^iM  —  N)  8in(9>  +  9,) , 

M'—  N  —  (Jf'—  N)  €SM(q>  +      ~  EmnipiM—N')  sm{tp  +  g),) . 

Wüllen  wir  dieselben  Funnein  für  die  durch  HcobaclituiiL^ 
stimmteu  (.irössen  erhalten  auf  (irund  der  Annahnu',  da.ss  die  Siiiwin- 
gungen  in  der  Polarisationsebene  .stattlinden,  so  brauchen  wir  nur  die- 
jenigen BelaMonen  statt  der  obigen  uuKUuehmcn,  welelie  aus  denselben 
her?oigehen  durch  Vertanschuug  der  Grössen  31,  N,  M',  N'  und  der 
Glessen  M,  N,  M',      mit  einander. 
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Es  hat  nun  Jamin*),  in  llehert'instimnuing  mit  Erst lu  lnuDgen, 
welche  Airy  am  Dianianteu  beobachtet  hat,  gefunden,  duss  das  re- 
flectirte  und  das  gelirocheiie  Licht  im  Allgemeinen  elliptisch  polarisirt 
sei,  und  dass  bei  einer  Reflexion  unter  dein  Polnrisationswiukel  das 
Verbältniss  der  Ainplitu<len  d«'s  seid<re(ht  aui'  die  Eiutallsebcne  und 
des  in  der  Eiiilall.s<  l)(  in'  polarisirteii  Stralils  nicht  genau  null  ist,  wie 
dies  nach  <len  Fresiit  I  schen  Formeln  der  Fall  sein  sollte,  sondern 
diiss  «lieses  Verbältniss  nur  ein  Mininunii  wird.  Diese  Beobachtungen 
«tiuimen  sehr  gut  übcrein  mit  den  C au chy  sehen  Formeln;  allein  es 
kann  dies  kaum  für  die  Richtigkeit  dieser  Formeln  sprechen  ^  weil  die 
Consbuite  E  einen  äueserst  Meinen  Werth  erhalt  und  dn  Sänfln» 
derselben  nur  wahnsunehmen  ist,  wenn  der  Einfallswinkel  dem  Pola- 
risationswinkel nahe  gleich  ist;  ea  hat  deshalb  auch  Jamin  den  Aus- 
druck JE?  sin  9  als  eine  Constante  betrachten  können.  Femer  ist  im- 
zuführen,  dass  nach  Cauchy's  Theorie  der  Werth  des  Ellipticit&te- 
coefficicnton ,  welcher  bei  der  Reflexion  an  der  Grenze  zweier  ver- 
schiedener durchsichtiger  Rnbstaikzen  auftritt,  iji  einfacher  Weise  folgen 
sollte  aus  den  Wert  heu  der  beiden  Ellipticitätscoefficienten,  welche  bei 
der  KeHexion  an  der  Grenze  zwischen  Luft  und  den  beiden  durch- 
sichtigen Substanzen  auftreten*,  damit  stehen  die  von  Jamin  an  Flüssige 
keiten  angestellten  Beobachtungen  in  Widerspruch. 

Wir  können  also  aus  diesen  Heobachtungen  höchstens  schliessen, 
dass  kl*  ine  Abweichungen  von  den  F r es n erscheu  Formeln  stattfinden; 

solche  Al>weithunLCen  erhalten  wir,  wenn  wir  annehmen,  dass  die 
Grijssen  M  und  M  den  Gleichungen  (Hl)  bei  Annahme  der  einen  und 
den  Gleichungen  (IV^)  bei  Annahme  der  andern  Detiuitiou  der  Pola- 
risatiousebene  nur  angenähert  Genüge  leisten. 


3. 

Allmähliger  Uebergang  von  dem  einen  homogenen  Medium  zum  audurn 
vermittelt  durch  anendlich  viele  onendlich  dünne  homogene  Schichten. 

Die  im  Vorhergehenden  entwickelte  Tlieorie  der  Kellexion  und 
lirechung  steht,  wie  wir  eben  gesehen  luilx-n,  in  W  iderspruch  mit  der 
Erfahrung.  I'rüien  wir  mit  Rücksicht  hierauf  die  der  Theorie  zu  Grunde 
gelegten  Annahmen,  «u  erweist  sich  eine  derselben  als  durchaus  nicht 


*}  Aunalee  du  cliiunc  ut  de  pbyiii(|ue,  Iii.  B«3riu,  t.  29.  M.  il. 
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uoifawendig.  Es  ist  dies  die  Annahmey  dass  awei  bomogene  Medien 
von  venehiedeiier  Dichtigkeit  und  ElasticitSt  in  einer  Fl&ehe  an  ein- 
ander grensen.  Danach  mllMen,  wenn  wir  uns  den  ganaen  Bamn  Ton 
einem  elastischen  Medinm  erflUlt  denken ,  die  Di<^tis^eit  und  die 
Ehwtieitat,  betrachtet  als  Functionen  des  (hts,  beim  Durchgang  darch 
dne  Hache  ihren  Werth  sprungweise  ändern.  Wir  können  aber  ebenso 
gut  annebmen,  dass  ein  solcher  Sprung  nicht  stattfinde,  sondern  eine 
stetige  Aenderung;  es  müssen  dann  im  Innern  einer  Schicht,  welche 
die  beiden  homogenen  Medien  von  einander  trennt,  die  Werthe  der 
Dichtigkeit  und  der  Elasticitiit  sieh  mit  dem  Orte  stetig  ruidcrn.  Für 
diese  Annahme  spruiht  eine  grosse  Zahl  von  sehr  verscliiedenartig'on 
Beobachtunjj^en ,  wonach  die  Beschaffenheit  der  Körper  in  der  i^ühe 
der  Oberfläche  eine  andere  ist,  als  im  Innern. 

Allein  auch  bei  der  Annahme  eines  solchen  stetigen  Uebergangs 
würe  das  llesult^it  der  vorhergehenden  Betrachtung,  wenn  es  mit  der 
Erfahrung  in  Einklang  stände,  wohl  iiufrecht  zu  erhalt<>n.  Denn  es 
ist  zu  vermuthen,  dass,  wenn  der  l  ebergang  von  dem  einen  Medium 
zum  andern  stetig,  aber  sehr  rasch  stattfindet,  dieselben  Formeln  gelten, 
wie  wir  sie  bei  der  Annahme  eines  plötzlichen  Uebergangs  erhalt<.*n 
haben,  und  die  folgenden  Betrachtungen  werden  zeigen,  dass  diese 
Vermuthuug  wenigstens  in  dem  Falle  zutrifft,  wo  die  Dichtigkeit  der 
beiden  homogenen  Medien  dieselbe  ist.  Danach  wfirde  ans  .der  ange- 
stellten üntersuchnng  der  Schluss  zu  ziehen  sein,  dass  die  Annahme 
eines  sehr  raschen  Uebergangs  von  dem  einen  Medium  zum  andern 
mit  der  Erfahrung  in  Widerspruch  steht. 

Wir  suchen  daher  das  Problem  jetzt  unter  der  Voraussetzuug  zu 
lösen,  dass  ein  stetiger  Uebergang  in  Bezug  auf  Dichtigkeit  und  Ela- 
stidtSt  ?on  dem  einen  homogenen  Medium  zum  andern  stattfinde,  ohne 
Uber  die  Dicke  der  Schicht ,  innerhalb  welcher  der  Uebergang  sich 
herstellty  irgend  eine  Annahme  zu  machen;  wir  betrachten  diese  Dicke 
als  eine  im  Allgemeinen  endliche  Glesse ,  und  wenn  wir  dann  dieselbe 
schliesslich  verschwindend  klein  gegen  eine  WeUmlange  setsen,  so 
weiden  wir  wieder  zu  den  oben  erhaltenen  Formeln  gelangen. 

Um  ferner  das  Problem  mittelst  der  im  Vorhergehenden  benutzten 
Formeln  behandeln  zu  können,  werden  wir  uns  zunidist  den  Ueber- 
gang von  dem  einen  Medium  zum  andern  vermittelt  denken  durch  eine 
Anzahl  homogener  Schichten;  von  der  einen  Schidit  zur  andern  sollen 

sich  Dichtigkeit  und  EUsticitat  sprungweise  andern,  und  zwar  so,  dass 
die  Wertlie  dieser  Grössen  für  eine  bestimmte  Schicht  immer  zwischen 
ihren  Werthen  für  die  beiden  benachbarten  Schichten  liegen;  wir 
werden  dann  die  einzelnen  Schichten  unendlich  dünn  und  ihre  Anzahl 
unendlich  gross  setzen;  so  gelangen  wir  schliesslich  zu  einem  stetigen 
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Uebergang  in  Bezug  auf  Dichtigkeit  und  Elaaticität  von  dem  einen 
homogenen  Medium  zum  andern'*'). 

Wir  nehmen  also  sonSehst  an,  es  befinden  rieh  swisehen  den 
beiden  Medien  m  ebene  homogene  Schiebten  von  der  Dicke 

ferner  seien  die  Wertiie  der  Dichtigkeit  und  der  Elasticitat  für  die  m 
Schichten : 

^\  f    ^'i  }         t   '  '  '  '  }         >    •  '  •  ^mf 

ö,  ,  a.,  ,  (i-^  ,  .  .  .  .,  dl,,  ...  a„,. 

Wir  haben  dann  für  die  kleinen  Schwingungen  in  dor  //"""  Schiclit 
ein  Bjrstem  Differentialgleichungen,  welches  aus  den  Uleichungen  (1), 

Seite  490,  folgt,  indem  wir  die  Constante  —  ersetzen  durch  Zur 

Uiiter»eheidung  wollen  wir  die  VerrUckungen  und  den  Multiplicator  in 
der  Ä'^'"  Schicht 

U\f   l/j^f    W'üy  A» 

nennen;  ferner  wollon  wir  die  Ordinate  z  immer  positiv  nehmen  von 
dem  Anfang  der  Schicht  und  deshalb  in  den  (Gleichungen  für  die  h^' 


*)  Kk  ist  das  in  gcwiBSt-m  Sinne  die  Erweiterung  einer  von  J'.  H.  Zrch, 
Pogg.  Ann.,  CLX,  186U,  angestellten  Betrachtung,  allordiugs  auf  ganz  anderer 
GrDndlage.  In  ^er  erwAbtiten  Abhandlimiir  hat  DÜnlich  Zech  venraeht,  anf 
Grund  der  Ncumann'iClien  Formeln  für  die  Reflexion  nnd  Brechanp,  und  damit 
auf  r«riirid  der  Ncum an n'sclien  Deflnition  der  Poliirisationsebene,  für  die  durch 
Beobachtung  bestimnitcu  Gröasou  Ausdrücke  abzuleiten,  wie  nie  auf  ürund  der 
etitgegeagesetzten  Definition  die  Formehi  Cauchy*t  liefern,  und  er  hat  dieaea 
Ziel  «ttaialii,  indem  er  swisdien  den  beiden  Medien  eine  dflniie  homogene  Sohidit 
von  mittlerer  Elasticitüt  annahm. 

Femer  hat  Lorenz,  Pogp.  Ann.  CXI,  18C(»,  eine  ganz  ilhnliohe  Rech- 
nung, wie  die,  welche  wir  anzuetcllcn  haben,  niliuUch  für  den  Fall  einer  uueud- 
lich  gromen  Ansshl  von  nnendlioh  dflnnen  Schiehten,  auf  Grand  der  Annahme 
darchgefShrt,  das«  fSt  die  Reflexion  und  Brechung  an  der  Grenze  -/.weier  Medien, 
velcln'  von  cinaiidor  nur  unendlich  wonig  verschieden  sind,  die  Fresnersohcn 
Formeln  gelten.  Die  liechuung  ergiebt  daaui,  dasB  auch  für  den  Fall  einer  end- 
Uohen  Venehiedenheit  zwischen  den  beiden  Medien  die  Fresnerschen  Formeln 
gdten,  wenn  die  Oeaammtdieke  der  Schichten  gegen  eine  WdleniXngo  Ter- 
schwindend  klein  ist,  and  daae  die  von  Jamin  angestellten  Beobachtungen 
können  erklärt  werden ,  wenn  man  jener  Dicke  einen  gegon  eine  Wcllenlängo 
kleinen,  aber  nicht  versch windend  kleinen  Werth  zuschreibt.  In  einer  epütern 
Abhandlung  Pogg,  Ann.  CXIV,  1861,  bat  Lorenz  die  Annahme,  dan  fnr  den 
FUl  von  nnondlicfa  wenig  verBCbiedenen  Medien  die  Frounerschcn  Formeln 
gelten,  zu  begründen  versucht;  e«  muss  jedoch  dici^er  Vorsuch  als  völlig  misslungen 
betrachtet  werden;  auf  dem  eingeBchlugenen  Wege  wird  man  überhaupt  wohl  nie 
in  einem  solchen  Beweise  gelangen,  dass  die  obige,  d.  h.  eine  unendlich  oft 
wiederholte  Anwendung  des  8ateo«  erlanbt  wftrp.  Yergl.  Fortacbritto  der  fhyttk. 
1861.  8.  S25  ir. 


« 
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Schioht  dk  statt  «  setzen;  es  wird  dann  f8r  4  *>*  i^+i  0.  Dem- 
nach lauten  die  Diffeieutialgleichnngen  f&r  die  A'*  Schicht: 


(1) 


0 


FeriK'i  orgebcu  sich  au  der  Grenze  der  Ä'*'"  mit  der  (A  -|-  1)'*"* 
Schicht,  abu  für 

=  Ca,  4  +  1  =  0 

die  Bedingungen: 

(2)  =    +      ri  =  tJi  + 1 ,       =  M'i  + 1 ; 


(3) 


2a; 


14-1 


Es  ist  uuu  am  eiul'achsteu,  das  erste  humogeiiu  Medium  vou  der 
Dtcfatig^mt  €  und  von  dw  Ehisticität  a  aufzufasseu  als  eine  nullte  und 
das  sweite  houiogcue  Mediutti  von  der  Dichtigkeit  <|  und  von  der 
ElasticitSt  ab  eine  (m  -}-  1)"'  Schicht;  dann  gelten  die  Gleicbungen 
(1)  auch  flir  diese  beiden  Medien,  und  die  Gleichungen  (2)  und  (3) 
för  die  Grensen  derselben  mit  der  ersten  und  mit  dar  Schicht. 
Um  die  frOher  gebrauchte  Beseichnung  festsuhalten,  ist  bloss  ^  anzu- 
nehmen, dass  f&r  die  nullte  und  fOr  die  (m  -f  1)^"  Schicht  der  Strich 
oben  w^zulassoii  ist,  ebenso  der  Index  0  für  das  nullte  Medium,  dass 
dag<'i^»'ii  der  Index  w-f"  1  durch  1  zu  ersetzen  ist  (z.  H.  ^'m  t"*«!)» 

und  dass  die  Grenzen  von  r,',  =  z  und  0,  »lic  Frenzen  von 

■7m  +  i  =  und  oo  sind;  »lic  ( Jn'nzj^'leiciiungen  gelten  also  zum  ersten 
Mal  liir  z      0,  z\  =  (>,  /.iiui  letzten  Mal  für  r',,      f„,,      =  0. 

Wir  wnllcii  noch  für  die  //'■'  Seliicht  die  \\  elleiiliiii'41'  und  den 
IJreehun-^'swinkel  gj^  neuuenj  dann  folgt  aus  den  allgemeinen  Dilicreu- 
tialgluichuugeu  (1) : 

und  die  Grenzgleichungeu  (2)  und  (S)  führen  aui  die  Üediuguugeu : 
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sm9      «"»9*  nnq>, 

Es  handelt  sich  nim  darom,  den  an  der  ersten  QrenzflScbe  reflec- 
tirten  nnd  den  an  der  letzten  Grenzflache  gebrodienen  Strahl  zu  be- 
stinunen,  nnter  der  Voranssetzong,  dass  ein  beliebig  polarisirter  Strahl 
▼on  der  Schwingaiigsdauer  T  anter  dem  Winkel  9>  auf  die  erste  Grenz- 
ebene einfallt;  dann  ist  das  Problem  der  Reflexion  und  Brechung  för 
den  angenommenen  Fall  gelost.  Auj  einfuclisten  geschieht  dies ,  indem 
man  einen  all'^euieincii  Ausdruck  liir  die  liewoginig  in  der  A'  "  Schicht 
annimmt,  dann  di(!  CX^ustanten  so  bestimmt,  dass  den  (ireuzgleidiungen 
(2)  und  {'.))  <^*'\\w^i  wird,  und  schliosslicli  die  HtMÜngungcn  dafür  auf- 
stellt, dass  man  für  die  nullte  Schicht,  das  «-rst»'  Medium,  einen  ge- 
geljenen  eiiilallfriden  Strahl  nnd  (.'inen  /u  iMstiiiiiiienden  refh'ctirten 
Strahl,  dagegen  für  dif  (in  -\-  1)'*^^  Scliidit,  <las  zweite  Medium,  nur 
einen  zu  b<'stininit'ri(h'ii  gebrochenen  Strahl  erhalte. 

Da  in  ih-n  (Jleichungen  (l),  (2)  nnd  (3)  die  Verrückung  v  von 
den  VerpQckuugeu  u  und  w  völlig  getrennt  vorkommt,  können  wir 
wieder  die  beiden  Fälle  gesondert  betrachten,  wo  die  Schwingungen 
senkrecht  auf  die  Einfallsebene  und  wo  sie  in  der  Einfallsebene  statt- 
finden. 


a.  Schwingungen  senkrecht  auf  die  Einfallsebene. 

Wir  nehmen  zuerst  an,  das  einfiiUende  Licht  schwinge  senkrecht 
auf  die  Einfallsebene;  dann  können  in  allein  Schichten  nur  Hewegungen 
par.illel  der  ?/-Axe  stattfinden,  und  eine  allgemeine  Lichti)ewegung 
von  der  Schwingungsdauer  T  wird  für  die  A'"'  Schicht  s^fuibolisch  dar- 
gestellt durch  einen  Ausdruck  \on  der  Form; 

wenn  für  coustante  Werthe  von  ei  <ler  Ausdruck  der  Exponentialgrösse 

proportional  worden  soll,  was  zur  Erfülliwig  der  ( Jrenzbedingungen 
nothwendig  ist.  Dem  eutuprecheuil  erhalten  wir  für  die  Bewegung  in 
der  {h      1)""  Schicht: 

jjT  f  ^         4- 1  -  4  +  I  «»"VA  + 1  _  t\ 

setzen  wir  diese  Ausdrücke  in  die  Grenzgleichung  (2)  und  (3)  ein,  so 
ergiebt  sich: 
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Wir  haben  ferner,  damit  wir  die  frühem  Ansdrflcke  f&r  die  Bewegung 
in  dem  enten  und  in  dem  zweiten  Medium  erhalten: 

KD  eeksen. 

Darch  die  zuerst  erhaltenen  2(»n  -f  1)  Gleichungen  för  die  (m  -f- 1) 
Orenaehenra  können  wir  uns  die  2 (tn  -{-  1)  Constanten  B^,  .  .  . 
Am  +  i,  Bm  + 1  bestimmt  denken  durch  Aq  =  Pf  I?o  ==  -P  ?  "wir  erhalten 
so  die  Werthe  von  A,n  +  i  und  B,n  +  i  in  P  und  P',  und  indem  wir 
diese  Werthe  in  die  Gleichungen  A,„  ^  ,  <=  P, ,  B,„  -f  i  =  0  einsetzen, 
ergeben  sich  zwei  Gleichungen  zur  Bestimmaug  von  P'  und  P|.  Das 
Problem  ist  also  völlig  bestimmt. 

Um  nun  die  Gleichungen  aufzulösen,  setzen  wir: 

A,  -f  JA  =  C;,,    A,      B,  =  in,, ; 

dann  erhalten  wir  zur  Bestimmung  von  Ck  +  i  und  i>A  +  i  durch  Ck  und 
Da  die  Gleichungen: 

+  1  =  Ca  COS      \^  ^*  -  Da  sin  — -  , 

ee  ergiebt  sich  femer  ans  den  Bedingungen  l&r  &  «  0: 

und  am  den  Bedingungen  fSr       «n  +  1 : 

-1-1  =  1'  Dm  .f  1  =  -Z^i . 
Wir  können  also,  ohne  von  den  beiden  letzten  Gleichungen  Ge- 
brauch zu  machen,  die  sänmitlichen  2(t»  -f"  2)  Constanten  C  und  D 
bestimmen  durch  P -\-  P'  und  F —  P';  wir  setzen  daher: 

c,^(i,.{P-{-F')  -,>;(p-  p-), 
=  V, {P  -f  p')  -  /n'(P  -  P') . 

Dann  orgeben  sich  zur  Bestimmung  der  Grössen  fi*  und      die  Glei- 
chungen: 

_  «  «n-       co»y;             ««Ca  co«y; 
—  (i*  OOS  p  VkVm  , 

mit  den  Aul'augsbedingungen : 
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f»»  — 1,  y«  — 0, 

und  sur  Beatunnrang  der  GiSssen  ftjk,  y&  dietdben  Gldehiu^^  mit 
den  AnfangBbedmgimgen: 

|i6  — 0,  1^0— 1. 

Setsen  wir  endlich: 
Ih^+f^Mt  — If',  — — -W,  vit+i^N', 

80  ergeben  sich  schliesslich  zur  Bestimmung  der  Grössen  und  P, 
die  Gleichungen: 

(1)  P,  =  3/ (P  +  P')  +  iN{P  —  P')  =  iM'{F -f  P')  -{-  JV'(P—  P'); 

wir  haben  also  jetzt  die  Werthe  ftw  +  i,  —  Mm  +  i;  +  v^  +  i  für  Jf, 
iV^,  M',  N'  in  die  früher  abgeleiteten  Ausdrücke  einzusetzen. 

Die  Werthe  der  Gitaeu  M  vnd  N  weiden  natOilich  äusserst 
complicirt,  wenn  die  Zahl  m  der  Schichten  von  endlicher  Dicke  keine 
ganz  kleine  ist  Wir  wollen  daher  gleich  annehmen,  es  seien  die 
Schichten  unendlich  dilnn  und  ihre  Anzahl  unendlich  gross;  die  Ge- 
sammtdicke  der  Schichten  sei  C]  wir  haben  dann: 

Setzen  wir  nun  Ck  unendlich  klein,  so  werden  die  Gleichungen 
zur  Bestimmung  der  GiOsseu  ^m,  vt  und  fi«,  t^: 

^»A  + 1  =     —  «c*  ctggj* .  va  , 
WO  gesetzt  ist: 

(9)  «-=2Ä^-2jc?iH5'„2««a5!; 

die  Anfangsbedingungen  bleiben  nngwndert: 

(i^-il,  vo  — 0,  fi^'^O,  y«'  — 1. 

Mittelst  dieser  Gleichungen  kann  man  die  Werthe  der  GiOssen 
Mf  N,  M*  und  N'  durch  lEteihen  bestimmen ,  welche  immer  conTergiren, 
sobald  man  annimmt,  dass  die  Werthe  der  Dichtigkeit  und  der  Elasti- 

citat  für  jede  der  unendlich  vielen  Schichten  zwischen  den  Werthen 
der  beiden  Grössen  für  das  erste  tmd  für  das  zweite  Medium  liegen, 
und  zwar  gelangt  man  zu  diesen  Reihen,  indem  man  bei  der  Berech- 
nung der  Grössen  M  und  N  mittelst  der  Gleichungen  das  Resultat 
nach  den  Produkten  der  unendlich  kleinen  Grössen  C/,  ordnet.  Diese 
Produkte  dürfen  nicht  als  Grössen  höherer  Ordnung  ven^acliliissigt 
werden;  denn  mit  der  Ordnung  des  Produktes  wächst  in  dcuisclbon 
Maasse  die  Ordnung  der  unendlich  grossen  Anzahl  von  Gliedern  der 
entsprechenden  Form.  Es  lassen  sich  dann  die  einzelnen  Glieder  der 
Reihen  durch  wiederholte  Integrale  darstellen,  und  zwar  ist  für  jedes 
folgende  Glied  die  Anzahl  der  Integrationen  um  zwei  Termehri 
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Dieselben  Resultate  erhalt  man  jedoch  einfacher  auf  dem  folgenden 
der  gleichzeitig  bci^uemore  Mittel  für  die  Weiterf&hrong  der 
Betrachtung  liefert 
Wir  aetaen: 

«  =  «I  -I-     +  «j  +  •  •  •  +  i 
dann  könnm  wir  die  AusdrQcke 

<A>  9i>       n,  t^hf 
betrachten  ab  die  Werthe  stetiger  FVmctionen  von  0 

für  deu  obigen  VVertli  von  z\  wniii  wir  dann  weiter: 

r,,  de 

setzen,  so  bezeichnen  die  Ausdrücke 

9i+i>  !«*  +  «>  f«i+i>  *Ä+i 

die  Werthe  jener  Functionen  Ton  e  für  das  Aigument  b  +  c^'*  Wir 
haben  femer  die  Anfangsbedingungen  ittr  0  «  0: 

uud  die  Endbcdiiiguiifjon  für  g  =  c: 

Die  Grössen  c'  und  <p'  siixl  als  ge<r(>l)('n(;  Functionen  von  e  2u 
betrachten;  dagegen  tiihren  die  ubigen  Gleichungen  zu  dem  folgenden 
System  Difierentialgleichungen  für  di(!  Variabein  ^,  v  und  v'% 

(Ift  —  —  a  cig^'vdg, 
d  .  e'  sin^'  oob^'v  «>»  as  oos'^'i^ds. 
Setzen  wir  also  schliesslich: 

rr  Y,  r  .  'J  '  sinopCOBOp  .r 

so  eriialten  wir  fOr  die  QiQssen  Z  und  Y  das  System  Dtffiereutialglei- 
chnngen: 


(10) 


dt'Y         >  o  , 


Und  zwar  sind  die  particuiärcn  Jxjsungeu 

7,,  y,  und  ^2,  y, 

dieses  Systems  Diücrentialgloichuugeu  vollständig  bestimmt  durch  die 
Anfangsbedingungen  für  s 

(11)  -^,  =  1,    ^".=0,  Z,^(),    y,=  i. 

Wir  haben  endlich  zur  Bestimmung  der  Grössen  M',  N' 

die  Gleichungen: 
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(12)  N  8in9>co89>^,  Jf'-^j»  ^'       ^'^^^"^"Z"  ^2- 

Der  fitor  den  Griteen  Z  nnd  IT  augebraehte  hori«>iii«le  Strioli  soll' 
besdchneiiy  dus  die  Werthe  fitr  «  ->»  c  so  nehmeu  eeien. 

Mittebi  der  DifibrentMUglnoliiiiigeB  (10)  können  wir  nun  fUr  die 
Qntesen  Z  und  ¥,  und  damit  für  die  Gb^aeen  Jlf  und  N,  Bethen  Ton 
der         erw&hnieti  Form  ableiteu. 

Es  folgt  nawHfli  ane  den  ilifferentialgleichungen  durch  parÜeUe 
Integration: 

Z    Za  — '  «  I      ^> , 

s 

wenn  Zq  und      die  Werthe  von  Z  und  F  fOr  «  =  0  bezeichnen. 

Indem  wir  nun  auf  der  rechten  Seite  dieser  Qleichnngen  successire 
die  Werthe  der  GrSsaen  Z  und  T  einaetaen,  wie  sie  sich  zunächst 
aus  den  Anfaugsbedingongen  und  dann  aus  den  Gleichungen  selbst 
bei  Weglassung  der  noch  zu  berechnenden  liöhem  Glieder  ergeben, 
erhalten  wir: 

J  J  J  J  t^^lU  ip^        1*34  I 

- « j  j /"■"'^^iJi^  rf*,  rf*. + •  ■  ■  • . 

Hierin  sollen  £a  und  9>a  bezeichnen,  dass  in  den  Functionen  % 
und  <p  das  Argument  gleich  s,,  zu  setzen  sei,  und  die  wiederholten 
Integrale  sind  der  Ungleichung  entsprechend  zu  nehmen: 

0  <  ^r,  <  r-.^  <....<      <« . 
Eh  ist  sofort  ersichtlich,  duss  die  vier  Reihen  convergiren,  sobald 
weder      noch  sin 9'  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  verschwindet; 

MatlieinatUclie  Auiwlen.  V.  33 
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dieser  Fall  kann  alier  nicht  eintreten;  denn  es  wird  c'  immer  swiachen 
t  und  c,  und  sin 9'  immer  swischen  sin 9  und  sin  91  liegen. 

Wir  woUen  von  den  Reihenentwlckliingen  sofmi  dne  Anwendung 
machen,  indem  wir  die  Werihe  der  GrösRen  M  nnd  N  für  den  Fall 
bosiimmoi,  dass  die  Diclo  r  der  Schieht^  inaerkalb  welcher  der  stetige 
üebergang  von  dem  einen  Medium  7.um  aadem  Riaiflniden  snM,  vcr- 
sdiwindeud  klein  gegen  eine  Wellenlänge  sei.  In  diesem  Falle  ist 
(tr  eine  verschwindend  kleine  Grösso;  dann  erhalten  <lie  Integral«', 
welche  in  den  Ueihcnoiitwicklunffcii  für  die  (Jrössen  Z  nnd  Y  vor- 
kommen, lur  z  =  r  alle  einen  verschwindend  kleineu  Werth;  folglich 
wird  in  diesem  Falle: 

y,«o,  :^«o,  f;«^- 

ITieraus  folgt: 

J|f=»l,    JVc,0,    Jf'«0,    N'^  -inT-o«^ 

d.  h.  wir  »  i-lKilti  n  hei  der  Aiiiiahmo  «  incs  sehr  raschen  st('ti<^oii  IVber- 
gaiigs  V(»ii  dem  einen  Medium  /um  :indern  dieselben  iMinneln  lür  die 
RL'Hexiou  und  ßrechiuig,  wie  bei  der  Annahme  eines  plötzlichen  üeber- 
gangs. 

Wir  unk'isnciien  nun,  ob  ilie  allgemeinen  Werthe  (12)  der  Gi'Osson 
M  und  N  der  Bedingung  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  Genüge 
leisten: 

j/iV  4-  ai  :n  =  j^^i^jL  . 

es  kann  dies  als  Probe  fQr  die  Richtigkeit  der  angestellten  Rechnung 
dienoi. 

Damit  die  Gleichung  bestehe,  muss  sein: 

z,  1  j  -  z.,  y,  =  '  . 

Nun  leisten  die  Grössen  ,  \\  und  Z,,  den  Difi'erential- 
gleichuugen  (10)  Genüge;  folglich  ist: 

dZ\        Y   d  ^ 
dz  ~~         dz  "» 

^i-äi  ^t-JT» 

nnd  somit: 

+ " -  "f;  -  ^» "  ä7' "  »• 

Durch  Integration  eigiebt  sich: 

«'(Z,     —  <Z,r,)  -=  const. , 
und  der  Werth  der  Constnnten  wird  dadurch  bestimmt,  dass  für  ff  =  0 
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f^cni  soll.  Folglicii  gilt  l'ür  jeüeu  Weiih  von  e  zwischen  U  und  c  die 
llelation : 

(14)  z,r,-^,r,-f. 

Hieraus  ibigt  aber  die'  obige  Gleiehmigi  wenn  wir  «  »  c  setzen. 
Es  gilt  also  die  Gleichung  von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Krall. 

•  Mittelst  der  Formeln,  welche  wir  im  Vorhergehenden  entwickelt 
liabeuy  mfissen  wir  auch  den  Fall  boliandeln  kdunen^  wo  eine  Licht- 

wello  in  dem  /woiteu  Medium  sich  nach  der  Grenze  desselben  mit  dem 
ersten  Medium  fortpflanzt  und  au  dieser  Grenze  reHectirt  und  j^ebrochen 
wird.  Denn  es  mnss  aucli  in  diesem  Falle  das  Problem  auf  die  In- 
tegration des  Systems  Ditferentialgleiclningen  (10)  zurückzuführen  sein; 
die  allgemeinen  Lösungen  dieser  Differentialt;lei(  Innigen  sind  aber  durch 
die  beiden  angejioiinnoirii  Systeme  particuliirer  L<)siiiincii  gegeben. 

Wir  Wullen  die  <iri'tssen  für  den  Fall,  dass  die  beiden  Medien  mit 
einander  vertanscht  werden,  von  denen  für  den  bisher  behandelten 
Fall  dadurch  unterscheiden,  dass  wir  dieselben  einklammern.  Wir 
haben  dann  zunüchst  nach  (12j,  indem  die  Winkel  <p  und  g)^  mit 
dnander  zu  vertauschen  sind: 

{M)  =  (i?,),  (JV)  «  -  sing),  C06flP,(i^j„ 

Hierin  bezeichnen  (Z)  und  {Y)  die  Wertbe  der  Functionen  von  ,r  (Z) 
und  (Y)  für  if  =  0;  denn  es  sollen  »lie  Werthe  genommen  werden  für 
die  Grenze  der  l'ebergangssehicht  mit  dem  ersten  Medimn.  Nnn 
nn"jsscn  die  Variabein  {Z)  und  (F)  dem  System  Ditlercntialgleif  lumgen 
(«enüge  leisten,  welches  wir  aus  (10)  erhalten,  wenn  wir  r  in  der  ent- 
gegengesetzten b'ielitung  positiv  rechnen;  denn  wir  haben  ganz  die- 
selben unendlich  dünnen  »Seliichten,  w  ie  fnüier,  unzinielnn'Mi ;  wir  gehen 
jetzt  aber  in  der  entgegejigesetzten  Ihthtnng  durch  diese  ►Schichten 
hindurch.  Folglich  muss  sein,  wenn  uj,,  ^i,,  zwei  zu  be^timraendo  Coef- 
ficienten  beamchnen: 

und  zwar  werden  diese  Coetlieienten  dadurch  bestimmt,  dass  für  ^  =  c: 

=     cn-o,  (if),-o,  (r),-i 

sein  soll.  Wir  haben  also: 

«ff  ^1  '\rß\^1  =  1  >  «2  ^1  +  /'s  -^2  =  <^ 

Hieraus  folgt  mit  Baehsichi  auf  die  Gleichung  (14): 

33* 
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Wir  habon  endlich,  indem  wir  in  den  Wertbeu  für  {Z)a  und  (l'jA 

0     0  setzen : 

Bb  ergiebt  sich  also: 

ii'olglich  erhalten  wir: 

'       '        f  sin  (p  Cf)a  (p  '     ^      '  f  hiiiiffi  CKsqp  ' 

oder,  mit  Itücksicht  auf  die  üleicliuM<^L'ii  (12),  woiiu 
gesetst  wird: 

(16)      {M)^fN%  iN)^fN,  {M')^fM\  QS')^fM, 

Wir  haben  somit  in  diesem  Falle,  wie  es  nothwendig  ist,  wenn 
die  Gleichung  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  gelten  soll: 

b.  Schwingungen  in  der  Einfallsebene. 

Ks  sind  nun  '/.\vcil<'iis  ;_(imz  <li«'s<'llM»n  Belrinlif iniL(on  aii'/iisfel1*'ii 
für  «U'ii  Kall,  «lass  die  Scliwiugiini^cii  in  ilrr  Einralls«'lx'iif»  stattHiklcjj. 
Wir  ^('laugen  auf  ti«*iHSolbon  Weg»»,  wie  frül)or,  /um  Ziel;  unr  wird 
di«'  l{<M  liuun^  sehr  viel  comjilicirtcr ;  wir  k<»)iJion  uns  aluT  jt  t/.t  mit 
Itücksicht  auf  ili«-  vorhergehende  Betrachtung  auch  kürzer  fjissen. 

Wir  haben  uns  zunächst  die  Bewegung  iu  der  A''"  Schicht  sym- 
bolisch dargestellt  cn  denk<^n  dnrch  AiMdrOcke  der  folgenden  Form: 


«;  =  A,,  CO89;; 


litt  \  ,  i.  I   •  — -lAl 
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Demi  wir  müssen  alle  particuliueii  liö.siiii^eii  nehmen,  welche  wir  zur 
Erfüllung  der  Grenzbedingnngen  benutzen  können. 

Damit  wir  für  die  Bewegung  in  dem  ersten  uri'l  tiir  die  in  dem 
zweiteu  Medium  die  frühern  Ausdrücke  (»Seite  VJi)  erhalten,  muss  seiii: 

Wir  setsen  nim  die  Ausdrücke  fUr  die  6r5s8en  ti,  tff,  A  in  die 
Greazgleichungen  (2)  und  (3)  ein;  dann  ergiebt  sich,  wemi  wir  gleich 
die  neuen  Gonstanien  C,  1),  N,  F  miUelst  der  Gleichungen: 

einfahren : 

cos (p„  + 1  Ca  + ,  -f  iV*  ^  1  =  cüsijpi  jC'A  cos  Dk Bin  — ~ — -  j  -f 


sin      +  1  A  n  +  i  A  +  1  ^  »»»       j       C*>S        ^  -    -  -f  (\  8UI   ^  -  — j  + 


H-P/— ^^^^  +   ^  , 

+      —  28inV*+ 1)  MD 9*4-1  A+i--2«i+|8in*9>*  +  i  P*+i'=» 

/>*  CO»  — +  ^*  ~~*  j  — 

-  2f;  Sill'^i  (P*  -  +  J^*  ^ — ^ — I  ,  - 

2«i  +  i  sin'9»A4.iC0fi9>A  +  t  C»+t  —  «*4-i(l  —  28in*^i+i)  N^+i  «- 
—  2«;  siu^yi  cosyi  \Cm cos  -     -i  —  D* sin  >  -  \i-  -\  — 

-       -  2sin'^i)  \n,'-^  +  F/—^  i  . 

Wir  haben  ferner  uach  den  ücdingungen  für  das  erste  und  für 
das  zweite  Medium:  * 

C.^S  +  'S',   J)„  =  -i(S^-S'),   J^„  =  P.,  =  L', 

C^n  4- 1  —  i        4-  1  ~  6*1  ,     Nm  +  l  +  i*»«  +1  =  ^  ^ ; 

denn  es  konnnt  nicht  darauf  an,  die  Grössen  L'  und  IJ^  zu  besiiaimen; 
wir  liöuuen  die  let/trre  also  gleich  ».'liniiniifii. 

Das  Problem  i.st  ein  v!)llig  I>e8tinimtes.  Deuji  wir  können  niittolst 
der  4(tM  -|-  ^)  ürenzgleichuugeu  alle  Constauteu  C,  D,  N,  P  bestiunuen 
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durcb  Cl,  Dy„  N,,,  7',;  mitliiii  erhalten  wir  6',.  41, 
au8geilrückt  durch  S  -f-  S',  S  —  S  uud  L';  aeUen  wir  diese  Werthe 
iu  diu  drei  letiik'u  üleieliungeu  ein,  uud  elimiuireu  wir  danu  U,  so 
bleiben  /.wei  (ileichun^aMi  übrig  zur  Besiimtuuijg  der  beiden  gesuchieu 
CirÖssen      und  ,S',  durtli  S. 

Wir  wollen  nun  gleich  (Iii*  (H<'t.s.s«'n  cn  unendlich  klein  anncliinen  ■, 
dann  köinien  wir  uu:i  deu  vier  uUgernuiueu  Gleichuugeu  die  folguudeu 
einfacheren  ableiten : 

ei+i  cosyi+i  Cm  +  i  -  eüs<jPi      +  ;  —  (Ca  -  -  «(4  ctg^Ji  -f 

-i-  (**+!  —  «*  -         (.V,  +  an  J\) , 

ti+i  wa^h+t  Ä  +  i     sin<)p;  (fi  -f  2Q*)  (Z>*  +  oc;»  ctg9>;  C*)  -j- 

+  i        «  co«9i.2ÖA  (eA-«c*ctgvi  2)*)-h(«i+2Q*)(2V;+«<?,  P*), 

+  («i  +  ,-2Ö*)(P*  +  «CA2V*), 

wo  gesetzt  ist: 

Setzen  wir  jetzt: 

cos9iC*  =  cai9  fi,4C7«  +  8in9  fe.A^'.  +  kiP^p 

sin 9;  Da  «  cos^p  Wf.  a  0„  +  sin^  m,,  *  i>„  +  w,.  a  iV„  +  «ij, » P„ , 

^A  =  costp  ih.H  C',  +  sin<p  pi,  A  i>„  +      *      +  i'«.  a  , 

80  erhalten  wir  für  die  (iriijisen  h./,,  »h.k,  Pi,k,  dickt  wo  k=\,  2, 

3;  -J ,  das  fuljL^cnde  Hysteui  Gleichungen: 

+  i  h,  h  + 1  ^  i  f  f,  + 1  —  2Öa)  (/i,  A  —  «o,  ctg-  q^',,      a)  + 

«i  + 1  m*, » + 1     («i  +  2  Qa)  (w*.  a  +  «  Ca  /*.  a)  +  2  Qa  ((Za .  a  +  a  a^'*. ») , 
*A + 1  p*, »  + 1  —  2Qa  (/».  A  —  ack  ctg»9i  AN*,  a)+(**  +  2Öa)  (pt.  4  +«Ca  g»,  a), 

f'k  +  l  qt.  *  +  I  =       +  l  — fi— 2ÖA)(WA.AH-«CAtt,A)  + 

+         —  2Q»)  (fli.A  +  «Ca !>»,*) . 
Wir  haben  femer  die  Anfangsbedingtuigen: 

?i,o«=*l,   M»i.ü=0,   p,.o=0,  g,,o«"0; 

'3. 0=0,    wj.,,  0=0,        0  =^  1  ,    7.1.  (I  =  0 ; 
0  =  0 ,    uh,  0  -  0 ,        Q  =  0,    f/i.  0=1. 
Denken  wir  uns  mittelst  dieser  Gleichungen  die  sechzehn  (»rossen 
?*. m  +  i,  nik.,,,^t,  l'k,,H+i,  qt  „.4-1  bestimmt,  und  nennen  wir  ihre  Werthe 
einfach  h,  ntt,  ;)^.,  //j,  so  ergeben  sich  die  Wertlie  voiiC'«,  +  i,  + 
Ntich  deu  obigen  Gleichungen  erlialten  wir  so: 
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*       uu(p,  '      '         Binqpi  '   '      siuff,  ' 

0  «  COSV(|>,  H-  fl.)  (Ä  +  ü')  -  »8iuv(|*,  +  2,)  (Ä  -  6")  + 
+  (j>3  +  «3+J»I  +  ffl)^'. 

EUmiiiireu  wir  mittelst  der  dritten  Gleichung  die  Grosse  L'  aus 
den  beiden  ersten,  and  bringen  wir  die  letzteren  dann  auf  die  Form: 

(11)  6',  -  M  (.S  +  >S")  -1-  i  N  (S   ^  S')     * M'OV  +  6")  -I-  N'(5  -  S') , 

so  ergiebt  sich: 


(17) 


C08«p,  JJ3  -i-  2,  +  J»l  +  tfl  i  J'i  4-  '/l  ,  f  '71  +  P4  +  «I 

^«Pi  i'3  +  'h  +  i'4  +  '/l  I  i>«  +  ,     1'3  4-  */,  4-  Pi  4-  7»  »  ' 

co>9    ^  1  _   I      «1  »      »3  4-  "'4  I 

"      »inVi  A4-Sb'4-'j'4  +  «i  I  Pi4-S!i  ,  l'3  4-ft4-/»4  4-fi  '  * 

sioTi /'3  4-«r«4-i>4  4-?i !  A  +  &  »  ?'.4-g3  4-yi4-«4 1  * 


Um  iiiiu  far  die  Grössen  Ii,  I2,  vl  s.  w.  Reibenentwicklungen  ku 
finden,  se^n  wir  wieder: 

«iH-<^  +  <^3H  f-«*-!*^«'. 

uud  btitruchicn  h^M,  f>h,Af  Pk.k,  Uk,/,  als  die  Weribe  der  Functionen 
von  g 

für  den  obigen  Werth  von  S]  wir  haben  dann  zu  setzen: 

/i.  A  + 1  =  h'  +  tl  U'    ,  m.  h  +  i  =  Uli  4-  (^'"k , 

uud  es  siud 

Ik,  »**,  pk,  <lk 

die  Werthe  der  Functionen  itü:  Berücksichtigen  wir  ferner, 

dass  SU  setzen  ist: 

tfk^i^i-\-dt\  9* —9'»  Q*=-rf«'sinV» 

so  erhalten  wir  ans  den  obigen  Gleichungen  bei  Weglassung  der  Pro- 
dukte von  unendlich  kleinen  Gritesen  das  folgende  System  Differential^ 
gleichungen  für  die  Variabeln  Ik,  fih',  pkt  Wt' 
d.8   U^h'd,  «'(l-^sin»^')— ««'ctg'<p'  m/  dt-^  p*'  d.  2sin'9)'), 
d ,  B'mk=  2«//  d  .  f'sin-f/  '  f  f(t'  U      +  -7a-  d  •  «'sin-qo', 

d  .  t  (jit  —  «»*     .  «  (l  —  2aiu-9?')  -|-  2*    .  «'(1  —  28iu-y')         1>*  <'<2' 
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Aus  diesen  Gleichangen  folgt  aber: 

"    T»""  ""   ^  =  af{(l — 2sm^«p)lk —^sm'fp  pk  f  , 

Setzen  wir  also: 

»»*'  -\-  Uk  =  X,      (1  —  Ssiii^gj')  »I*'  —  2 sin''' 9)'  2*' 
V  +  p»'  -  IT,      28inV  V  -  (1  -  2»in»fl»')  K  -IT, 

so  erlialteii  wir  für  die  Giüsaeu  X,  U,  V,  W  das  folgende  System 
Üiffereutiulgleichungen : 


(18) 


dz 


dU  8inV2  i  y 


dz 


=  «£'{(1  -  48m-v)  Ü-^W}, 


Wir  wollen  nun  diejenigen  vier  Systeme  von  particuläreu  Lösungen 
dit>»er  Differentialgleichungen  einfuhren,  welche  durch  die  Bedingougen 
bestimmt  werden,  dass 


für  s 

=  0 

=  0, 

0, 

X, 

=  0, 

u. 

=  1, 

0. 

=  0; 

==0, 

1, 

w. 

=  ^; 

1^4 

=  0, 

=  0, 

0, 

=  1. 

sei: 


(19) 


Dann  müssen  wir  setzen,  nach  den  für  die  Grössen  W,  ,  pt, 
qt  stattfindenden  Anfangsbedingungen  (S.  518): 

w'i  +  ??i  =  ^2  +  2sin'^<)[)  X,,ti.  9.  w. 

-J-  g,'  =  X,  "i-  (l  —  2siu^9>)  ^8» 
fn,'  4.  g,'  «X,  —  (1  —  2sin'7)  X|,  u.  s.  w. 

"i"  2i  =  X,  —  2sin^9         Xj,  u.  s.  w.- 


Digitized  by  Google 


(20) 


Reflexion  und  ürechung  des  LicbteH.  521 

Folglich  erhalten  wir: 

l^'  =  (l  —  28ia2<p)  {     -j-  26iü'fp         U^}  -\-{W,-{-  2shv(p 
i;  -  (1  -  2mn'fp')  { t^.  +  0  -  2fdn^v)  ö,}  +       +  (l  -  Zsia^y) 
I3'  — ;(l  -  28m>')  { ir,     (1  -  2am^ ip)  V^} {W,  -  {l  —  2sin»y)  ir, 
1/  —  (l  -  2un^q>)  {  Ut  —  2^aPq>        üi}  +  {  M^i  -  28in*y  fK^ 
m,'  =  2sm>'         {X, +28111» +  {  K^-f-ÄsinV  F, 
m,'  «  28in>'         {Jtj  +  (1  -  28iii»9))  i,}  -j-  {  Ki  +  (1  -  28in»g)) 
m;  — 2rfiiV        {X,-(l— 2«iii«^)Xj4-{'r,  — (1  — »aii»^)  r4 
f»;  -=  28m2y'         {X,  —  2sm'g)         X,}  +  {  F,  -  2sm^g)         '  F3 

p/«:28inV  { IT,  +  ü^}  -  ( ir,+  2wn»9  IF, 

jij'  =  2sm>'  {  f^i  +  (1  —  2biu' 9)  i/j}  _  {  fK, -f  (1  —  28iji»9))  IF, 

ji^'  =-  28in« V  {     -  (1  —  28iii«v)      -  {  W,—  (1  -  asin^y)  »F, 

ii,'  —  2Mn«9  {     —  28in«9>         1/3}  -  { VF,  -  28iu>  TF, 

5/     (l  -  28iii»9')  {  JC,  +  2nn*ip             —  {  F,H-  28iu»?p  F, 

,/,;  =  (l_28iii>'){X,+(l— 2811129)  Xj-{  K,-f  (l— 2siii»  F, 

Sf,'  — (1 -28111' y'){X3—(l- 28ia»v)X^}-{  F,- (l  —  28iu'^) 

q;  «  (1  —  28iii» v')  (X,  —  28iii»g>        X,}  -  {  F,  -  2nii» y 

Diese  (Jloicliuiij^t'ii  ))eslinmien  iiiuh  die  (niVssoii        Z.^,  u.  .s.  w. 

durch  die  Grössen  X,,  X.^,  u.  s.  w. ,  d.  h.  die  Werllie  der  Va- 

riabeln  X,,  X2,  u.  s.  w.  für  z  —  c.  Wegeu  der  iilt'icbiin*;<'n  (17)  sind 
dann  auch  die  firösscn  M,  N,  M',  N'  uusj^cHlrückt  durch  die  (niVsseii 

X,,  X,,  u.  R.  w.   Pls  iiauddt  sich  also  uur  darum,  die  Weribe  dieser 
Grossen  zu  bestininieii. 

Wir  künnon  nun  nach  der  schon  oben  angewaiulton  Methode 
mittelst  der  L)ifFerentinl^h_MclnmL,M'n  (IS)  für  die  secbzebii  Grössen 
X,  Uf  V,  W  immer  ( ouvers^nnMidc  lieilirii  ;il»lcit«'n. 

Es  ergiel)t  sich  durch  partielle  lutegratiou  der  Düiereutialglci- 
cbuugeu  (18): 

X  —  Xo  +ajüd0, 


TT  TT  /  s»n^<p  X  -f-  V 
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9 

t'W'--  fW^  —  « j'e\X  -f  K)  r/j  , 

wenn  JT,,  Di,  F„       die  Werthe  von  JC,  U,  F,  W  fOr  e^Ohe- 
zeichnen. 

Indem  wir  nun  wieder  auf  der  recfakn  Seite  dieser  Gleichungen 
sucoesuTe  die  Wurihe  der  Grössen  X,  ü,  V,  W  einsetzen,  wie  sie 
sich  zuerst  aus  den  Anfungiibedingaugen  (19)  und  dann  aus  den  Glei-' 
chungen  selbst  bei  VVcglassung  der  noch  zu  berechnenden  höheren 
Glieder  ergeben,  erhalten  wir: 

X  dgf  d»^  dß^  dSf  —  •  •  •  •  f 

=  _  «WY{f,'-f        -  4sm>,')}  dz,  dz,  + 

B       =  —  a  j  i(  dZf  +  "  J  j'j  {^1        (• — 4siu'^y./)-|-£3'}WjjtZs2cfe,  ; 

+  {,,(,  -  ..i,.^,)  + ^ripv  ^  ^   

+  {f/U  -  4  Bin^  cp;)  +  g.'}  g,  Mn«y;  ^^^^   

f,'äin*qp,'  "'^  '  ' 
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X       rf^r,  (li^  •  •  • , 

^  K,== »  -    /  J  ^jw^,   + 

+  {«,nn*9i'+  #,'(1  -4«n»W)  +  «j'}  *»'Mn«y;  ,^         ,^    , . 

—   ...   ,   '  ■  f  ■'   —  «^1       äs-,  aZi  —  •  •  • , 

X  dZi  dZi  —  •  • 

K.-« y-rf..  -  j  j  •?'>'i^-'»-t  .:j:;,7     rf«,  rf«,  rf*. +  , 

X  //r,  r/.",  ^/Jj  t/^,,  

Hierin  ^lleii,  wi<.>  frUheri  <«'  und  (]r//  beMiehnen,  daes  in  den 
Functionen  e'  und  ^'  das  Argument  gleich  zu  setzen  sei,  und  die 
wiederholten  Integrale  sind  wieder  der  Ungleichung  entsprechend  zu 
nehmen: 

0  <f,  <  JS,  <  <»k<M. 

Die  Gesetze,  nach  welchen  die  verschiedenen  Reihen  (21)  zu  bilden 
sind,  haben  nicht  mehr  die  einfache  Form,  welche  sie  fiir  die  Reiben 
(13)  besitzen;  man  ilber/.eugt  sich  jedoch  bei  nülierer  ßetrachtui^,  dass 
die  sämmtlichen  Aeihen  unter  den  früher  gemachten  Voraussetzungen 
conTergiren. 

Es  geben  femer  die  Gleiohungvn  (2i)  die  Werthe  der  Grossen 

X, ,  7/| ,  u.  8.  w.,  indem  wir  m  =  c  setzen,  und  damit  erhalten  wir  die 
Werthe  der  Grössen  I,,  Zj,  u.  s.  w.  Wir  woUen  davon  ({ebrauch  machen, 
nm  diese  GrÖNseu  fttr  den  Fall  eu  bestimmen,  dass  die  Dicke  c  der 
Uebcrgaogsschicht  gegen  eine  Wellenlänge  verschwindend  klein  sei. 
Es  erhalten  dann  wieder  alle  Integrale  einen  Terschwindend  kleinen 
Werth;  somit  ergiebt  sich  in  diesem  Falle: 
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ii  =  l,  Ui^O,  T,-0,  Tf;«0; 
3;..0,   tr,  — 1,   7j  =  0,    1^2  =  0; 

X,-ü,  Fi-i,  H^;-0; 

Danu  ist  a))cr  nach  deu  GleichiuigtiU  (20): 

wOy  wie  frfiher,  gesetzt  ist: 

Folglieh  erhalten  wir  aus  den  Gleichungen  (17): 

1^   coB^  £_£L"ti£j_t_'^-5?}*      1^        Bing)  (f  -  -  fj  —  2cü)' 

~      co»>,      »i<a4-»i)      '  coe9,     «i(^-l-«i)  ' 

Dies  siud  a))er  die  («leichuageu  (7),  S.  495.  Somit  ergeben  sich 
auch  hier  Ijei  der  Auuahine  eiues  sehr  raschen  stetigeu  Uebergangs 

von  dorn  einen  homogenen  Medium  /.um  andern  dieselben  Formeln  für 
die  K'etlrxio))  uud  Brecliuug,  wie  bei  der  Annahme  eines  plötzlichen 

Wir  gellen  nnn  zu  <1<t  Untersnehung  über,  ob  für  einen  beliebigen 
Werth  von  c  die  Gleichung  der  Krhuliuiig  der  lebendigen  Krai't 

MN'4-  NTN         f  Binqp  cosg) 

erfüllt  ist.  Damit  die  Ausdrücke  (17)  dieser  Gleichung  Genüge  leisten, 
muss  sein: 

w,       ,       lii  j      ,  w ,  -f  )»  , 

P\-\rn\  »  i>j  +  tf2  t  Jfs  +  «3  -1-  Ih  -f  tfi 

Wir  haben  also  nachzuweisen,  dass  diese  (JU-icbung  stattfindet. 
Zn  diesem  Ende  leiten  wir  zuiiHclist  aus  deu  Ditt'ereutialgleichuugen 
(18)  eine  Auzabl  Kelationen  ab,  welche  zwischen  den  partinduren 
Lösungen  X,  1^,  V,  W  für  joden  Werth  von  r  gelten;  hieraus  werden 
sicii  dumi  gauz  älinlithe  Itelutionen  «'riehen  /.wischen  <len  (iri">ss<-n 
ly,  .  .  .  .,  weklie  lineare  Ausdrücke  jener  L<>sininreu  sind;  aus  diesen 
letztem  Kelationen  wird  eudlich  das  Bestehcu  der  obigen  Gleichung 
uumittelbar  folgen. 


Ecflcxiou  uud  Bredtuug  des  Lichtes. 


Nennen  wir 

X,,  ih,  }\,  w,,  und  X,,  ih,  n,  in 

zwei  beliebige  Systeme  von  particulüren  Lusuiiguii  der  DiÜeieutiiilglei- 
chungen  (18),  so  muss  sein: 


Hieraus  folgt: 


dg 


1  -  —  *  IT»  - 


oder 


0 


(i2 


(I 


Xa  ,     Xjt  ! 

Wir  erhalten  8omit|  wenn  O«.   eine  (Jonstante  beseichuet: 


(22) 


CT», 

Wir  kdnnen  nun  fQr  A  und  A  die  Zahlen  1,  2,  3,  4  Betzen;  femer 
erhalten  wir  die  Werthe  der  Constanten  Ca.  *  fOr  die  ferechiedeiien 
Falle  I  indem  wir  #  «  0  setzen,  ^ir  finden  so  nach  den  Anfangsbe- 
dingungen (19)  f&r  die  GtOssen       CT,  TT: 

C.  —  O,     C|.S«0,      C,.4-=l,     C?«.s«-1,     Cs.4=0,  C'3.4«0. 

Damit  sind  die  Constanten  bestimmt;  denn  wir  haben: 

^A.  k—  —  CV,  *  $    Ca.  A  =  0. 

Denmaeh  iiiili«'))  Avir  sechs  Relationen  zwiscliea  den  sechss&ehn  Grossen 
X,  V,  \\  W  erlialt^'n. 

Wir  können  fVrnr'r  aus  «Uesen  üelaiinnen  seehs  andere  ableiten. 
MulUplicireu  wir  uünilich  die  sechs  lielationeu  auf  beiden  Seiten  mit 

X,,  X)  ' 
X|,  Xf 


X, 

} 

y 

2 


und  addireu  wir  dann  die  beiden  Seiten,  so  verschwindet  die  linke 
Seite;  wir  erhalten  demnach: 


0, 


X,. 

Xa 

x„ 

Auf  ganz  ähnlichem  Wege  ergiebt  sich: 
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1  X.. 

-0, 

p. 

1  »^l, 

w„  w. 


0, 


-=0. 


w,,  w,  ' 

DiÜ'ercntiiicn  wir  alxM-  die  /iKM'st  crlialtt'iu'  Kdation ,  und  nolimcu 
wir  Kikksiclit  auf  dio  l)ill('r('iitialgleicliuiigeii  (18),  woIcIr'Ii  »lie  Cirösaea 
X,  Uf  y,  W  (Jeiiüge  leisten  sollen,  so  erhalten  wir: 

I        A3  I  I  A', , 

II'        ir  I-  I' 

!     '  V  >     '  3  '  I  >     '  I 

ferner  dnrcli  nüclinialigo  Oitt'ereniiaiiun  nach  Muliijdicaiiou  mit  i'i 


-0, 


7f  »  ^3 


—  « 


Nach  den  Relationen  (22)  ist  aber: 


-  2 


X.,,  X3  I  j 

iulglich  mus.s  »ein: 

i  X2,  X., 


X,,  X| 


+ 


0. 


A|,  A^  I     ^  f 

w    w  •       7  * 

Diiferentüren  wir  endlich  eine  der  bdden  Gleichungen  nach  Mul- 
tiplication  mit      so  erhalten  wir 


y^  y. 


0, 


17„  U, 

und  durch  nochmalige  Differentiation  dieser  Gleichung  nach  Multipli- 
cation  mit 

V      V  V  V 

Demnach  gelten  zwischen  den  sechzehn  Grössen  X,  U,  V,  W 
auch  die  folgenden  sechs  Kelationen: 


A. 

A3, 

A, 

1-0, 

X,, 

X,  1 

Xj, 

A. 

F., 

^  'a  f 

A„ 

A, 

A., 

A. 

f 

ff,, 

MV 

.  _  , 

y^ 

y„ 

y. 

^'4 

y.  1  i 

y. 

0, 


0. 
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Wenn  aber  die  Belattooeii  (22)  und  (23)  zwischen  den  GrOmen 
X,  U,  Vf  W  stattfinden,  so  gelten  swischoi  den  GiOssen  m',  j/, 
q'  die  beiden  folgenden  Systeme  von  seohs  Relationen; 


l,', 

1  f 

/I  >  Ml 

f  t 
/  t  >  /  3 

-0, 

m.; 

.... 

»«,', 

Ii, 

1  / 

/,' 

1 

m/ 

V\  f  Pi 

(/l  ;  'Ji 

-*  1    /      J  • 

• 

/  /  .> 
>//.,',  Wl.,' 

■ 

7./,  (/,' 

l,' 

/  / 

e 

m,, 

< 

V, 

'v 

h\  V 

1«,', 

IM} 

V 

IN.;,  «1/ 

Pa>  Vi 

Wl,', 

-0. 

P:{y  Pi 

1^ 

7/ 

Qi, 

-/  • 

+  7(i»i,'+ff;+p;+ffi'), 


Aus  dieaoji  llelationeii  f'oljrt  nun,  dass  die  (iloichui)g  «ler  Erhal- 
tung <ler  lebendigen  Kraft  erfüllt  ist.  Denn. wir  haben  wegen  der 
Kelaiioneu  (24): 

Pt>         jPs'H-  i'i' 

folglich  £ 

Diese  Oleichnng  gilt  für  jeden  Werth  von  m,  also  auch  fOr  «  c;  fQr 
diesen  Werth  erhalten  wir  aber  die  Gleichong,  welche  nach  8.  524 
die  Giltigl^eit  des  Prindps  von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Ktafl 
bedingt.  — 

Mittelst  der  Lösungen  X,  U,  V,  IV  müssen  wir  auch  das  Problem 
behandeln  k5nnen,  wo  eine  Lichtwelle  in  dem  zweite  Medium  sich 
fortpflanzt  und  an  der  Grenze  mit  dem  ersten  Medinm  refiectui  und 

gebrochen  wird. 

Benut/oii  wir  wieder  die  S.  f)!')  fl'.  für  dieseji  Kall  eiii<^'('führt»'  13e- 
zeiihuung,  so  werden  die  (irössen  (/),  (m),         (r/)  in  derselben  Weise 

ausgedrOekt  durch  die  Grössen  (X),  {V),  (T;,  (Ii');  (^) 
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die  QioBsen  1,  p,  q  durch  die  GnSasen  7,  V,  W\  wir  haben 
nur  ^  und      mit  einander  ta  Tertaoachen.  Die  Variabeln  (1C)>  ((T), 

mllasen  LSeongen  der  Differentialgleichungen  «ein, 
welche  ana  (18)  ach  ergeben,  wenn  e  in  der  «ntgegeiigeeetsten  Rich- 
tung positir  genommen  wird.  Demnach  muss  sein: 

(X)*  -  X,  +  ß,  X,  +  n  X,  +  X,  , 
(U),  =  -  («*  i/,  +  ß,  U,  -h  n  U,  +  /;,), 

(K)/.  =     «A     +  /^/-     +  Vi , 

Wir  eriialtcii  ferner  zur  Bestimmung  der  Coelficienten  «/, ,        yii,  tf* 
aus  der  Bedingung,  dass  die  Variabein  (X),  (?/),  (K),  ( M'^)  an  der 
Grenze  e  —  c  die  in  den  Gleichungen  (19)  für  die  Vririnbeln  X,  U, 
W  gegebeneu  Anfangswerihe  annehmen,  die  folgenden  Gleichungen: 

«A  X,  -f  ßi,  Xj  4-     X3  -f  ($A  X^  =  «A, 

77,  4-     f/,  -f     F3  +  «5/.      =  , 

wo 


«1 

- 1, 

rtj  = 

0, 

^^3 

0, 

-Ü, 

-  1, 

-0, 

0, 

=  1, 

0, 

^1 

=  0, 

0, 

-0, 

- 1. 

Indem  wir  Midlich  #     0  eetaeu ,  ei  giebt  sich : 

(X)*-«»,  (FÄ-n,  (IT)*--**. 

Es  handelt  sich  also  bloss  darum,  aus  dem  oben  aufgestauten 
System  linearer  Gkichongen  die  GiOssen  «a,  ßi,i  y»,  d»  sn  berechnen. 
Nun  ist  nach  den  Rektionen  (22)  und 

X,,    X^,    X.,,  x^ 

i/„ 

T^,  F3,  F4 

W^,,  W^, 
wir  haben  ferner  nach  (22): 


ii  F,,^  I         F„  F/il  ^i^' 


»*'.  +  CV.>  1»a4-^.;.a  Ha}, 
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Vj 

Vk  4-  C}.  * 

i 

MO 

u,, 

\  ^ 

Demnach  erhalten  wir  durch  AuflSeung  der  linearen  Gleichungen : 

1^  -    i  {«,  ~w,  -0,T,-tc,      -  (U  X,}  , 

y*  -    ^  {«*      -  6*  Fi  -H    l/,  -  <4    }  , 

 h.  {a,  W^  -  6*  K,  4-     Ui  -      -X,}  . 

Hiernach  wird  also: 

Indem  wir  nun  von  diesen  Werthen  Qebranch  machen,  ergiebt  sich : 
-  (l  -  2sin» V)      K,  +  2sin>.  ^ X,}  +      K,-f  2«n»9,    Z,]  -  m,, 


U.    8.  W.y 

also» 

f 

c 

« 

. 

(7).  = 

Mithin  erhalten  wir  schliesslich: 

Matiiematiscii«:  Auualeo.  V.  94 
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Kam.  Von  um 

VI  2 

-  Pl  —  <li 

«0017  J»»  +  «»  +  J>4  +  «4 

—  Wj  — 

»«4» 

jP«  -f  93  +     +  34 

'  h 

f 

—     —  9» 

^    fe089         4-  33  +  J>4  +  94 

I  , 

1  -  h  ~ 

• 

i^»  +  9s  +  i^4  +  94 

«,C067|  1 

• 

— J»i  ~  9% 

«Bin«»  n  + «1+^4 +  94 

«4» 

A  +  ft-|-J»4  +  «4 

1 

—  J'i  -  Vi 

«009  i>a  +  «8+l>4Hhif4 

<4, 

A  +  a+J»4  +  «4 

(N') 

Wir  finden  also,  Yresm  wieder 

V  '  /  '        «11119  ^9 

gesetzt  winl: 

(26)        (M)=/'N',   CN)  =  /'N,   (M')  =  rM',  (N')-/-!^. 
Demnach  wird: 

(M)(N')+(M')(N)-ii^^, 

(1.  Ii.  (lio  (lloichinig  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  ist  auch  in 
diesem  Falle  erfüllt. 

4. 

Annahme  eines  stetigeu  Uebergangs  von  dem  einen  homogenen  Medium 

zum  andern. 


a.  Ableitong  der  gefundenen  Resultate  aus  den  elastischen 

Differentialgleichungen. 

Zu  denselben  Resultaten  gelangen  wir  auf  dem  folgenden  Wege: 

Wir  denken  uns  den  ganzen  unendlichen  Raum  auf  der  negativen 

Seite  der  Ebene  e  =  0  erfüllt  von  einem  homogenen  elastiscJben  Medium, 

dessen  Dichtigkeit  gleich  t  und  dessen  Elasläcitat  gleich  a  sei.  Femer 

sei  der  ganie  unendliche  Baum  auf  der  posiiiTen  Seite  der  Ebene 

gamCf^ro  e  positiT  sein  soll,  erfilllt  von  einem  «weiten  homogenen 

elaatiaohen  Medium ,  dessen  Dichtigkeit  gleich  «,  und  dessen  ElasÜcit&t 

l^dch  Ol  sei.  Endlich  nehme  den  Raum  zwisdien  den  beiden  Ebenen 

0^0  und       c  ein  ehistiBches  Medium  von  variabler  Dichtigkeit  und 

ElaslacUfit  ein,  welches  einen  stetigen  Uebeigang  Ton  deni  einen 

homogenen  Medium  zum  andern  vermittle;  es  seien  also  in  dieser 

Uebergangsschicht  die  Dichtigkeit  s  und  die  Elasticität  a  Functionen 

Ton  g,  und  es  werde  (ür  e  =  0: 

*  «=  « ,   a  «  a  f 

«  =  *i ,  a  «MI  tf| . 

Wir  nehmen  wieder  an,  es  seien  die  beiden  homogoucn  Medien 
incompressibel}  nennen  wir  also  die  Verrückungen  in  dem  ersten  u, 
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r,  w,  in  (k'iii  /.wt'ik'ii  f, ,  »r, ,  tlie  eiiiziifülinMuloii  Mnlti]»li(  alorori 
*A  und  fjA, ,  so  gelten  die  li  iilicr  aufgestellten  DinVreiitialgk'icliuntft'ii 
für  die  kleiiicu  Schwingungen  in  den  beiden  Medien.  Für  das  zweite 
Medium  wollen  wir  wieder  statt  e  die  uiMtbhängige  Variftble  #|  "™  0  —  c 
einflQbreii;  es  ist  dann  f&r  dieseB  Medium: 

0  <  xr,  <  oo  . 

Wir  nehmen  ferner  an,  es  sollen  die  Verrückungeii  u,  v',  w'  in 
der  üebergaugsschicht  der  Bedingung  Genüge  leisten: 

Dann  kdnnm  wir  aof  dem  ArOher  euigeflchlagenen  Wege  die  Differential- 
gleichuDgeii  för  die  Ideinen  Schwingimgen  in  der  Üebergangsschicht 
ableiten.  Wir  mOaaen  nnr  berOcksichtigen^  dass  die  Conatante  a'  in 
den  Werthen  der  Dmckcomponenien: 

—  ^,  —  2«'^,      — Xy— —  r,  — a'  +|^)> 

eine  Function  von  z  ist,  ebenso  die  Dichtigkeit  e.  Nennen  wir,  dem 
Frühern  entsiirechend,  den  Multiplicator  f'A',  setzen  wir  ferner  voraus, 
es  seien  die  Grossen  u,  v,  w',  A'  unabhängig  von  .v>  so  werden  die 
Differentialgleidiungen : 


C'O  -5-7  ., 


Mit  der  Bedingongagleiehnng  (a)  baben  wir  also: 


0  —  —  4- 

t).r       c^jer  ' 


'  m'  » ^d*u  ,  d*u'\  .i)a  /cftr'  .  ()u\  .  ,  dH 
,  ^e'       ,  ,        \  ,  da  dv 

,  /c?»tf'  ,   r*n^\  ,   n  ?«'  ^w'   I  gf'A' 


Wir  müssen  nnn  anch  noeh  die  Bedingongen  an  den  beiden 
Grenzen  jf     0  und  «        anfsncben;  es  folgen  diese  Bedingungen 
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aus  der  GontinuitÜ  in  Besng  auf  die  Yerrfickung  nnd  auf  den  Druck. 
Wir  haben 

itlr  «  =:  0 
innSchst  die  drei  Bedingungen: 

und  daim  die  drei  weitereu: 

„  dv       , dv 

Nun  iat  aber  filr  «  0: 


ferucr  wcgeu  der  erstell  Bediuguugen,  die  ideutisch  in  Bezug  auf  x 
erfQllt  sein  müssen: 

du     du      dto  dw 
dm*    dm^  dm* 

folglieh  mit  Rflcksicht  auf  die  Gleichungen 
auch 

d*p  6*«'' ' 

dz~  dz  ' 

Demnach  werden  die  Bedingungen  itlr  «  — >  0: 


(2,«) 


d*"^  ds*  fi^  d»*  i^  —  f^> 


und  ganz  entsprechend  die  Bedingungen  fDr  ^         xr,  «  0: 


(3,  a) 


u,  t=  u    ,         «=  t;    ,        OB  fi;, 

dz]       rz  '    dz,~  dz'    A,  «•  A. 


Es  handelt  sich  nun  darum,  für  die  (irossen  m',  v  ,  w  und  A' 
solche  Ausdrucke  zu  finden,  dass  diesen  Gleichungen  Genüge  gclei.sict 
wird;  wenn  wir  für  die  Grössen  «,  r,  A  und  ttj,  i>|,  Wj,  A,  die 
fklQicni  Ausdrücke  annehmen. 

Aus  der  Form  der  ( Jleichuiigeu  folgt  sofort,  d;iss  wir  wieder  «lie 
beiden  Fülle,  wo  das  einfallende  Licht  senkrecht  auf  die  Einfallselwue 
und  wo  es  in  der  Einfallsebene  schwingt,  gesondert  betrachten  können. 

Das  einfallende  Licht  schwinge  senkrecht  auf  die  Einfulisebeue. 
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Wir  setzen: 

und  Buchen  f^r  v'^  einen  Ausdruck,  welcher  der  Differentialgleichung 

*  d^i*  —  "  vx«  ä«»/ 

genügt  ,  und  welcher  die  zur  Erfüllung  der  Grenzbedingungen  geeignete 
Form  besitzt.   Diese  Form  ist  die  folgende: 

wo  wieder 

2«  81119      2«  ciiUipi 

irtt ,  uiul  wo  Z  eine  belieltige  Function  von  z  lje/.eiclun'(.  Setzen  wir 
(Uesen  Werili  iu  die  Diücrt'utiaigleichuiig  ein,  äu  ergiebt  üicb  für  Z 
die  Gleichung: 

*  (  r)  ^    «  t**^  -  d?^  -  di  ' 

oder,  wenn  wir  wie  oben  setzen: 

d       Ii*      X'rin'y'  /**V 

d  •  f'ein'qp' 

Fahren  wir  nun  die  zweite  Variable  Y  durch  die  Gleichung  ein : 

so  müssen  die  beiden  Variabein  Z  und  1'  den  Diß'erentialgleichuugen 
Genüge  leisten: 

dZ  «  Y 

dt  ~~  ^ ' 

dt' IT         '     t  '  f 

Dies  sind  aber  die  Differentialgleichmigen  (10). 

Nennen  wir  also  wieder  Z,,  IT,  und  Z.^^  die  beiden  Systeme 
parttculSrer  Ijösungen,  welche  durch  die  Anfangsbedingungen  (11)  be- 
stimmt werden,  so  muss  sein: 

wo  Ä  und      zwei  Constanten  be%eiclmen;  wir  erhalten  demnach: 


'9 

— —  -j-     *  cos  -  <p  Z  =  0. 
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—  -       .  (AY,  +  BY,)  i  (""T^) 
Indem  wir  oim  in  die  Grenzgleichimgeu 

filr#«0:      v^v  ,    ^^=5^  • 

ündfllr#-=c:      »  — ^  — ^j^ 

die  angegebenen  Werthe  von  v,  v,  V|  einfuhren,  erhalten  wir: 

X«P+F,   J?«  — »siu<pco8g)(P- P'), 

^Z,  +  i;;?2=  P, ,    AY^-{-  BYj  =  -  i  sing),  co8<3P,  P, . 

Setzen  wir  aber  die  Wei  tlie  vou  ^.und  B  aus  den  beiden  entern  Glei- 
chungen ein  in  die  beiden  letztem: 

p,  =  ^  +  be;^        (AT,  +  BiQ, 

HO  eigiebt  sich: 

J>,  =  ^  (P  -f-  P')  —  |-8iug>  CO..  9  /,{P  -  P')  — 

Wir  finden  somit: 

Jf-Zj,  JIT  8in900B9»i^„  2\r'=4'"''^;;''^-  y,. 

Dies  sind  aber  die  (ileiiliu!i^''(>ii  (12).  Wir  ;.^('];in^'oii  also  für  das 
seukrcclit  auf  die  EinfHliäebeue  »chwiugeiide  Licht  zu  genau  denselben 
Kesultatcii,  wie  früher.  — 

Wir  nehmen  zweitens  au,  das  einfallende  Licht  schwinge  iu  der 
Einfallsebene. 

Wir  haben  dann  ftlr  die  Bewegung  in  dem  ersten  homogenen 
Medium: 

m;  =  —  iSainy  c  *  ^       ^  ''''■^-^S'sinqp  c  '  >^       *  — 

und  für  die  Bewegung  in  dem  zweiten  homogenen  Mediun: 
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Es  miisöL'u  ieiiiur  die  Grössen  m',  m;',  A'  iu  der  üebergaugsächicht 
den  Gleichungen  Genüge  leisten: 

^     dx^  dz  > 
Wir  setzen  daher: 

WO  A',  T'^,  Y  FuiictioiK'ii  voll  z  sein  .sulleii.  b'iihreu  wir  diese  Werthe 
in  die  Diü'erentialgleicliuijgen  ein^  so  crgieht  sich:  * 

0 — 

setxeu  wir  also  wieder: 

80  küjiuen  wir  die  beiden  let/.tou  Gleichungen  iu  der  Form  schreiben : 
««e'  V  -=^  >~   -  +  «e'siu'y  («f/  +  ^i)  —  «'«'i", 

ti?%X^  3-  h  esin^qp  («'X  +  -^.J 


d« 

Fohren  wir  daher  die  neue  Variable  V  mittelst  der  Gleidrang  ein: 
ersetzen  wir  ferner  die  Variable  Y  durch  die  Variable 
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ir-i(«'r+2«nv^J). 

so  eiliiilt (  II  wir  /wischeu  den  vier  Yariabelu  X,  ü,  V,  W  die  Diflfe- 
reutialglcicUuugüii : 

<IX  JT 

ST-'" 

du  _        tiu'9'X  +  V 
Si  "  ■  rai'?  ' 


1^1  _4.mV)P+  »■}. 


Dies  ist  aber  das  System  Dift'ereiitialgleicliuni^en  (!^).  Wir  köuiieu 
also  srl/t'ii,  indem  wir  die  vier  Systeme  paiiiiuliirtr  Lösuii<j;eii  aii- 
uehmen,  welche  durch  die  Ani'augubeditiguugeii  (19)  bestimmt  werden: 

•  w==  {A  X,  -f  jyx,  -f  6'X,  +  />x,) " *' »•) 

Fohren  wir  diese  Werthe  und  die  obeu  angegebenen  tiui  u,  w, 
A  und  «II  Wi,  Aj  ein  in  die  Bediugungsgleiehnngen  fOr  «^0: 

und  in  die  Bedingungsgleichuugen  fUr  s  =  ei 

«,'-.«,„  «•-«„  l^-l^,  A'=A,, 
ßo  ergiebi  Bich: 

ui  — —  8in9(iSf  — iST)  — 

0  +   eiu'^il »  —  fsintp  coB^tp  {S  ~  S')     i  sia'y  L\ 
/)  — 2siu^<pl?—  iL', 

oder 

^  —  -  Bin9>  (S  -  S')  -  iL', 

-  »  coey  (5+ ÄT)  —  iL', 
0  =  —  (1  -  2Bin»  8in9>  (S  —  Ä')  +  28in«^  tX', 
D  —  —  28in'9  f  eo69>  {S  -f  6')  -f  (1  —  asin'^)  iL  -, 
femer  ebenso: 
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^IT;"  +  Bir,  -f  r77;  -f  Dir]  =  _  icosg),     —  , 

CH^  +  DWJ -.  —  28iii»v,  «cos9i  S,  +  (1  -  2«ii»9,)  iX,. 

Eliminiren  wir  nao  zunächst  ans  der  sweiton  und  vierten  und 
dfinn  aus  der  ersten  und  dritten  dieser  letitem  vier  Gleiohungen  die 
GhrSflse  t£,,  so  ergiebt  sich: 

A  {(t  -28in»v,)  U,  +  W,}  +  B  {(1  -2siii>,)  U,  -h  W,}  + 

+6'{(l-28m>,)^^,^-IV:,}+/>^fl-2^^in>,)^■^,+  l^J  ==— icosy,^,, 

+  C  {28iuV,  Xj  +  r,}  4-  2>  {28iuV,      4-  F^}  «  —  8in9>,  5, . 

miminireu  wir  ferner  aus  der  ersten  und  dritten  Gleichung  sin^),  6',, 
aus  der  zweitctn  und  vierten  t  oos^j  5|  uud  dann  aus  den  beiden  so 
erhaltenen  Gleichungen  iL,,  so  erhalten  wir  die  dritte  Gleichung: 

A  {(1  —  28in'<r,)  X,  4-  2sm29,  i/,  —  K,  -  ir, }  4- 

+ JB  {(1  —  asin'y,)  iCj  4-  28in»g)i  £/,  —  K,  —  >r,}  4- 

4-  C  {(1  -  28in»9,)  X,  4-  2sin»9»,  J7,  -  F,  -  IT,}  4- 

4-D  {(1  -  2sinVi)  X,  4-  28in»<p,      —      —  TF,}  —  0  . 

lu  die  drei  so  erhaltenen  (ilcii  Irnji^^en  setzen  wir  nun  die  Wertlie 
der  Constanten  A,  Ii,  C,  J)  ein,  wie  sie  die  vier  ersten  (jleicliuugeu 
durch  S  —  tS\  S  -\-  uud  L'  geben.  Daun  erhalten  wir,  wenn  die 
GrQsseu  ^j,  1^,  u.  s.  w.  die  durch  die  Gleichiuigen  (20),  S.  521 
angegebene  Bedeutung  baiben: 

icoä^  l^{S  4"       4"  siii9)ij(iS  —  6")  4"       4"  'i)  ^'^^  «coa^),  (S,  , 
icoBip  m, (5  4-  '^>")  4-  8iny«2(Ä  —  i»)  4-  *(*Ws  4"  *»»4)        sinyi  5, , 
»coB9(p,4-fl,)(S+S')+rinv(Ä+g,)(5-S')4-<(,>,4-^^ 

Dies  sind  aber  die  Gleichungeu,  welche  wir  frfiher  (S.  519)  zur 
Bestimmung  der  GfOssen  8',  /S',  und  U  durch  8  erhalten  haben ,  und 
welche  zu  den  Werthen  (17)  der  Grössen  M,  fflhren;  wir 

erhalten  also  auch  in  dem  Falle,  wo  die  Schwingungen  in  der  Ein- 
fallsebene sUttfinden,  genau  dieselben  Formeln,  wie  frOher. 


b.  Andere  Form  der  lucompressibilitätäbediuguug  für  den 

Fall  variabler  Dichtigkeit. 

IJei  der  Ableitung  der  Formeln  für  die  K^flexion  und  Hrechung 
auf  dem  zuletzt  eüigeschlageueu  Wege  hajben  wir  die  Bediuguug  ge- 
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ßlelli,  dass  die  VerrUckuugea  v,  w'  iu  der  Uebergangsschicht  der 
Gleichung  GenOge  leisten  sollen; 

Wenn  nun  die  Diehtigkeit  der  beideu  homogenen  Aetheriiiediea 
eine  verschiedene  ist|  wenn  also  das  Ji/lediun],  welches  den  stetigen 

Uebergang  von  dem  ciiieu  Iioniogenen  Medium  zu  dem  andern  ver- 
mittelt, eine  veränderliche  Dichtigkeit  hesii/t,  so  folgt  die  Ilediugiinj^ 
(fl)  nicht  mit  Notliweiidigkcit  aus  der  ani^enoniineueii  lnu()Uipres.sil)i!ität. 
Es  kann  niliiilicli  die  l^li.L,''eiis(  liaf"t  der  Inconiiiressibiiität  in  verseliiedcneui 
Sinne  aut'geiasst  werden,  «Mitwcder  so,  dass  eine  bestiininte  Htelle  des 
Mediums,  wielche  an  der  Uewcguiig  iheiliiiiiiLut,  immer  dieselbe  Dich- 
tigkeit besitzen  soll,  oder  so,  dass  die  Ditlitigkeit  an  einem  bestimmten 
Orte  des  luiumes  uugeändert  bleiben  soll;  der  erstem  Auffassung  eut- 
äpricbt  die  Bedingung  {a),  der  letztern  dagegen  die  Bedingung: 

Demnach  führen  die  beideu  Auffassungen  nur  dann  zu  dertielbeu  Be- 
dingung, wenn  die  Dichtigkeit  constant  ist. 

Wir  nu'issen  auf  diesen  Punkt  näher  eingelien*).  Es  be/eiehiiet 
die  Dichtigkeit  an  dem  Orte  ./ ,  ff,  z  beim  natürlichen  ({leieligewichts- 
zustand  des  Mediums,  und  es  ist  in  dem  betrachteten  Fall  t  gegeben 
al»  Function  des  Orts  Xy  y,  s.  Treten  nun  die  Verrückungen  u,  v', 
fp'  dn,  ebenfalls  gegeben  als  FuncÜoneii  des  Orts  x,  Zj  so  nfc  die 
Stelle  des  MediomSi  welche  sich  beim  Gleichgewichtssuskand  an  dem 
Ort  Xf  ij,  g  befunden  hat,  an  den  Ort  x  u',  y  -\-  s  -\-  i^  verseist; 
es  ist  ferner,  wenn  die  Diffierentialquotienten  von  t^,  w*  nach  x, 
ffftso  klein  angenommen  werden,  dass  die  höhem  Potenzen  nnd  die 
Produkte  derselben  zn  vernachlässig«!  sind,  die  Dichtigkeit  für  die 
betreffende  Stelle  des  Mediums  gleich 

#/|      du_  do   

*V      dm     djß  da) 

IU  setzen;  denn  die  Volumina,  welche  von  einem  kleinen  Theile  des 
Mediums,  der  sich  beim  Gleidigewichtszustond  an  dem  Orte  ff,  s 
befindet,  vor  nnd  nach  eingetretener  VerrOckung  eingenommen  weiden, 

verhalten  sich,  wie 

t  R„  1  j_      +  C"'  4-      •  Demnach  muss,  wenn 

'  '     C.r.    '    (II    ^  ' 

der  Stelle  des  Mediums  immer  dieselbe  Dichtigkeit  zukommen  soll,  die 
Gleichung  erfüllt  seiu: 


*)  Vcrgl.  R.  42  und  43  der  oben  citirtcn  Si.hrifl  von  ü.  Neumana!  „Die  mag- 
netische Drehuog  der  l'olarifiationBobono  des  Liclite«.** 
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Süll  dagegen  an  dem  hestiuimten  Orte  de.s  IJauines  die  Dicliti^keit 
denselben  Werth  l)elialteü,  so  mnss  die  Diclitiifkeit,  wie  sit;  nach  ein- 
getretener Verrückung  an  dem  Orte  .c  -\-  u,  y  -\-  r\  z  -|-  w  hivstelit, 
denjenigen  Werth  besitzen,  welchen  sie  beim  CJleichgewichts/.u.stand 
au  demselben  Orte  gehabt  hat.  Dieser  Werth  ist  aber,  wenn  die 
VerrQckutigen  t>\  w  so  kleiu  angeuommen  werdeu,  dass  bei  der 
Eoiwiekluug  voo  i  nach  dem  Taylor 'sehen  Lehrsatase  die  höhem 
Glieder  wegzulassen  sind,  gleich  sn  seiasen: 

dieser  Anffassong  der  Incompfessibilitili  ergiebt  sich  also  die  Be- 
dingung: 

oder 

-W  +   dy  +  ^dV 

In  dem  Torliegenden  Falle  mdchte  nnn,wenn  die  Dichtigkeit  des 
Lichtathers  nicht  Oberhaupt  constaut  angenommen  wird,  wo  beide 
AufEBssuugeii  zusammeufaUoi^  die  letztere  Auffassung  eher  berechtigt 
sein,  als  die  ersterc.  Da  man  nämlich  den  Aeihermedien ,  wie  sie  im 
Innern  der  verschiedenen  durchsichtigen  Korper,  in  den  Zwischenräumen 
zwischen  den  ponderabeln  Molecülen  angenommen  werden,  keine  ver- 
schiedene Qualität  wird  zuschreiben  wollen,  niuss  die  Versehiodenheit 
der  Dichtigkeit  der  Verschiedenheit  der  Wirkung  zugeschrieljen  werden, 
welche  die  qualitativ  verschiedenen  ponderabeln  Molecüle  auf  die  Aetlier- 
theilchen  ausüben.  Dadurch  wird  zunächst  eine  stetige  Aendenmg  der 
Dichtigkeit  in  dem  Aethermcdium  an  der  Grenze  durchsichtiger  Körper 
bedingt.  Will  man  femer  ein  solches  Aethennedium  raH  Bezug  auf  die 
Idditbeweguog  als  inoompreisibel  betrachten,  so  mnss  man  annehmen, 
dass  die  Krftfte,  welche  bei  der  Fortpflanzung  einer  Lichtbeweguug 
zwischen  den  Aethertheflchen  in  Thatigkeit  treten,  äusserst  klein  seien 
gegen  die  KriUtoi  welche  die  ponderabeln  Moleedle  auf  die  Aethtr- 
theilchen  ansQben,  und  welche  die  Dichtigkeit  des  Aethermediums  be> 
einflussen.  Mau  wird  daher  auch  annehmen  mOssen,  dass  die  pon- 
derabeln Molecüle  an  der  Lichtbewegung  keinen  wesentlichen  Antheil 
nehmen,  und  dass  die  von  den  rahenden  ponderabeln  MolecQlen  auf 
die  Aethertheilchen  ausgeübten,  verhältnissraSssig  äusserst  starken 
Kräfte  die  Dichtigkeit  des  Aethermediums  während  der  Liclitbewegung 
an  jedem  Orte  constant  erhalten.  Dann  ist  aber  für  die  Uebergangs- 
Bchicht  die  Bedingung  (7^)  anzunehmen,  und  wir  wollen  daher  jetzt 
auf  Gruud  dieser  Annahme  die  iiechuung  durchführen. 
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Es  siud  zauächat  die  allgenieiuen  DifiereutialgleichuDgen  für  die 
kleinen  Schwingungen  iu  der  Uebergangsschicbt  uufzusucheii,  und  dann 
die  0 rensgleich u Ilgen.    Blicken  wir  nun  zurück  auf  die  Hotrachtougeo, 

w»'l(  lic  uns  auf  (Jruud  der  Hedin^iiii«,'  («)  zu  solclieu  Gleicliungen  ge- 
fühlt haben,  so  ergiebt  sich  uumittolb:n-,  dass  liei  Annahme  der  He- 
dini,Min;;  (/>) ,  wonn  der  jct/t  einziiiiilii  ijudt'  Multii)li(  ator  A'  genannt 
wird,  die  allgemeinen  Ditfereuiialgleichungeu  die  folgende  Form  au- 
jiehnieu: 

*  dfi  d»* 

.d'if  9Y 

*  dt*  "       das       di       d»       *  ~dM  ' 

uod  dass  die  Bedingungen  an  der  Grenze,  so  lange  wir  die  Bexeich- 
nuug  der  Druckcuniponenten  beibehalteo ,  keinerlei  Aendening  eileideii. 

£s  siud  nun  aber,  da  die  Gleichung  (a)  nicht  mehr  gilt,  fKr  die 
Druckcomponenten  die  folgenden  AnsdrQcke  einsuBelaen: 

^'  =  ^«  dx  +  "  dy  +  "       '    -       =  -  ^»  =  «  K  f,  4-  ^ 

Demnach  werden,  wenn  wir  nun  wieder  die  Voraussetzung  ein- 
treten lassen,  dass  die  Variabeln  u',  v,  iv,  A*  von  p  unabhängig  seien, 
die  allgemeineu  Diflferentialgleichungen  für  die  kldnen  Schwingungen 
in  der  Uebergangsschicht,  wo  0  <    <  e: 


0^ 

e' 

du'  ,  a«v 

(ix*.'*  ri» 

4- 2a' 

/^Mj'  ,  du\   ,  , 
\dx      ds)  '  *  c*«  ' 

r.?.<  +  ^""^ 

d\ 

<Fai*  ^  dz*) 

+ 

d~z  * 

a' 

4- 2a' 

Wir  leitm  ferner  die  Grenzgleichungeu  ab  fttr  «  »  0  und  für 
^  ~  e.   Es  muss  zanüchst  sein  fQr  xf  »  0: 

ferner: 

^»  (dw    •    ^u'\  /r/r    ,  <>i\ 

a  j,,  =  a  v  , 


« 
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+  ^-*'^^«äi  +  ^<»^  +  *'^• 

N!m  ist  aber  für  «  »  0: 

dann  wegen  der  drei  ersten  Bedingungen: 

I« '        ^  * 

und  somit  wegen  der  IncompressibiUtiUsgleichungen: 

a  •  g  V  

dz 

Denmacfa  können  die  drd  letstem  Gren^ldchungen  auf  die  Form 
gebracht  werden: 

a«*      dn      dv       dv      *'     o  «'  a 

r~ '  rr '  dz 

Auch  die  lot/.to  dieser  HtHlin^uiigcii  erliält  die  frühere  Forni  A'=  A, 
wenn  wir  annehmen,  dass  nicht  allein  die  l)ichti«rkcit  £,  sondern  auch 

ihr  Differentialqaotient      nach  der  Normale  auf  die  Grenze  sieh  stetig 

ändere;  es  ist  dann       =0  für  z  —  O,    Nach  dem  oben  Gesagten 

wird  diese  Annahme  jedenfalls  zu  machen  sein;  allein  es  kann  unter 
Umstanden  für  eine  angenäherte  ßerechinmg  l)eqnem  sein,  die  Annalimn 
bei  Seite  /u  liussen,  z.  B.  die  Dicliti<rkeit  t  durch  die  Ordinaten  einer 
gebrochenen  Linie  dargestellt  anzunehmen;  wir  wollen  daher  die  obige 
Form  der  letzten  Grenzgleichuiig  beibehalten,  und  wir  können  dies  uni 
80  eher  thnn,  als,  wie  sich  ergeben  wird,  die  folgenden  Formeln  dadurcli 
in  keiner  Weise  beeinflosst  werden. 

Wir  erhalten  somit  die  folgenden  Bedingungen  tWt  0^0: 

I  u'sssu,    v'=Vf  w'=w, 

(2,b)  {du       du      dv       dv  d/    ,  . 

\oz=dz*    ^-^di'  fr-A, 

und  demnach  die  Bedingungen  für  0  »  c: 


(3,6) 


du       du,      dv'  ()v,  o  a  df'    .  ^ 

ai    ai, '  .a« "~  a«, '       ^  f  «  d*^  —  '^^ 


Hieraus  geht  hervor,  dass  wir  auf  Grund  der  Bedingung  (/>)  genau 
dieselben  Gleichungen  fQr  die  Yariabeln  nnd  v,  erhalten,  wie  auf 
Grund  der  Bedingung  (a).  Es  müssen  sich  demnach  fQr  den  Fall,  wo 
die  Schwingungen  senkrecht  auf  die  Einfidlsebene  stattfinden,  genau 
dieselben  Formeln  ergeben,  wie  früher;  wir  inrauchoi  also  nur  für  den 
Fall,  wo  die  Schwingungen  in  der  Einfallsebene  stattfinden,  eine  neue 
Betrachtung  anzustellen. 
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c.  Schwingungeii  in  dor  Eiiifal  Isebeiio. 

Die  Seliwingangen  sollen  in  der  JSiuialUiebene  staUfiBilen. 

Dann  Imben  wir  fHr  die  Bewegung  in  den  beiden  homogenen 
Medien  diestdhen  Ausdrücke  anzunehmen,  wie  S.  534  und  535;  dagegen 
haben  wir  iu  der  Uebergangsschicht  die  Cileicliungen: 

Setzeu  wir  also,  wie  oben: 

A- 

WO  X,  F  SU  beitirnmende  Fanctioneii  von  z  sein  sollen,  so  eigeben 
aidi  jetst  Idr  diese  drei  GiOsaen  die  folgenden  Differentialgletchnngen: 

oder,  wenn  wir  wieder 
setzen: 

rf.*'8in»»(^+«X)  .V 

 ^  ^+«^«'(1— 3sin>)i/-f-«*'8inV^-|-«»«'y=Ü, 

Führen  wir  also  die  neuen  Variabeiu  V  und  \V  mittelst  der  Glei- 
chungen ein: 

sin'y'       +  «^)  —  -  « 


äX 
dz 

dX 


sin'tp'  (3  g     « 17)  +  a«F «  «TT, 


seilen  wir  femefr  fttr      seinen  Werih  nach  der  ersten-  Gleichang 


dX  TT  1      dt  V 
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in  die  zweite  Gleichung  und  in  d&i  WerCh  von  T  ein,  ebenso  fitr  ~ 

seinen  Werth  dnreh  Z  imd  F  in  die  dritte  Gleidinng,  so  erfaaHen 
vir  zor  Bestimmung  der  Griissen 

X,  U,  r,  W 

jetzt  das  tolgeii«1e  Systom  von  Differentialgleiclmngcn: 


de'X 


dz 

dU 


(18,   ^)     \    J    '\r  ^  .  • 

"i-  —  «»•  {(1  _  4nii>f>')  V+  W}-\-2Ka*if ''J^  X, 

Iis  tritt  also  dieses  Syst<'iii  DittcreutialgleicliuiJgeii  aii  die  »Stelle 
des  firfiher  erhaltenen  Systems  (18). 

Sind  aber  A'*,  U/,,  V/,,  Ha  und  Xt,  l\,  T^,  Wt  zwei  Systeme 
Yon  LSsimgen  der  Differentialgleichungen  (18,  6),  so  ergiebt  sich: 


TT* 

d,'X, 

-  FF* 

dz 

dz 

F» 

dü, 
dz 

-  r* 

dU, 
dz 

üt 

-  u. 

ds'V, 

dz 

dz 

X, 

dW, 

dz 

dW, 
dz 

'df 


«(x*n-  x,}\)  -\-  28ii»'<p'  4    {x,Uk  -  x*{/a) 


Folglich  erhalten  ¥rir: 

r  4-  H  a 


0  —  f  x. 


oder: 


*  dz 
diV, 
dz 


iX.  'J^  -  w 


dz 


dz 


Führen  wir  also  wieder  ilie  vier  Systeme  partirnlürer  Ijosungen 
ein,  welche  durch  die  Anfangsbedingungen  (II»)  bestimmt  werden,  so 
erhalten  wir  zwisciien  denselben  die  Relationen  (22)  und  hieraus, 
gerade  so,  wie  oben,  die  Relationen  (23).  Denken  wir  uns  ferner  die 
Gr()S8en  7,',  ?./.  .  .  den  Cüleichungen  (2())  gemäss  bestimmt  durch  die 
Lösungen  X,  V,  W,  so  gelten  auch  zwischen  den  sechzehn  Grössen 
tf  m'f  ^'f  f[  die  Relationen  (24)  und  (25). 

Wir  mfissen  nun  die  Werth«  ?on  K  noch  einftthren  in  die 

entsprechenden  Grenzgleichungen  (2,  h)  um!  (:),  />).   Bs  sind  diese: 
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«ndWr  «-e:  i»'-w„  «'-«,.  ^' =  V^;,  A- 3         «>'=  A,  . 

Wir  haben  mm,  wenn  X,  U,  V,  W  die  allgemeiuen  LBsnngen  der 
Differentialgleichungen  (IS,  b)  bezeichnen: 

•  TT 

Es  ist  ferner  mit  Benatsung  der  vier  Systeme  partiealSier  Ldeongen 
SU  setzen: 

X  =  AX^  +  jUX^  +  CX^  +  i>Jt4, 
n.  8.  w. 

Wenn  wir  nun  diese  Werthe  fttr  u,  w\  K  und  die  S.  534  und  535 
angegebenen  .Wertbe  für  A'  und  «i,  w^^  A|  in  die  Grenzglei« 

drangen  fOr  «  — *  0  und  fttr  ir c  einsetcen,  so  erhallen  wir  genau 
dieselbrai  Gleichungen ,  wie  S.  536  und  637. 

Hieraus  ^'cht  hervor,  dass  die  Grossen  M,  N,  M',  N'  in  derselben 
Weise,  wie  früher,  au.sgedrUckt  werden  durch  die  sechzehn  GrSosen 
X,  IJy  V,  W\  wir  haben  wieder  die  Gleichungen  (17)  und  (20). 

Da  ferner,  wie  wir  eben  gefunden  haben,  zwischen  den  Grossen 
A',  U,  V,  W  dieselben  RolatioTiPii  tffltoii,  wie  früher,  kann  genau 
ebenso,  wie  S.  527  luichf^ewiesen  werden,  dass  die  Gleiehiiii<^  der  Er- 
haltung der  lebeiiilir^eii  Kraft  erfüllt  istj  wir  erhalten  ferner  für  den 
Fall,  dass  eine  Liehtwelle  in  dem  zweiten  Medium  sicli  fortpllau/t  und 
an  der  Grenze  mit  dem  ersten  Me(iium  rellectirt  und  gebrochen  wird, 
die  Formeln  (20)  für  die  Grössen  (M),  (N),  (M'),  (N'). 

Der  einzige  Unterschied  zwischen  den  Formeln,  welche  wir  auf 
Grund  der  Bedingung  (a)  und  auf  Grund  der  Bedingimg  (b)  erhalten, 
besteht  also  darin,  dass  die  GiSssen  X,  U,  IT  das  eine  Mal  LS- 
sungen  der  Gleichungen  (18),  das  andre  Mal  dagegen  L5sungen  der 
Gleichungen  (18,  h)  sein  sollen. 

Somit  gelten  die  Beihenentwicklungen,  welche  wir  S.  522  ff.  für 
die  Grössen  X^,  U%,  u.  s.  w.  angegeben  haben,  im  Allgemeinen  nicht 
mehr,  wenn  statt  der  Bedingung  (a)  die  Bedingung  (Ji)  angenommen 
wird}  sie  gelten  nur  dann  noch,  wenn  die  Dichtigkeit  b  eonstant  ist^ 
•  wenn  also  die  beiden  Bedingungen  susammenfallen. 
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Dagegen  könnten  wir  mittelst  der  Differentialgleiehnngen  (18,  b) 
gerade  so,  wie  wir  dies  früher  mittelst  der  Differentialgleiehnngen 
(18)  gethan  haben ^  Reihenentwicklungen  ableiten,  nnd  es  würde  sich 
ergeben,  dass  diese  Keihencutwicklungen  immer  conyergiren;  sobald 
die  früher  in  Besag  auf  die  Werthe  von  s'  nnd  sin  9  gemachten  Yor^ 

anssetsimgen  erfllllt  sind,  nnd  sobald  der  DÜlbrentialqnotieut  ^] 

inneihalb  der  Grenaen  0  und  c  von  z  immer  einen  endlichen  Werth 
beh&lt.  Wir  sehen  jedoch  hier  Tom  der  Angabe  dieser  Beihenentwick' 
Inngen  ab,  da  sie  sehr  oomplicirt  werden,  wenn  keinerlei  Abhängig- 
keit zwischen  den  Werthen  von  s'  nnd  sin  9'  angenommen  wird. 

Dagegen  wollen  wir  noch  die  Werthe  der  Glessen  M,  N,  M',  N'  fUr 
den  Fall  berechnen,  dass  die  Dicke  c  der  Uebergangssclueht  gegen 
eine  Wellenlange  sehr  klein  ist;  denn  mit  den  Reihenentwicklungen 
(21)  gelten  auch  die  S.  524.  für  diesen  Fall  angegebenen  Werthe  nicht 
mehr.  Es  darf  jedoch  nicht  verschwiegen  werden,  dass  gegen  diese 
Anwendung  unsrer  Formeln  ein  grosses  Bedenken  obwaltet.  Wenn 
nämlich,  wie  wir  jetzt  voraussetzen,  die  Dichtigkeiten  der  beiden 
liomogenen  Medien  oinc  endliche  Verschiedenlieit  besitzen,  so  muss 
die  Dichtigkeit  t'  ilireii  AVerth  um  eine  endliche  Grösse  ändern,  während 
z  von  0  bis  r  zunimmt.  Nun  ist  a))er  bei  Ableituug  der  lucompressi- 
bilitütsbediugung  angenommen  worden,  dasS|  wenn  t  den  Werth  der 
Dichtigkeit  an  der  Stelle  M  bezeichnet,  ihr  Werth  an  der  Stelle  m  -\- w' 
gleich 

könne  gesetzt  werden.  Dies  ist  nnr  sulSssig,  wenn  w'  g^gen  e  sehr 
klein  ist.  Folglich  müssen  wir,  wenn  wir  die  Dicke  e  der  üebergangs^ 
Schicht  sehr  klein  gegen  eine  Wellenlänge  setzen  wollen,  die  Ver- 
rdckungen  als  sehr  kleine  Grössen  betrai^ten,  nicht  nur  gtgSD.  eine 

Wellenlänge,  sondern  gegen  eine  Grösse,  welche  selbst  gegen  eine 

Wellenläncfe  sehr  klein  sein  soll.  Wir  sind  übrigens  um  so  wenijrer 
versucht,  eine  solche  Annahme  zu  machen,  als  die  Formeln  für  den 
Fall  eines  sehr  raschen  Uebergangs  mit  der  Beobachtung  wieder  uiclit 
werden  in  Einklang  zu  bringen  sein. 


d.  Annahme  eines  sehr  raschen  stetigen  Uebergangs  Ton 
dem  einen  homogenen  Medium  zum  andern« 

Wir  wollen  also  die  Werthe  der  Grössen  X,  f,  V,  W  für  den 
Fall  berechnen,  dass  die  Dicke  r  der  üebergaugsschicht  sehr  klein 
gegen  eine  Wellenlänge  ist. 

Es  ergiebt  sich  dann,  dass  nach 'den  jetzt  anzunehmenden  Dilfe- 

Mtbw tiwto  AoBAlcn.  T.     '  SS 
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rantialgleichnngen  (18,  b)  für  em  imendlich  kleineB  e  die  C^idsae  1F7 

einen  unendlich  grossen  WerÜi  erbalt  Wir  infissen  daher  zuerst  die 
Werthe  der  Grossen  für  tin  sehr  kleines  c  berechnen.  Zu  diesem 
Ende  wollen  wir  statt  der  Variabein  b  die  Variable 

einführen  nnd  femer  setzen 

sin  qp'=  w'siii  9  ; 

es  sind  dann  O  nnd  1  die  (Jrenzen  von  ^,  wrldien  Wr-rth  auch  a 
lial)(>n  \\\-\'J, ,  nnd  1  unil  n  dio  (ffonzen  von  n,  wenn»  das  JUrechungs- 
verbältniüü  der  beiden  homogenen  Medien  bezeichnet: 

sin  (fi 

Wir  können  nun  die  Grössen  f'  nnd  n  als  «^cj^elHMic  Functionen  von 
l  Ix'tracliien;  wir  werden  ferner  voraussetzen  können,  dass  Integrale 
von  der  Form: 

1  1  1 

j  tili,    J  n'-'  I  ^  (ii,     /  n  '     (^)'      u.  8.  w. 

einen  endlichen,  nie  nnendlieli  {[ifrossen  Werth  haben. 
Es  nehmen  nun,  wenn  wir  noch 

setzen y  die  Difierentialgleichnngen  (18,  b)  die  folgende  Form  au: 

•{y.  __  y  Lm*9X+  y), 

»  28in«9  »'»  ^  Z  +  y  sin9>  ^  {(1  —  4n  «  sin»^)  IT-j-  , 

^  -»^n»(,^y2C-2sin^V«'^,^i/-ysin9,(i^+  1). 
Hieraus  folgt  durch  partielle  Integration: 


0  ^ 

'run,sV^-^2sin^<pJ'Xn''^-j'^dl  -f  y  sin9^  {  i/(l  ~  4»'»  sin^i?;)  +  >K}  ^Vj 
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Um  xmn  die  Werthe  der  1,  V,  V,  W  mittelst  dieser  Gieiehangeii 
genau  Ins  auf  GrOssen  ▼on  der  Ordnung  y  in  berechnen,  mQssen  wir 
sunftchst  die  Werthe  der  X  genau  bis  auf  GiSssen  von  der  Oi^ung 

bestimmen,  wegen  des  Gliedes  mit  dem  Factor  —  in  dein  Ausdruck 
fBr  W.  Wir  finden  so:  ^ 

eV,  -  2.  s,V9. fn  ^       ./j  +  3«  sin«  ^ j\  r/j  .'ß  (^^j  J }  , 

0  0  0 

0  ^ 

0  V  0 

Hieraus  orgeben  sieh  fOr  die  Grössen  m,  p,  q  die  folgeudoii 
Werthe,  genau  bis  auf  Grössen  von  der  Ordnung  y: 


=  0, 

F„ 

ifi, 

=  i^(1~2sinV:i-28inV,H-^, 

2sin»g>  —  28in»9),  -f  Jfj, 

=  0, 

nU 

Pt  — 

-(2wn'9~-28in29,)— 

l>« — 

=  ^-(2sin»9)-28in>,)— F;, 

l-28in2y+2sin2y,-  W",, 

=  0, 

^4 

/^(l+2sinV-28in>,)— P;, 

86* 
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Der  Emfachheit  w^en  haben  wir  die  GiOesen  W^,  7J  und  bei- 
behatten. 

Berdi^iehtigeii  wir  nun,  daee  fttr  ein  unendlich  kleinee  y 

simp  /  d  f'  \2 


unendlich  groae  wird,  der  einzige  Fall  ausgeschlossen,  wo  «'  oonatani 
ist,  dass  demnach  die  OrOssen  l^f  — P2  ~  Pa  nuendlich  grosse 
positiTe  Werthe  erhalten,  während  die  flbrigen  Grössen  endlich  bleiben, 
so  ergiebt  sich  aus  den  Oleichungen  (17),  8.  519: 


M  — 

C08  9> 

00«  9»! 

fttSktp 

C08  9)| 

rr  — 

sin  9 

COSqp 

N  — 

COsqpi  ' 

I», , 


oder: 

C7,  b)   M— ""''^  ,   N  — M'— 0,   N'-.^"'^  * 

^  '     '  cosqp,  '  cwtfi      f,     '  '  smqp,  *, 

Wir  erhalten  also  jetzt  ganz  aiulere  VVerthe,  wie  oben  S.  524, 
fOr  den  Fall  eines  sehr  raschen  Lebcigangs  von  dem  eiueu  Medium 
sun  andern*). 


*)  Die  Werthe  von  M,  N,  M',  N'  sind  unter  der  Vorausaetiang  erhalten,  dat-s 
die  Componenten  des  molecalaren  Drackt  für  etoe  Stelle  der  Uebergaiigsschicbt 
bestimmt  werden  durch  die  Atndrfloke  von  8. 640  mit  einer  Blaatieitfttaeonatanten. 
Dies  ist  eine  sehr  besebrilnkende  Annahme.  Wird  nknlieh  borückHichtigt,  dass  in 
der  Uebergangsechiclit  ni<lit,wie  iu  einem  homogenen  imkrystallinischon  Mediuni, 
alle  üichtaugen,  souderu  nur  die  liichtungeu,  welche  auf  der  Kormale  an  die 
Gkente  senkreeht  stehen,  als  gleidiwerthig  sa  betrachten  sind,  so  erfsben  sich 
auf  dem  von  Poisson  tur  Bestimmung  der  Druckcoiui  oiienteu  eiugt  schlagtnen 
Wege  Ausdrücke  mit  drei  ronKt.inten  und  auf  dem  noch  iill>^emt'inern  Wege,  nie 
er  z.  B.  in  dem  Lamü'tichen  Lchrbucbe  verfolgt  ist,  Au»drücke  mit  fünf  Con- 
stanten. Fahrt  man  für  die  Moleculardrackcomponenten  diese  allgemeinsten  Aob- 
drOoke  ein,  so  wird  die  Form  der  Diffisrentialgleichungen  (18,  b)  niisht  wesentlich 
geändert;  namentlich  bleiben  die  lielntionen  (22)  und  (23)  swischen  den  parti- 
culären  Lösungen  bestehen.  Betrachtet  man  ferner  den  Fall,  wo  die  Dicke  c  der 
Uebergang8«chicht  sehr  klein  gegen  eine  Wellenlänge  ist,  so  erhält  man  genau 
dieselben  Formdn,  wie  wir  rie  eben  geftnden  haben;  es  kann  noch  das  Integral, 

weiehea  in  dem  Werth  vo^i  Wl  Toikommt,  eben  so  wenig  verschwinden,  wie  das 
oben  erhaltene 
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Allein  anoh  die  jetit  erhaltenen  Werthe  nnd  mit  den  Beeoltaten 
der  Beoboehtimg  nicht  in  Einklsiig  m.  bringen.  Denn  da  fOr  das 
senkrecht  auf  die  Eiiifallsebene  schwingende  Licht  dieselben  Fonnelny 
wie  firfiher,  (8.  514),  gelten: 

(6)      Jif— 1,  2ir— 0,  j£'— 0,  jr^-L^j^vconip 

80  werilen  in  den  Gleichungen  (III,  a)  und  (IV,  a),  S.  502, 
und  7v,  gleich   null;   es  niüsste  also,  nach  den   (tleichungen  (V), 
S.  502,  nicht  nur  M',  sondern  auch  N  gleich  null  werden.   Nun  kann 

aber  L^hlL  nicht  einmal  einen  kleinen  Werth  annehmen;  folglich  ist 

auch  jetzt  auf  Grand  der  Annahme,  dass  die  Dicke  der  Uebeigangs- 
schicht  sehr  klein  gegen  eine  WellenlaDge  sei,  eine  Uebereinstimmnng 
zwischen  Theorie  nnd  Beobachtong  nicht  henostellen. 

6.  ' 

Veigleichiuig  mit  der  BeobAchtiuig. 

Wir  halx'ii  im  Vorhorgohciulen  allgemeine  Formeln  für  die  Reflexion 
und  Brechung  des  Lichtes  abgeleitet,  und  es  bleibt  zu  untersuclien 
übrig,  ob  und  wie  diese  Formeln  mit  den  liesultateu  der  Beobachtung 
in  Einklang  zn  bringen  sind.  Wir  kSnnen  dabei  Ober  eine  Anzahl 
Ton  Grössen  verffigeu,  deren  directe  Bestimmung  durch  die  Beobach- 
tung, wenigstens  bis  jetzt,  nicht  möglich  ist;  es  sind  dies  erstens  die 

Dicke  c  der  Lebergaugsschicht  und  zweitens  das  Verhültniss  *  der 

Aetherdichtigkeiten  in  den  beiden  durchsichtigen  Medien;  ferner  ist 
das  Gesetz  vollständig  unbekannt,  nach  welchem  in  der  Grenzschicht 
der  stetige  Üebergang  der  Dichtigkeit  f'  und  des  Brechungsverhält- 
nisses n  von  ihren  ^^'erthen  für  das  eine  homogene  Medium  zu  denen 
für  das  andere  stattfindet,  und  dieses  Gesetz  wird  einen  Einfluss  auf 
die  Formeln  ausüben ,  sobald  die  Dicke  c  der  Uebergaugsscbicht  nicht 
sehr  klein  gegen  eine  Wellenlänge  ist. 


Denn  es  tritt  an  die  Stelle  Ton  Sn'*  wieder  eine  Fnnetieii  von  ),  welche  fBr 

jwO  und  ^  =  1  iiothwcndi«»  einen  endlichen  positiven  Werth  besitzcii  miiiei 

Dif  Aiiiuihine  der  allpenu'inorii  Aiü-tlnu  kc  für  die  Moleculardruckcotnponcnten 
fOhrt  also  nur  zu  dem  Uesultute,  datts  tür  deu  Fall  uiuer  Ueborgangsschicht,  deren 
0icke  mckt  sehr  kleio  im  Vergleich  mit  eber  WeUenUtaige  ist,  die  W«rlhe  der 
USmagm  CT,  V,  W  nicht  nur  von  swei  Fonctionen  der  Yariabeln  m(§  md  W), 
sondern  von  einer  gröseern  Anzahl  solcher  Functionen  (sechin)  abhängen.  Es  ist  ■ 
jedoch,  wenif^tene  vurliiiifig,  gar  kein  Grund  vorhanden,  nech  aUgemeineie  Aus* 

drOcke  fiOr  die  Urüasen       U,  V,  W  aufzusuchen.- 


Digitized  by  Google 


550 


Kasm,  Vom  on  MtaLL. 


Wir  haben  schon  gesehen,  dasa  diese  letetere  Annahme  durch  den 

Willerspruch  mit  der  Erfahrinij^,  zu  welchem  sie  führt,  aasgeschlossen 
wird.  Wir  sind  daher  ^eiiiilhigt,  der  Liiuge  r  einen  mit  einer  Wellen- 
länge vergleichbaren   Werth  zuzuschreiben;  dann   können  aber  die 

Grossen  Z,  Y,  X,  ü,  V,  nicht  mehr  durch  geschlossene  Ausdrücke 
dar«>vstellt  werden,  und  es  niuss  vor  allen  ninj^cn  j^'cnau  festgestellt 
werden,  welche  ( Jleic Innigen  zwisclirn  jenen  20  <tr(")ssen  stattfinden 
sollen,  damit  die  Theorie  mit  der  Erfahrung  übereinstimme. 

Und  zwar  kann  eine  solclie  Uebereinstimnnmg  herzustelleji  ver- 
sucht werden  auf  Grund  der  beiden  Definitionen,  welche  für  die 
Polarisatiousebene  sind  ungenoniuien  worden.  Machen  wir  die  Vor- 
aussetzung, daas  die  Schwingungen  senkrecht  auf  die  Polarisstioiis- 
ebene  stattfinden,  so  mflasen,  wie  wir  frflher  (S.  501)  gesehen  haben, 
zwischen  den  Grössen  M  und  M  die  Gleichungen  bestehen: 

nehmen  wir  dagegen  umgekehrt  an ,  dass  die  Schwingungen  in  der 
Polarisatiousebene  statttimien,  so  sind  die  (ileichungeu: 
rM+N'     M'-\-N  . 


(III) 


(IV) 


M  +  N'      M  +N 
\M-N'      M'-N   ,     ,  , 


Wir  haben  diese  Relationen  zimächst  als  nothweudig  gefunden, 
damü  &u  eine  partielle  Reflexion  an  der  Gremte  des  ersten  mit  dem 
zweiten  Medium  Uebereiustimmung  zwischen  Theorie  und  BeobMÜitang 
bestehe.  Wie  wir  aber  schon  geze^  haben;  findet  dann  eine  solche 
üebereinstimmwng  auch  für  eine  totale  Reflexion  statt,  unter  der  einen 
Voraussetzung,  däss  in  diesem  FaUe  die  Grössen  M,  M',  N*  emen 
reellen,  dagegen  die  GrcVssen  M',  N',  M,  N  einen  rein  imaginären 
Werth  erhalten.  Diese  Voraussetzung  ist  erföllt;  denn,  wie  sofort 
ersichtlich  ist,  bleiben  die  Lösungen  der  Differentialgleichungen  (10) 
und  (18)  otler  (18,  b)  in  dem  Falle  einer  totalen  Reflexion  sämmtlich 
reell,  und  es  wird  überhaupt  nur  die  (irösse  cosg),  imaginär;  nach 
den  (Jleichuugen  (12)  und  (17)  entlialten  aber  die  (Jrössen  Jl/',  N', 
M  und  N  den  Factor  coH(p^  im  Nenner,  wälirend  die  Grössen  ilf,  N, 
M  und  N'  von  cos 9,  frei  sind.  Endlich  Stessen  wir  auf  dieselben 
Gleichungen,  wenn  die  Reflexion  an  der  Grenze  des  zweiten  mit  dem 
ersten  Medium  statttindet.  Denn  es  sind  in  diesem  Falle  erstens  (p 
und  97,  mit  einander  zu  vertauschen ;  dadurch  bleiben  die  Formeln  (III) 
und  (IV)  unberfihii.  Femer  treten  die  Grössen  {M)  und  (M)  an  die 
Stelle  der  Grössen  M  und  M;  es  ist  aber  nach  S.  616: 
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{M)=:^fN\   (N)^m  {M')^fM\  {N')^fM, 
uud  noch  S.  630: 

(26)       (M)-/-N',  (N)-/^N,   {W)^ffA,  (NO-rN'; 

iolglich  werden  die  CJleiclmiigeii  (III)  and  (IV)  ebensowenig  geändert, 
wenn  wir  die  Grosseu  M  und  M  durch  die  Grössen  {^M)  uud  (M)  er- 
setssen.  , 

Demnach  siud  die  (ileichuugeu  (III)  uud  (IV)  uothweudig  uud 
hinreichend  y  damit  Uebereiustimmung  zwischen  Theorie  und  Beobach- 
tung stattfinde. 

Wir  können  iiuu,  uuch  8.  502,  die  Gleichungen  für  die  beiden 
f^le  zusammenfassen  in  den  Gleichungen  (V),  und  es  sind  dann  die 
GrOssen  je  nachdem  die  Schwingungen  senkrecht  auf  die  Polari- 
sationsebeue  oder  in  der  Polarisationsebeue  stattfinden  sollen,  bestimmt 
durch  die  Gleichungen  (III,  a)  oder  (lY,  a).  Setzen  wir  in  diese 
Gleichungen  die  für  die  Grossen  M  und  M  gefundenen  Werthe  ein 

*  ((12)  S.  513  und  (17)  S.  519),  so  ergeben  sich  die  folgenden  rier 
Gleichungen  als  nothwendige  und  hinreidMiide  Bedingungen  für  die 
Uebereiustimmung  unsrer  Theorie  mit  der  Beobachtung: 


(27) 


jPi  +  äi  I  1>»  +  «3  -h  ^4  +  24 

m,  ^  F., ,  w.,  +  m, 

m.,  —     ,  »15  -f  iffi 

Ih  +  Ql  i  ff3  4-|>4  +  9l 


-0, 
«0, 

=  0, 
«Oi 


und  /war  isl  zu  sot/eii,  wcnin  die  Schwingungen  senkrecht  auf  die 
Polarisaiiouüebene  ütattündeu  bolien: 


i*',  =s»  COe'qp,  -f-  sin'qp  t 
=-  cos'^  co8^9>,  Z2  —  Fl , 

F^  =  1\  —  sin' 9)  sin^9D|  , 
—  cos'9)  T,  +  sin'9i  f 


wenn  dagegen  die  Schwingungen  in  der  Pohurisationsebene  stattfinden 
sollen: 
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coa'y  cOB*yi  Z,  -f- 


(28,  b) 


öos(9—  tpi)  C08(9  4-g>,)  ' 
y,  -|-  Mp'y  sin'  qp, 


^■3 


C08(qp  —  tpf)  C08(<JP  4-  9l)  ' 


I     ■    I  —  -  —  -      .    .    _  „  « 

C08(qp  —  q»i)  C08(9>  4*  Vi^ 


Aus  <len  Gleichungen  (17)  folgen  nun  acht  lineare  Relationen 
zwischeii  den  Grössen  /,  tti,  i),  q  und  F. 

Es  müssen  nUralicli  die  ({leieliungen  (27)  ideutiscli  in  Bezug  auf 
sincp  errnllt  sein.  Nim  f"«'l^t  aus  den  Differentialgleichungen  (10)  mit 
den  Aufjin^'sbedinguiigeii  ill),  S.  512,  dass  die  Grössen  /^  und 
gerade,  dagogen  die  (xrrjssen  Z.,  und  y,  ungerade  Functionen  von 
sin  9p  sind;  denn  die  Griissr  rc  ist  nach  (9),  S.  511 ,  sin  qp  proportional. 
Ferner  folgt  aus  den  DitleiLutialgleichungen  (18),  S.  .■)20  und  (^18,  b), 
S.  543,  mit  den  Anfungshedinguugen  (19),  8.  b2(),  dass  die  Grossen 
Z, ,  X,,  U^j  U^t  F, ,  F.p  W^j  gerade,  dagegen  die  Grössen  X,, 
^4;        ^37  ^^1«        ungerade  Fanctionen  von  Bin9>  sind. 

Fol^di  sind  die  Grössen 


Functionen  von  sing'. 

Dann  zerfällt  alu-r  jede  der  vier  Gleichungen  (27)  in  zwei,  indem 
die  geraden  und  die  ungeraden  Glieder  für  sich  verschwinden  müssen, 
und  zwar  sind  diese  acht  Gleichungen: 


{L—F^)  (2).^  4-  q^)  =   l^p^  +   /,  q.^  ,   {!,,  —  F,)  {q.,  -i-  p,)  =  /, q.,  + 

(m,— 1*;)  (Pa  +  gi)  — «WjPj  +  Wiffi,  (w..— /'V)(73+i'i)  =  W3<7,-|-fii4j>,. 

Indem  wir  ans  dieaen  Gleichungen  die  Grössen  F  eliminiren,  er- 
geben sich  die  Tier  folgenden: 

(tMaV,  +  m^;i,)  (2>.,  +  qx)  =  +  >n^q^)  (g,  +  p^)  ,, 

+  wf,;),^  I      4-  q^)  =  (m,;),  +  »»,7,)  (^3  -f  p^)  , 

Es  muss  nun  lieriicksichtigt  werden,  dass  die  Grössen  p^,  cy-j,  j'x, 
durch  Reihen  nacii  steigenden  Potenzen  von  sin 9  in  der  folgenden 
Weise  dargestellt  werden: 


■^1,  -^''4,       ^3;        W|»  2>x>  Ihi  22»  <lx  gerade, 


dagegen  die  Grössen 


h>  hf        >'*3;  Ih}  Pii  'ii>  ungerade 
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wo  die  Grössen  (i^  imd  /J,  entweder  den  Werth  1,  oder  den  Werth 

~-  haben.   Eb  kommt  nur  darauf  an,  dass  die  niedrigsten  Glieder 

richtig  augegeben  sind.  Wenn  nun  die  GiGeaeu  X,  ü,  V,  W  Lösungen 
der  Oifferentiali^eichnngen  (18)  sein  sollen ,  so  folgen  die  angegebenen 
Formen  aus  den  Reihenentw]<Mungen  (21),  S.  522 — 623;  es  ist  iu 
diesem  Falle: 


Sollen  dftf^egen  die  (irössen  X,  U,  V,  W  Lösungen  der  DiftV-rt^ntial- 
gleichuiigeii  (18,  h),  8.  543,  sein,  so  «gelten  jene  Keihcncutwicklunuiii 
nicht;  man  findet  aber  leicht  unmittelljar  aus  der  F<»rin  der  Differen- 
tialgleichungen mit  Rücksicht  uni'  die  Anfangsbedingungen,  dass  die 
Reihen  die  oben  angegebene  Form  annehmen;  nur  wird  jetzt  gerade 
umgekehrt 

/Ja— 1    und   /J4— ^* 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  zunächst,  dass  die  beiden  GrOesen  -j-  9« 
und  +  Pa  nicht  gleichseitig  Terschwinden  können ;  denn  die  entere 
wird  für  7  0  gleich  /I,  4-  ß^.  Folglich  können  die  obigen  rier  Glei- 
chungen nur  bestehet  wenn: 


2i> 


32 


oder 


0,  ffi*) 

• 

u.  Bm  y/f. 


-0, 


«0, 

Pl  7  Vi 

=  0 

Im,,  «4 

9i  1  9« 

Denn  nach  den  beiden  leisten  Relationen  (24)  und  (25),  S.  527, 
zwischen  den  Grössen         p,  q  ist: 


Pl  t  P7 

sollten  aber  beide  Helatiouen  nicht  verschwinden^  so  miisate 
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V-V,  A'-9i' 
sein;  hieraus  würde  folgen: 

weil  immer  von  den  lieiden  Grössen,  deren  Quadrate  gleich  sein  sollen, 
die  eine  gerade  und  die  andere  ungerade  ist. 

Verschwinden  aber  die  bdden  Determinauteu,  so  folgt  aus  der 
ersten  und  letzten  der  Relationen  (24)  oder  (25): 


7  t  ; 

Vi 

Mit  Kücksitlit  liieruul  urhulWu  wir  aus  den  vier  mittlereu  der  ße- 
lationeu  (24): 

wenn: 


P2f 

Pi  » 

Pi 

Pif 

i'l 

1  Qi  .  '/;> 

^7  , 

9» 

Vi 

Vi 

iSelzeii  wir  diese  Wertlie  für  ,  »i^,  l^f  tw,  in  die  vier  Cileichungeu 
von  S.  552  ein ,  so  ersieht  sieh : 

l\  {iPx^i  +  Vi'>^  (ih  +  Vi)  -  {Py^  +  Vi'O  (V;i  +  i>i)}  — 

=  «2  {(Pi  <5  +  Ji«)  (Pa  +  9i)  -  (Pi«  -f  aiC)  (2,  H-i>4)}  , 

{(Pj«*  +  i»)  (Ps  +  9i)  —  (p«&  +     (ft + Pi)}  — 

f=  ?2  { (i?2  c  H-  ^.a)  ( j>;,  +      -  iiKü  -f-  7,  r)  (//,,  +  , 
m,  {(!>,(/  +        (i>,  +  ry,)  -        4-  (^,t?)  (^3  -= 

-»«H  {(Pi  «5  +  fli«)  (Pi  +  2i)  -  (Pi»  +  ffi    (&  +P4)}  » 
{(Pt'^  H-  fftft)  (P«  +  ?i)  -  (Pi*  +  «t<0  (ffs  -f  P«)}  — 

—  *»i  {(P2  c  -f  f/jrt)  (j|)3  H-  (/,)  -  (i>2a  +     c)  (23  -f  j>^) }  , 
Da  nun 

sein  80II;  diese  Determinante  also  nicht  yersch winden  kann,  folgt  aus 
den  Gleichungen: 

(Pi<*  +  «1  (Pü  +  ffi)  (Pi  t  +  {P4  +  «3)  » 
(P«<^  +       (Pi  +  «i)  —  (Pt*  +       (P4  4-  «s) » 

(Pi  C  +  Vi     (Ps  -f  Vi)  =  (i>i «  +  Vi  c)  (iJ,  +  73)  » 
(Pj  c  +  V/')  (i':,  +  Vi)  =  (P>«  -h  Vo  c)       +  V3)  . 
Rotzen  wir  nun  wieder  die  W  ertlie  von  (/,  !>,  c,  d  ein,  so  kötiueu 
diese  Gleichungen  iu  der  Form  geschrieben  werden: 
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i'.'i'j"'  —  Vi*h^'  +  'hV>'  Ij'hii'  =  0  , 

P\ Ih     -   i'i  Vi +  7i  /'i  -  7i  7i     =  0  , 

i/^i>,a  —  i^3  2,6  -f  *i.^i>,c  -  q.^q^(^  =  0  , 
wo  gesetzt  ist: 

A  -f"  ff 4  >  ffs  i 


P4  H-  ff»  »     ff4  i  ' 


6'^ 


Vi  +  «4  »  ff4 
J»!  H-  ff»  >  ff» 


Ps  +  ffi»  1»3 
1>4  4-  ff»  »  1»4 
Pi  +  ffl»  i»l 
l»4  +  ff3»  A 

Nehmen  wir  nun  eine  der  vier  Gleichungen,  s.  .B.  die  dritte,  so 
kann  diese  auf  die  Form  gebracht  werden: 

J»i»(ff4'-ff3')-Äi*(l'a*-~l»4*)-2p,<7, 0^,3,-1)35,)+  (|»,'-«,»)-0, 
indem 


oder: 


ff»  I   ffi  I      *'  ' 

2 


i>1 . 

l»3 

2 

71 » 

7. 

7i  > 

7i 

= ;    -  ff,'). 

Dieser  üleichuug  kann  ai)cr  nur  Geniij^o  geleistet  werden  durcli : 


7i 

Denn  2'\  '^^^  '-''"i-'  iXfrade,       tlajro^t'ii  eine  lui^iTado  l"'iiiicti<»ii  voir  sin«^; 
ferner  verschwinden  7,  und^i^  für     =  0,  wülirendii3  -=  fi^  und  = 
wird.   Setzen  wir  aUu: 


n 


1»,  =^A^,**»8in»^+*>g), 
— ^  2?,»*)  sin'f*  + 


so  folgt  aus  der  Gleichung  asonächst,  damit  der  Factor  von  sin**  9,  des 
niedrigsten  Gliedes,  versch winde: 


dann: 


—  =     W^^y,  folglich:  ^1,'»»  =  0 ; 

/J,  —  -  f  W<»')'>  folglich:         =-  0 : 

"1 


n.  s.  w. 

Ebenso  folgt  aus  der  zweiten  Gleichung: 

|,2  =  0  ,    72  =  ^  • 

Mithin  kann  den  Gleichungen  nur  Genüge  geleistet  werden,  wenn 
die  Relationen  stntttinfien: 

=       ffi  — 0,  i>j  =  0,   fl,  — 0, 
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Nach  den  RelatMmeii  (24)  oder  (25)  ist  mit  dieBem  Systeme  das 
folgende  identisch^  welches  wir  auch  auf  ähnlichem  Wege  hatten  ab- 
leiten können: 

1^  =  0  f    »«3  =  0,      =  0  ,    «»1  =  0. 

Aus  den  ursprünglichen  Uieichuugen  aber  folgt  noch  das  weitere 
System: 

Fähren  wir  endlich  statt  der  Grössen      m,  p,  q  die  Grössra 

Jff  V,  W  ein,  mittelst  der  Gleichungen  (120),  S.  521 ,  so  können 
die  Relationen  io  der  Form  geschrieben  werden: 

Fo  +        2sin>  Ü,  =      ,  W,  +       2mn^<p  \\\  =       28in2<r,  l'\  . 

F,  +  {\—2sm-<p)  Ü.^  =  T\  ,  H',  +  0-^«in''<r  WK^  =        2^ur<f  ,  F, . 

:X,H-        28in>      =  i»',  ,  V.,-\-       28in'<p  T7  =  (l-asiu^i)  i^',  , 

+  (l-2sin»9)  2,  -  .  FT  -f  (l-2sin«9)  -  (l-2sin>,)  ; 
oder  auch  in  der  Form: 

(1— 28in«9),)  IT;  +       =  i-',  ,    (l-28in«<y^,^  /  ,  +  TF,  =  (l-2sin'<r)  i\ • 
(1— 2sin->,)  ^3  _j_  ir,  =      ,    (l  -28iu>, )  r;  4-      =        2sin-  g)  F, , 
2sin»g),  J£~  +      =  2^3  ,         28in» 9,     -|-  F,  —  (l— 2sin' ip)  , 

2sin*9),  ^  +  ^  «  F4 ,         2sin«9,         F,  —       2sin» y  F, . 

Wegen  der  Gleichungen  (22)  und  (23)  folgt  das  eine  System  aus  dem_ 
andern. 

Soll  also  Uebereinstimmung  zwischen  Theorie  und  Beobachtung 
bestehen  y  so  mfissen  die  Grössen 

r,  X,  U,  V,  W 

für  jeden  Werth,  den  sin 9  anuelimeu  kann,  den  Gleichungen  (29)  und 
(30)  Genüge  leisten.  Und  swar  haben  diese  Gleichungen  eine  ver- 
schiedene Form  t  je  nadid«m  die  Schwingungen  eines  geradlinig  polaris 
sirten  Strahls  senkrecht  auf  die  Polarisationsebene  oder  in  der  Polari- 
saüonsebene  stattinden;  in  dem  erstem  Falle  sind  die  Grössen  F 
bestimmt  durch  die  Gleichungen  (28,  a),  in  dem  letztem  Falle  durch 
die  Gleichi^ngen  (28,  b).  

Indem  ich  die  weitere  Behandlung  dieser  Gleichungen  eint-r  ItHnf- 
tigen  Untersuchung  vorbehalte,  will  ich  hier  nur  noch  Folgendes  bei- 
fügen. 

Die  Gleichungen  (211)  und  (30)  müssen  identisch  erfüllt  sein  in 
Bezug  auf  sinfjr.  Nimmt  man  nun  an.  da>s  (he  (irössen  Z,  Y,  X, 
U,  V,  IF  nach  steigenden  Potenzen  von  sin qr  eulwiikelbar  seien  (eine 
Annahme,  welche  mau  kaum  wird  umgeben  können),  so  führt  jede 


I 
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der  aebt  Gleichmigai  auf  eine  unendliche  Anzahl  Gleichnngeni  die 
Ton  dem  Ein&llawinkel  ip  frei  sind;  wir  erhalten  nämlich  die  Be- 
dingimg,  daas  eine  Reihe  nach  Bteigmden  Potenzen  von  sin  9  für 
jeden  Werth,  den  wacp  annehmen  kann,  gleich  null  sei,  und  es  kann 
dieser  Bedingung  nnr  dadurch  genügt  werden,  dass  die  Coefficienten  ' 
aammtlicher  Potei^/en  von  sing?  verschwinden.  Es  ist  noch  hervorzu- 
heben, dass  alle  luiiien  nach  Potenzen  von  sin' 9)  fortschreiten.  Auf 
diesem  Wege  ergeben  sich  demnach  acht  Gleichungen  erster  OnlniHig, 
acht  Gleichungen  zweiter  Ordnung ,  u.  s.w.,  und  die  Gleichungen  aller 
Ordnungen  müssen  erfüllt  sein,  wenn  unsre  Formeln  für  die  durch 
Beobachtung  direct  bestinnnten  (irössen  genau  mit  den  Fr esnel  sehen 
oder  mit  den  Neumuu  n  sehen  übereinstimmen  sollen.  Daniit  aber 
genügende  Liebereinstimmung  zwischen  Theorie  und  Beobachtung  statt- 
finde, brauchen  jedenfalls  nnr  die  Gleichungen  der  niedrigsten  Ord- 
nimgeni  etwa  Ins  zur  fünften  oder  sechsten,  angenähert  erfiUlt  sa  sein. 

Die  Gleichungen  erster  Ordnung  lassen  sich  nun  ohne  Schwierig- 
keit aufstellen  und  discutiren.  Es  ergiebt  sich  zunächst,  dass  diese 
Gleiehui^n  dieselbe  Form  annehmen,  mögen  wir  nun  die  eine  oder 
die  andere  Definition  der  Polarisationsebene  zu  Grunde  legen ;  es  liefern 
nämlich  die  Gleichungen  (28,  a)  und  die  Gleichungen  (28,  b)  dieselben 
Glieder  niedrigster  Ordnung  für  die  Grössen  F.  £s  zeigt  sich  aber 
femer,  dass,  sobald  man  die  Incompressi))ilität8gleichung  (b)  annimmt, 
sobald  also  die  Grössen  X,  t/,  V,  W  Lösungen  der  Differentialglei- 
chungen (1^*,  b)  sein  sollen,  die  Gleichungen  erster  Ordnung  immer 
erfüllt  sind,  wie  auch  der  stetige  Uebergung  von  dem  einen  Me<lium 
zum  andern  statthnUen  mag,  und  wie  auch  die  Aetlierdiehtigkeiten  in 
den  beiden  durchsichtigen  Medien  sich  zu  einander  verhalten  mögen. 
Geht  man  dagegen  aus  von  der  IncompressibiliUitsgleichung  (at,  ver- 
steht man  also  unter  den  X,  U,  V,  YV  die  Lösungen  der  Diöerential- 
gleichungeu  (18),  so  sind  die  Gleichungen  erster  Ordnung  im  Allge- 
meinen nicht  mehr  erfüllt;  sondern  sie  fOhren  auf  Bedinguugen,  die 
bei  einem  bestimmten,  von  Eins  Terschiedenen  Yerhftltniss  der  Aether^ 
dichtigkeiten  die  Art  und  W^ise  des  Uebergangs  bis  au  einem  gewissen 
Grade  bedingen  mOssen.  Die  Gleichungen  sind  natflrlich  immer  erfttUt, 
wenn  die  Dichtigkeit  constant  ist;  es  fallen  ja  dann  die  Bedingungen 
(a)  und  (b)  zusammen. 

Es  spricht  dies  entschieden  dafür,  dass,  wenn  man  nicht  TOB 
▼ornherein  die  Dichtigkeit  constant  setseu  will,  die  Bedingung  (b) 
und  die  DiÜereutialgleichungen  (18,  b)  anzunehmen  sind.  Dann  führen 
die  Gleichungen  erster  Ordnung  zu  keinerlei  Bedingung  für  die  Art 
und  Weise  des  Uebergangs  und  für  das  Verhältniss  der  Dichtigkeiten. 

Versucht  man  nun  auch  die  (Gleichungen  höherer  Ordnung  auf- 
zustellen und  weiter  zu  untersuchen,  so  stösst  man  auf  grosse  ächwierig- 
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keit.  Man  niuss  zwar  fQr  die  einzelnen  Coefficienten  der  Reihen, 
welche  nach  Potenzen  von  sin' 9)  fortschreiten,  immer  Ueilioncniwiek- 
Inngen  finden  können,  die  unter  gewissen  einfachen,  jedenfalls  zu- 
lässigen Voraussetzungen  convergireu;  allein  die  Rechnung  wird  sehr 
weitläufig,  und  aus  den  Hesultaten  derselben  möchten  sich  weitere 
Folgeruiigcu  kaum  ableiten  lassen.  Aber  so  viel  ist  zu  übersehen, 
dftös  schon  die  Gleichungen  zweiter  Ordnung  eine  wesentlich  verschiedene 
Form  erhalten,  je  nachdem  man  von  der  einen  oder  von  der  andern 
Definition  der  Polarisationsebene  ausgeht,  und  dass  in  den  beiden 
Fällen,  welchen  Werth  man  auch  dem  Verhältuiss  der  Aetherdichtig- 
kntoD  Busehreibt,  jene  Gleichongen  nidit  mehr  erffillt  sind  bei  jeder 
Art  des  Uebergangs.  Sie  füfiien  also  zn  Bedingungen  Air  die  Art  des 
Uebergangs,  namentUdi  zur  Bestimmung  einer  ontem  Gzense  (Qr  die 
Dicke  c  der  Uebergangsschicht.  Aehnlicbes  wird  anch  von  den  Okt> 
drangen  hSherer  Ordnung  gelten.  Dagegen  bleibt  die  Frage  nnent- 
schieden,  ob  dnreh  die  onendlicb  grosse  Zahl  von  Gleichongen  die  Art 
des  Uebergangs  und  das  Verhältniss  der  Aetherdichtigkeiten  eindeutig 
und  vollständig  bestimmt  werden,  und  andrerseits,  ob  bei  Annahme 
der  einen  oder  der  andern  Definition  f'Qr  die  Polarisationsebene  den 
samnitlichen  Gleichungen  überhaupt  könne  genügt  werden. 

Man  wird  suchen  müssen,  dieser  Frage  auf  einem  andern  Wege 
näher  zu  treten,  indem  mau  den  < ileichgewichtszustand  von  zwei  an- 
einander gren/enden  »Systemen  punderabler  Molecüle,  welche  von  Aether- 
atmüsi>hären  lungebeu  sind  ,  näher  Ijetraclitet  und  daraus  Bedingungen 
abzuleiten  siu  lit,  nach  welchen  der  l'ebergang  von  dem  einen  Aether- 
niedium  zum  andern  stattfinden  muss.  Es  kann  dann  das  Problem  der 
Reflexion  und  Brechung  gewissermassen  als  Probe  dienen,  und  möghcher 
Weise  gelangt  man  anf  diesem  Wege  sdiliesslidi  so  einer  JBntscheidong 
Aber  die  anzunehmende  Definition  der  Polarisationsebene. 

Um  noch  einmal  zurQckzukommen  auf  die  C  an  chy 'sehen  Formeln 
und  auf  die  von  Jamin  angesteliten  Beobachtungen,  sei  erwUmt, 
dass  nach  den  S.  504  ang^benen  Formeln  zu  den  Ausdrfioken  (88,  a) 
und  (28,  b)  für  die  Grossen  F  weitere  Glieder  mit  dem  Factor  E 
müssen  hinzugefügt  werden,  damit  unsre  Formeln  mit  denen  Cauchy's 
übereinstimmen.  Diese  Moditicatiou  lässt,  wenn  der  EUipticitftts- 
coefficient  E  von  dem  Einfallswinkel  unabhängig  ist,  die  Gleichungen 
erster  Ordnung  unberührt  und  setzt  in  den  Glftithungen  höherer  Ord- 
nung an  die  Stelle  der  Null  Ausdrücke  mit  dem  l*'actor  E,  also  immer 
kleine  Grössen.  Hieraus  tolgt,  dass,  wenn  l  el)ereinstiinmung  mit  den 
Cauchy'schen  Formeln  stattfinden  sttll,  die  Gleichungen  höherer  Ord- 
nung nur  angenähert  erfüllt  sind,  und  wir  können  umgekehrt  schliessen, 
dass  wir,  Avenn  tlen  Gleichungen  höherer  Ordnung  nicht  genau,  sondern 
nur  angenähert  genügt  wird,  Formeln  für  die  Keliexion  und  Brechung 
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erhalten,  welche  zu  ganz  fthnlichen  Abweichungen  von  den  Frezner* 
mshea  Gesetzen  fahren,  wie  sie  Ja  min  beobachtet  hat.  Diese  Beobach- 

tuiif'cn  linhoii  ferner  ergeben,  dass  bei  der  lieflexion  an  der  Grenze 
mit  Luft  der  iäJlipttcitatscoef Heien t  /.  für  sch\vach  brechende  Substanzen 
einen  negativen,  dagegen  für  stiirk  breciiende  Substanzen  einen  positiven 
Werth  habe;  doch  wird  dieses  Resultat  kaum  als  festgestellt  zu  be- 
trachten sein.  Gilt  es  aber  allgemein ,  so  niüsste  sich  ans  der  lietruch- 
tuiig  des  oben  erwähnten  rJleichgewichtszustaiult'.s  ein  (irund  ableiten 
lassen,  warum  die  Abweichungen  von  den  Fresnel  fachen  oder  von 
den  N  eu  ni  an  n'scheu  Formeln  bei  schwacher  BnchuiiLi  indem  einen, 
bei  starker  Brechung  in  dem  entgegengesetzten  »Siiuio  stattlinden. 

Schliesslich  muss  noch  ein  PunJit  erwähnt  werden,  der  möglicher 
Weise  eine  Entscheidung  -Ober  die  Zufiissigkeii  nnsrer  Fonneln  herbei- 
f&hrt.  Es  ergiebt  sich  nftmlich  aus  unsem  Entwicklungen  als  noth- 
wendige  Folge,  dass  eine  genaue  Uebereinstimmung  unsrer  Formeln 
mit  den  Fr  esn  ersehen  oder  mit  den  Neumann 'sehen  Formeln  nur 
för  eine  bestimmte  Farbe  zu  erreichen  ist;  denn  es  kommt  in  unsem 

Fonneln  die  Wellenlänge  X  m  der  Verbindung  y  vor,  wo  die  Dicke  e 

der  Uebergangsschicht  eine  von  der  Farbe  ganz  laiabliiingige  Grösse 
ist.    Die  Gleichungen  (29)  und  (30)  müssen  nun  schliesslich  zu  einer 

I&elation- zwischen  -f  iirechuugsverhältniss  n  führen;  diese 

letztere  Grösse  ändert  sich  aber  mit  der  Farbe  sehr  wenig;  bei  einer 

ersten  Annäherung  kann  sie  als  constant  betrachtet  werden.  Demnach 
können  jene  Gleichungen  nur  för  einen  Werth  der  Wellenlänge  X 
genau  erfüllt  sein;  fOr  alle  andern  Farben  aber  müssen  sich  noth- 
wendig  Abweichungen  von  der  Art  ergeben,  wie  sie  Jamin  beobachtet 
hat.  Da  jedoch  solche  Abweichungen,  ganz  specielle  Fälle  ausge- 
nommen, nur  bei  Anwendung  sehr  intensiven  Lichtes,  des  directeu 
Sonnenlichtes,  beoDat  litet  sind,  lässt  sich  nicht  erwarten,  daaa  bei 
Anwendung  farbigen  Lichtes  die  Beobachtungen  mit  den  bisherigen 
Mitteln  genügende  Genauigkeit  besitzen,  um  die  Abhängigkeit  der 
erwUIinten  Abweichungen  von  der  Farbe  festzustellen.  Vor  Allem  aber 
moss  die  Theorie  soweit  entwickelt  werden,  dass  bestimmte  an  der 
Erfahrung  zu  prOfende  Resultate  ?orliegen. 


Leipzig,  den  8.  April  1872. 


Sur  la  m^thode  d'intögration  de  M.  Tch^bycbef. 
Par  G-.  ZoLOTABBFP  h  St.  Pbtbbsboubo. 

I 

Dans  une  note  ins^r^  dauB  le  BoUetin  de  rAcadänie  des  seienees 
de  8t  P^tenbonrg*),  M.  Teb^byehef  a  fait'  eonnaftre,  sans  d^onatra- 
tiotiy  aa  m^ode  d'int^gntion  de  1a  difioentielle 

(a:  +  Ä)d.i: 
V.T*  +  ax'  -\-  ßx^  +  yx  +  d  ' 

oü  «f  ß,  y,  9  desigiieut  des  iiombres .  rationnels.  Suivant  la  marche 
indiquee  par  M.  Tchebychef,  on  obtient  cette  iiit»'^rale  iiiie  fois  qu'il 
est  possible  de  l'exprimer  eii  ternit  s  Hnis;  on  demoutre,  daus  le  cas 
COiitrairc,  l  iinpossibilite  d  luie  pareille  expie>sion. 

Cette  not«  de  M.  Tchebychef  a  c'tr  remipriuiee  daiis  le  Journal  de 
Matlu'nuiti(iue8  de  M.  Li o u  V  ille  ( 1804  p.  22b  et  suiv.).  II  est  aise  de 
voir  d  apres  les  recherches  d'Abol  et  de  Jacobi  que  cette  methodu  est 

li«'e  intinu'meiit  au  developpement  dii^radical  y  x^-^-ax^-^ßx^-^-yx-^-ö 
eu  iractiüu  continue  et  aux  fouctions  elliptiques. 

En  etudiant  cette  liaisou  je  suis  parveuu  iiou  seulenient  u  demonirer 
la  m^thode  de  M.  Tch^byefaef,  mais  encorefi  tronver  quelques  relations 

uouvelles  qui  se  rattuchent  uu  developpemeut  de  y  x^-\-ax^-\-ßx'-\-YX^-d 
en  fractiou  continue. 

Je  me  propose  de  d^montrer,  dans  ce  memoire,  la  m^tbode  d'in- 
Mgjration  de  H.  Tcb^bjcbef. 

I. 

Coneid^rons,  arec  Jacobi**),  deux  Variables  xtÜM       par  l'equatioii 
(1)  {flx'-^2bx-{-c)e'-{-2ia'x''^2b'x-\-c)M-\-{ax'-\-2b''^ 
mOf  ce  qni  reTient  an  mdnie,  par  T^uatioa 

(2j  {cu-     2u2     a  ')x'  +2  {^bz- -\-2h' z-\-b  ")x  -j-  (t-sr-'  +2c'je-i-c")»=0 


*)  Voir:  Bulletin  de  i'Acad«'mie  de  St.  IVtersbourg.  Tome  III,  IMO. 
**)  Jacobi.   Mathematiüche  Werke.   Baad  S.  §.  83. 
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En  posant 

(aV  -f  2b' X  -f  c')2  -  {a"x^  +  2h" x  +  c"){n.2^  +  2hx  +  p)  =  /^rc 
(hss^  +  2?/^  +  7/')  2_  (^^7  ^  2a'£r  +  « ')  (r^^  ^  2c>  +  c")  =  I{^a 
on  obiieut,  eu  vertu  des  equations  precedoiitcs, 

(3)  •  SB  —  (g  a;«  +        +  c)  ±J^ 

(4)  X  „  —  (&g«+2fc'g  +      +  KjM 

as*  -f  2a'Ä  -f  tt" 

Lequatiou  (1)  ditterontiee  nous  donne 

{  {ax^  4-  2bsc  -j-  c)  if + (a'a;2  +  2b' x  +  c) } 

Or,  des  expressions  de  ir  et  de    on  d^it 

{nx^  +  26x  +  fi)s-\-(ax'^  +2b'x-]-c)  =  ±  Y IG 
{az-  H-  2a  0  4-  a')Ä  +  (6ü^4-26'«H-  6")  =  ±y U^8, 
et  par  saite 

An  moyen  de  requation  (1)  on  peut  tnuuformer  la  difflSrentielle 

dx 


eu  Celle  de  la  forme 

 ds  

^««  +  I«*  +  m<*+M« 

ct'st-a-dire  tello  qne  le  polynonie  placp   sous   le  radicul  coniienin'  lo 
faciuur  s.    Drtorininoiis  a  cct  ollet  les  cdjistantes  (i,  h,  c,  a\  //,  r', 
o",       c"  de  la  sorto  que  lix  soit  egal  ü  a;'  -|"       4"  /^-^^  ~l~      4"  ^ 
et  que  Ji,£f  ait  la  forme     4~      +  4" 
On  a  alon  les  equations  suivantee: 

a*«  -  nn"  =  1,  \nV  -  2rt6"  -  2ah  «  «  , 
4//  -^  4~        —     "  —  ^     — =  /i, 
4i»'c'  —  2hc  —  2//'t  =  y,      —  cc"  =  d, 
ft*  —  ac  -=  l,  t'^^  —  a  'c"  —  0. 

■ 

Comme  il  n'y  a  d-desans  qne  sept  Equations  serrant  ik  d^rminer 
les  nenf  inconnnes  b^  e  etc.,  nous  en  ponvons  cboisir  deox  ä  vo- 
lonte. La  transfonnaiion  employee  par  M.  Tch^bychef  s'obtient  en 
posant 

Des  ^nations  pr^^entes  il  vient 

6"=«0,a'-»4:l,6  — ±1. 

II fttlMMKtlMh«  Ann»t«i.  V.  99 
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c 


Fkvnons  a' »  1,  (  »  —  1. 
Des  minies  ^uatioiu  on  ddduii 

*=:.'--40»-t).«-=i-:o«-0' 

Egalant  los  coefticicnts  des  menicä  j)uissaiicc8  de  la  variable  dans  les 
expressions  Ji, «  et     -|-  /jer"'  -f-  w^^r'^  -|-  »i ,  oii  obtient 

I  ^  (4^-a«)«-G4^ 

•~      "     So«— 8a^  +  l«y 

Quant  ;uix  sif^ios  devant  los  radicaux  daiis  les  roriinilos  (3)  et  (4)  nons 
eil  cliuisiroiiä  dau.s  la  preuiiere  le  sigae  negatif  et  dans  la  secoude 
positif.  — 

D'apres  cela 


»»  —  1*+  J^«*  +  to»  +  «if«  +  «# 

»  ^ii  

Les  ^uatiouB  pr^dentes  noiis  condoiseot  k  celles-ci: 

d»  4t 


Cest  la  transformatioii  dont  se  seri  M.  Tch^bychef  dans  son 
m^noire.  • 

a 

Maniienant  nous  allons  ^tablir  les  conditions  qui  doivent  fttre 
saiisfaites  pour  qne  Pint^grale  de  la  diff^rentielle 

(£  -f-  A)  dt 

pniBse  B'expriiner  eu  logarithmeB. 
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8i  cette  integrale  s'exprimc  sous  forme  fiuie  eHe  a'oUaenty  comme 
on  sait,  d'aprta  la  formtile 

i /'^^j,^.  -  -  log  V  /äi)  ■+  co«.t 

oft  J*'  et  (/  (lt'si<()ieiit  Ics  fonctioii.s  eiitK  ii's  dctiit  \vh  degres  .soiit  respec- 
tivcinent  A  et  A  —  2  et  qui  satisfuut  a  l'equ.itioii 

(5)  F*-  e'i^*— 1. 

Daus  le  cas  e  ==  0,  on  a       =  0,  -4-  1.    On  peut  supposer 

d'ailleon  » 1|  car  n  Ton  avaii  jP  »  —  1,  l'equation  (5)  sabsisierait 
encore  ponr  les  Taleors  —  P"  et  —  Ö*« 

Cela  pofl^  nooB  poiiTOiis  4cnre  riot^grale  pr^c^ente  comme  il 

snit: 

>■  f"  +^^'  -  log  (P-^-     l^^i')  ■ 

U 

Soieut  g,  g',  g"  les  trois  racines  de  l'^uation 

On  peat  supposer  que  parmi  les  raleun  0  (edro),  ff.  <f,  g"  il  n'y  ait 
pas  deux  egales  entre  elles^  car  daos  le  cas  contraire  l'int^rale 

r(f  +  A)  dg 

s'exprimerait  sons  forme  finie,  qoel  que  seit  le  param^tre  A\  mais  ce 
cas  uoiis  laissons  de  cot^. 

En  remarqoant  qae  Bb  s'annale  pour  $^g,  g%  ^'  on  oondot  de 
r^nation  (5)|  que  P  est  ^1  ä  ±  1  ponr  ces  Talenrs  de  «;  on  anra 
par  snite 

od  fi  et  fi'  ropresentent  des  nonil»ri's  eiitiers  (jui  (ir-pendfiit  «•vi<]i  iinn('iit 
des  chciniiis  (l"int<'<;ration.  Mais  dans  h;  but  quu  iious  iious  proposoii.s 
if  faut  exprimcr  suus  uiie  autre  forme  les  conditions  d  iiitegrabilite  en 
logarithmes. 

Reduisons  poor  oet  effet  Tint^ale 

i\z-^  A)  dg 

J  m  . 

k  la  forme  eanomqne. 
En  posant 

osin'aintt 


fiin*  am  u  —  «in*  am  a 
g    g  —g'  g 


36* 
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et  par  oonB^qaent 

Q   as   Q  ssB  -     ^  ^ 

^        C08*ama '  ^  ^'ama 

on  a 

ainamu  cogamu  A  am  uJu 
(ain'aöiw  —  ain'amaj* 


Donc 
(6) 


fr  -\-  Ä)dB       JfAt  — .  2  5iP'^™"  cosama  AainarZM 

oü  Jtf--2(yl  +  (/)  .  ttii»aina. 


ou  6  et  H  8ont  les  fonetions  Jacobiennee.  Pour  d^terminer  les  con- 
stantes  a  et  X  remarquons  que  g  reprend  la  m§me  Taleur  tontes  les  fois 
qu'on  augmente  oa  diminue  u  de  2^  oa  2K*i  et,  par  cons^aenty  de 
2mK  '\-2m' K'ij  m  et  m'  d^signant  des  nombres  entiers.  Dans  ce  cas 
ruccroissement  da  seoond  terme  de  requation  (6)  doit  dtre  ^al  ä 
2i9%t  oü  s  est  an  nombie  entier.   Par  oona^oent 

D'autre  pari  ou  a 

H  (i*  +  2m'Ä'»)-(~  1)-'  H  Wr^"'^**"^'"  ^  " 
H  (« -f-  2mK)  —  (-  1>"  H(tf) 

et  par  saite 

H  („  -f  a  -\-2mK-\-  2  m  JCi)  ^   H  {ft  +  ti)  — 

lyaprte  cela  r^uation  (7)  peat  s'^evire 

k(M-2  (2m7L  4-  2m  K  i)  -  =  2sÄi 

Poeant  dans  cctte  ^nation  m  1,  m' »  0  et  d^signant  par  v' 
la  valenr  correapondante  de    on  obtient 

£nsaite,  fiiiaant  m  »  0,  m' »  1 ;  et  d^gnant  par  —  v  la  Valeur 
oorrespondante  de     on  aora 

«  --t — 

De  r^uatiou  (8)  ou  deduit  la  valeur  de  Jlf  oü  de  A. 
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III. 

La  determinataou  de  riutegrale 

J  m  ' 

dans  le  cas  oü  eile  s'exprime  en  termes  finis,  se  reduit,  comme  Ton  8ait| 
a  la  determiuation  des.  fonctions  P  et  Q,  satisfaisaut  ä  l'equatioii 

(9)  F'-Q^Bg^a, 

a  d&ignant  une  coustante.  De  ix)utes  les  Solutions  de  lequation  (9) 
on  penfc  natuFellement  präferer  celle  oü  P  atteint  le  moiudre  degre 
poBsiUe.  On  sait  que  oes  fonctions  P  et  Q  peuvent  Stre  trouTäes 
an  moyen  du  developpcment  de  yils  en  fraction  contiuue;  ctqueleors 
coeffideutB  s'exprimeut  rutionellemeni  en  ceux  de  l{z.  Lorsque  ces 
deraien  sont  ratiounels,  les  cocfficients  de  P  et  Q  Ic  seront  anssL 
Nous  supposerons  les  coefficieiits  l,  m,  n,  de  Hz  entiers. 

Quant  ä  l'equation  (0)  il  y  a  deux  cas  a  distiuguer,  savuir: 

1)  lorsque  l,  denpre  de  la  lonctiou  F,  est  uq  uombre  impair,  et 

2)  lorsque  X  est  i)air. 

Nous  allonts  deinontrer  attuellenient,  (jue  le  aecond  cas  ne  peut 
avoir  lieu  que  lorscjue  11  z  se  deconipuse  en  deux  facteurs  du  sucond 
degre  h  coefficieiits  rationuels  satisfaisaut  a  certaiues  couditions  que 
nous  allons  signaler  ci-dessous. 

Bemarquant  que,  d'apres  lequatiou  (9),  aoqoiert  la  valeor  a 
lonque  0  s'annale  et  däsignant  cette  yalenr  par  on  peot  mettro 
P^nation  (9)  soob  la  forme  qui  snit 

P  -  6^  =  (^Uie 

d'oü  11  vient 

P  -1-      =  4-  (^2  ^  ,.g  _|_ 

Qi  Qi-^Q,  Rg^i^^-^PB)  (Ä'  +  r«  +  s). 

Iia  effet  les  fonctions  P  —  &  et  P  +  &  n'ont  pas  de  facteurs 
Gommuns,  car  autrement  chaeun  de  ces  facteurs  diviserait  lenr 
diff^rence,  ce  qui  est  ^demment  impossible.  II  en  sui^  que  Q  doit 
§tre  ig^  au  pioduit  de  et  Q^,  ^tant  Ini-m^me  le  produit  des 
facteurs  de  Q  appartenant  a  P  —  ei  celui  des  facteurs,  qui  sont 
communs  a  Q  et  a  P  -f»  Quant  au  polynöme  Bz  on  ne  peut  faire 
u  son  egard  que  deux  supp08iti(»iis.  En  eifet,  P — b  et  F b  etant 
des  fonctions  de  degres  pairs,  A'r  doit  figurer  comme  facteur  dans 
l'une  de  ces  fonctions  (savoir  dans  P — 6,  si  £f  =  0,  P  =  h,  ce  qui 
peut  toujours  rtre  suppose),  ou  etre  egal  au  produit  de  deux  facteurs 
s'^-^-p»  et  e-  4-  rg Sf  dout  le  premier  apparticnt  a  P — &  et  e 
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le  second  a  F  b.  La  premi^rc  snppositiou  doÜ  etre  rejetee, 
poisqu'elle  noi»  conduirait  aux  equations 

on  bien.  ä  requation 

ce  qui  noiis  fait  voit,  que  de  toutes  les  fonctious  satisfaisani  a  reqaation 
(9),  P  et  Q  uc  sont  pas  do  moindre  degr^  poasible. 

D'apres  cela  noas  ne  nons  occuporons  que  des  equations 

P  +  &  =  ±        + + 

Ii  est  ais^  de  Yoir  que  les  nombresj»,     8  sont  raiiounels.  Quaut 

a  p  cela  r^sulte  imm^diatement  de  ce  qae  requation  ^-p  -  ««»O  k  coef- 

ficieutä  ratiouoels  a  la  raciue  «  ■»  — dont  le  degre  de  multipliciie 
est  impair,  tandis  que  ses  antres  raoines  ont  des  nombres  paiis  pour 
leuTS  degres  de  multiplicit^.  En  outre,  p  ^tant  une  lacine  rationnelle 
de  requation 

«9  4.  Iii«  4  Miv  +  n  —  0 

ä  cüefficieut8  eutiers,  ou  eu  couclut  qu'il  est  eutier.    11  eu  e^t  de 
poor  r  et  8  eomme  le  montre  Tegalit^ 

s*  -f-     +      +  »  =  0»  + 1»)  ifi^  + 

II  r^sulte  de  ce  qoi  pr^c^,  que  les  ooefficients       et  Q2 
rationnels. 

Des  Equations  (10)  il  vient 

(II)  (r^  4-  r,  -f  s)  -  Q,^  {z^  +  l>xr)  =  +  2 6  . 

Er  attribuaiit  succcHsiveiuent  k  m  les  valeiirs  zero  et  — ;)  et  en 
d^ignant  par  J.,  et     les  valeurs  conespondantes  de      il  en  suit,  que 

par  consequent 

8  (jj-  —  s)  =  üombrc  currcj 

c'est  la  prenri^re  ralation  enire  les  coef&cients  p,  r,  s. 
Les  racines  de  V^uation 

s«  +     -f  «  -=  0 

peuvent  etre  imaginaircs  011  reelles.  Daus  le  preniier  cas  on  a  ine- 
galite  4$  —     >  0;  daus  le  secoad  designous  ces  racines  par  et 
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et  par      et  valeurs  eorrespondaates  de       Faiaani  daus  (11) 

BaoeesuTement  m^0i  et  0  =  j?,»  trouve 

--ß|UV+l»«i)-±26 

sis>(^±2&>0,  en  vertu  des  ^oatiomi  (12);  par  cone^aent 

En  additiouaut  ces  inegalites  on  aura 

+  V  4- (^1+^2X0 

ou,  CG  qui  revieufc  au  meiue, 

r»— 2)r  — 25<0. 

mais     >  4s,  donc  pr  —  2s  >  0 . 

Siy  au  contraire,  «  <  0,  on  a  d'apres  (12) 

|>*-pr+Ä<0 

dou  pr  —  s  >  0  et  par  suite  j>r  —  2s  >  0  eu  vertu  de  6-  <  0. 

D'apr^  cela  l'inegalite  pr  —  2s  >  0  doit  avoir  Üeu,  si  r'  —  4s 
>  0.  Ainsi,  pour  qua  requaftion  (11)  ait  Uen  ü  est  n^ceSBaiie  qn'fl 
eziste  an  moins  l'une  des  in^galitäs 

4«  —    >  0,  |»r  -  2«  >  0^ 
IV. 

£u  s'appuyant  aar  les  resultate  obtenos,  nons  allous  demontier 
que  Tint^ale 

'(«  +  A)  dM 


f 


lor.squ'elle  s'exprimo  j>iir  log  {P  -\-  Q  J  71::)  ou  Pdesigue  une  foncliou 
de  degn-  pair  X,  peut  Hre  rt-duito  ä  ujic  iiutn",  (jui  .s'expriuiu  par 

log  (P  -|-  (/  yilz) ,  V  (^taiit  une  fonction  de  degre  irapair. 

Kemarquuu.s  puur  cela  que,  si  uous  purveuüus  de  traust'urmer  au 

moyen  d'une  Substitution  rationnelle  Tüitegrale        ^j^—*  qois'ex- 

prime  en  termes  tiuis,  eu  uue  autre  / .        ^^^ff  — ,-.  >   ou  T, 

ni',  n  sont  rationnels,  et  dans  laquelle  la  fonctiou  e'^  -|-  T/'  -|~  ^'^'^ 
•f-  n'e  ne  se  d^compose  maintenant  en  facteurs  du  second  degrö 
/*-f-|/jer'  et  e'^-^-r'z'  -\-  s  a  coefficients  rationnels  de  maniere  que 
s  Q/'  — p'r  -|-  8)  devienne  un  nombre  carre  et,  en  outre,  qu'uue  des 
iu^ralites 

4s'  — r'»>0,i>'r'  — 26'>0 
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au  moins  soit  saiisfuite,  uous  aurous 


•{z  +  A') 


—  log  (!>' +  e  ^"5^ 


VUz 

oü  P  est  une  lonctioii  de  (legre  irapair  k'. 

Pour  trau  St  ürmer  1  integrale  de  cette  maniere  M.  Tchebychef 
eniplüie  la  Substitution 

^^"^^  (r-p)#H-« 

et  remarque  qu'au  moyen  de  [lareilles  substitutioiis  oii  peut  arriver  a 
l'iutegrale  de  la  forme  desiree,  oü  a  une  teile  dout  Texpressioi]  eu  lo- 
gariflimes  est  connae  ä  priori* 
D'apres  l'expression  de  ir  on  a 

*  -r  l*»      «I  •         _  f,yt 

par  coDs^uent   

(14)  (^2  +  r#+5)  =  ((r-P)'  +  ^hyj>^^.  +  (P-rf)  . 

£i]  outre,  de  la  mSmc  equation  (13)  il  vient 

Nous  avons  prett-re  le  sigiie  iiegatif  devaut  le  radical  pour  avoir  une 
valeur  iiiliuie  de  z,  pour     =  c». 
£n  differeutiant  (13),  on  trouve 

(r  -  p)  dB     dti  

(r-  P)  «  +  «      j/(p(i)_r)  +  ^,)«  -I-  48«, 

(15)  (r  -     .  +  .  VCI^  (1»  -  r)  +  i)«  +  4.  ^        +  *  ' 

D'apr^  les  ^qaationB  (14)  et  (15)  on  auta 

/{z-\-  A)dr       _  ^  1    r  +  2^  (r  -  ;>)}  rf*, 

+  log  fj/£r,  +       +  (p  -  r)0 . 
Les  racineB  de  i'eqoation 

sunt  ;>  (r  —  j))  —  2s  +  YAs  {p'^  ^  pf  -\-  s); 

elles  sollt  ratiuuuelles  a  cause  de  ,s       —  j>y  =  uii  iionibre  earre. 

Ainsi,  toutes  les  raciues  du  nouveau  polyiiöiue  du  4""'  degre,  i)lac»* 
sous  le  radical,  seroiit  des  iiombres  rationnels.  Nous  allons  chercher 
d'abord   combieu   de  fois   ce  polynomu  se  decoiupose   eu  facteurs 
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(ir,* (xTi^ -f  1^1  + 'i)  satisfaisaDt  anz  comditions,  dont  noos 
avons  parl^  plus  haut  Essayona  d'abord  de  poaer 

donc  r,  —  2  0>  (p  -  r)  -\-2s) 

il  en  r^Bulte 

«I  (JY  —2>i''x  +  ^i)         (P  -      (r'  —  45) 
r,«  _  4s,  =-=  1 6s  (s  —   >•  +  i>0  >  ^> 
l),r,  —  2s,  =  2  0)  -  r)2  (2s  -  i^r). 

Pour  quo  S',  Q),'^ — +  ^^"'^  uombre  carre  il  est  ne- 
cessaire  que  —  4s  iio  soit  pas  lU'L^atif :  mais  daiis  ce  cas,  dnprt's 
ce  qui  a  ete  dit  plus  haut  ;)r  —  2s  doit  rire  positif;  et  cette  deriiicre 
conditio!!  etaut  satisfaite  les  iioinbres  r^  s,  ue  satisfout  a  aucuuc 
des  inegalitüs  4s,  —  r,-  >  0,  j|j,r,  —  2Sj  >  0. 

Ainsi,  il  snffit  de  poser 

rj  -  (p  -  r)«  +  Cp  -  r)  1)  +  2«  +  2 f/«a»» -pr  +  5). 
I^oft  il  vient 

«I  Pin 

—  ±  4  Ö>  -  r)^  /sTC;/'  ^  pr^s) .  [rp  —  2«  +  2  |/s  O'"'  —  i>r  -|-s)] 
r,»  —  4s,  =  [r-  —  r2)-\-2s±2  }/s  {f  —  pr-\-  s) 
r,p ,  _  2«,  —  (p  -  r)»  [rp  —  2«  ±  6  /i^p  —  pr  -f  ^] . 

II  est  aia^  de  Toir  qu'fl  fant,  dami  les  fonniileB  ci-dessos,  affecter 

da  siguc  positif  le  radical  /  s  {p^  — i^' '  +  ^Oi  ^  comme  Tin^ 

galite  4s,  —  r,^  >  0  n'est  €videininent  pas  satisfaite,  posons  r,P(  — 

2  s,  >  0.  D^aprös  cela  le  signe  n^attf  devant  /s  (p'^  —  p  r  -\-  s)  ne 
peat  dtre  reteira  qve  lorsque  rp  —  2s  est  positif  et  sop^eor  k 

6  ^s  (p*  — pr  +  ^)  j  alors  s,  (p,'  —  p,r,  -|-  s,)  deviendrait  ne- 
gatif  et,  par  eonsequeut,  ne  pourrait  pas  §tre  nn  carre.   Posons  donc 

  _  _  • 

p,  =p  {^  —  r)-\-2ti-^2ys  (p'-»  — pr  +  s) 

«'i— l»(f>  —  *')  +  2«4-(f>-0*-2 -^"r  -f  f) 

=  (i>  -  0'  {i>  (i>  -  r)  4-  2s  -  2  /s  (p'  -T»-  4-  *)} 

Si  «j  (pi'  — +  S|)  GS*»  encore  un  nombre  carre,  noas  ferons 

de  nouveau  la  transformatioii  en  passant  aux  noni1)res  p^,  r.,,  s.^,  qui 
s'expriment  en  p,,  r,,  s,  de  la  meine  mauiere  que  p,,  r,,  s,  s'expiimont 
eu  p,  fi  s  et  aim>i  de  suite.   »Si,  en  operaut  commo  U  a  ete  dit  plui» 
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haut,  uuus  reneootriuns  des  nombres  ^gaux  jp.  =  r,,  nous  trouverions 
riniegrale  oorrespondante  au  aystöme  Pf,  rt,     d'aprte  la  formale 

r  ('i±iMf^     -» 4  log  ft^+y^v+^<;<j^ 

^  //'(-'i*       (V  +  M  -f  «<5  "*  *  ^  V»fTpfy  -  KV+J».  *<  + 

V. 

11  jlous  reste  maiiiteiiaiit  a  prouver  que  lorsque  nous  ne  ren- 
coiitreruiis  |uis  de  nombres  j),  et  r,  qui  soient  egaux  entre  eux,  nous 
arriverons  apn-s  un  nombre  tini  il  operations  aux  uumbres  r^,  s,, 
de  Sorte  que  6»      '  —  nj),  +  s,)  ne  sera  pas  un  carrd. 

D^apr^  ce  qui  prec^e  ils  existent  entre  les  nombres  2>^,  7-^,  et 
iV -u^n-h        les  relations  suivantes ; 

Soient 

At  Vjz^iVtV  ^ 


donc 


(P^_i  -  r^_i)«  (P^_t  -   (P-r)« 


Gomme       =      (p*  —     +  —  r ji  —  2s  sont  des  entien^ 

Äft  et  le  seront  aassi  pour  tontes  les  valears  de  i»,  pourva  que 
(Pf^  —  PftTft  +  s^)  soit  un  carr^. 

D^montrons  a  pr^nt  que  iout  diviseur  commun  impair  de  ^  et 
de       sera  aussi  un  coramun  diviseur  de  Af^  —  i  et  de  i?^— i. 

En  effet,  soit  Ä'^  le  plus  grand  diviseur  impair  commun  a  Af^  et 
Jift  et  kft-i  le  plus  grand  commun  diviseur  impair  de  Aft^i  et  de 
Bft^t,   Eu  poeant 

Aft  =  ^ft^ßt 

üu  a 

(16)  '      =  4  /i^  _    (?»^  _ ,  -f  2    _  1)     _  i 

II  en  suii,  que  k^,  sera  divisible  par  kf^—i,  parceque,  dans  le  cas 
eontraire,  r/^  et  h,,  auiaieut  eu  quelque  diviseur  commun  impair  et  j»ar 
consequcnt  k^,  n'aurait  pas  eto  le  plus  graud  commun  diviseur  impair 
des  nombres  Af^  et  i^^.   boit  k^'»  Xkft^i,  A  etant  uu  euiier  impair. 
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Des  ^uations  (16),  on  a 

Oo  oonclui  clo  la  premiere  equatiuti  qaea/<-i  et  l  ont  un  diviseur 
common,  et  de  la  seconde  qne  ee  diviseur  appartient  aussi  k  hf^-\\  ce 
qui  ne  peiit  avoir  lieii,  car  Jc^-i  est  le  plus  «:rrai)(l  commun  diviseur 

impair  de  Ä^—i  et  de  Bf^-i.  II  en  resulte,  lo  plus  grand  coramun 
diviseur  impair  de  yl^  et  de  7>^  sera  en  meine  tenips  le  i»Ius  graud 
coramun  diviseur  impair  de  A^^  et  de  T)^,.  Kecipnxiuemont,  soit  Je  le 
plus  grand  diviseur  commun  a  ces  derniers  iu)uil)res  (qui  peufc  aussi 
etre  pair).  En  effectuant  le  calcul  des  nomhres  A^,  7j,  ,  A.,,  Ii.,  etc 
on  trouvera  que  Ä  sera  le  diviseur  commun  de  Af^  et  de  ii^.  Öoieut 

alors 

D'aprcs  ce  qui  precede,  il  est  clair  que  7/^'  et  Af^'  sont  saus  divi- 
seur common  impair.  Consid^Tons  k  präsent  la  fraction  aprte 

qu  elle  soit  r^oiie  a  ses  moindres  termes,  c'est-a-dire  aprte  la  dirision 
de  ses  termes  par  h,  le  plos  grand  common  diTiseor  de      et  de 
00  de  4  et  de      4-  ^-^0»  ce  qui  est  la  mSme  chose.  Suivant  la  nota- 

tioii  adoptüe  cette  t'raction  devieudra    "        —  •  iieiiiarquoiis  que  les 

termes  de  cette  fraction  sont  positifs.  Qoaait  au  d^ominateur  cela  se 
Toit  imm^aiement,  et  le  numerateor  ne  peot  dtre  negatif  que  lorsqoe 
B^^rp  —  25  <  0.  £n  ontre,  en  remarqoant  qoe  dans  ce  cas  le 
nombre 

JJ^^  —  4Ao-  =  (rp  -  2s)2  —  4s  {f-  -      +  s)  =     (r»  —  4«) 

doit  ^tre  negatif,  en  vertu  que  4«  —  r'  >  0,  on  Toit  que  7?»  est  in- 
fi^rienr  k  2Ä^  done  le  nom&rateur  7/„  -j-  2Aq  est  posttif.  üonsid^ns 

a  preseut  le  cas  oü  la  fraction  — — ^ ,      se  reduit  ä  l'unite.  Alurs 

on  a  ^0     —  4 .  liln  effectuant  le  calcul  on  trouve 

Ai  —  2^,  7?,  =  6Äo,  A.:'  =  8 .  9  . 

n'est  pBs  d^jä  on  nombre  rationnel.  Nous  nons  occuperons  ensuite 
du  cas,  oü  au  moins  un  des  termes  de  la  fraction  ait  des 

0 
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diyiseurs  impairs.  Soit  qf  celai  des  diviseurs  dont  le  degrtf  de  malti- 
plicite  /  est  le  moindre  q  etant  an^noinbre  premier.   Des  expressions 

il  suit  que  A^*  est  divisible par  q,  et  J?/  ne  Test pos.  En ontre,  pour- 
que  A{  devienne  im  iiombre  entier,  f  doit  6tre  pair  et^  par  eoms^uent^ 

^1/  aduitit  le  liiviüeur  q^  .    Des  expressions 

011  voit  encore  que  A^'^  est  divisible  par  q,  et  B^'  ne  Test  pas.  I*our 
que  A^  soit  un  uombre  ratiounel  et  entier,  ^  ^^^^  donc 
A^  admet  j  fois  le  diviseur  q.  On  prouTOB  de  la  m§me  muii^re  qae 
J9/  ne  sera  pas  divisible  par  9,  et  que       admettra  le  divisenr  q  an 

degre  ~  ,  iorsqu'il  sera  uu  uuiubre  rutiuimcl  et  eiiiier.  buivHut  la  meiue 

marche  on  voit  que  le  nombre  A,^  conteuant  q  au  degr^  impair  ne 
scr.i  pas  uu  carr«'  et  par  const'quciit  vl^^./  ne  sera  pas  un  nombre 
ratiounel;  il  est  rvident  que  a  est  intcrieure  k  f. 

Ck)nsiderouä  cuüu  le  cas,  oü  l'ua  des  termes  de  la  i'raction 

"  ^  r  ^  est  ^al  ü  2'  oü  /*  est  Texposant  qaelconquei,  et  Tautre  est 

l'uuitJ. 

boieni  U  alx»nl 

£u  evaluaut  ^1,',  i>Y  etc.  .  . ,  ou  auru 

— 1  +  2^,  oü  i  ddt  etre 
pair.  Le  num^rateur  de  la  firaction  irr^netible 

%Ai^-B(     (1  +  2^^' 

no  nMiternic  que  des  factcurs  iuipairs,  dont  les  dej^n-s  ne  sunt  pjis 
superieurs  a  /'.    En  eöet,  cela  resulte  de  ce  que  pour  f  =2f  le  uuuiu> 

/  ±J  / 

rateur  devicut  5-,  et  pour  f  >  2,  1  -f  -    -         Bf  • 

II  resulte  de  la  qu'il  suffit  de  rep<'tor  des  memes  Operations  moina 
de  f-  fois  pour  arriver  au  nombre  .1^/*  qui  ne  sera  pas  un  carr€. 
Süient  maintenant  Bq  +  2  Ä^^  =  2/,  yl„  =  l.  Eeniarquons  que  /  ne 
peut  pas  ctre  egal  ii  2,  car  alors  7>„'  lut  aussi  egal  a  2,  et  par  suite 
B^  =  2Aq  c'est-a-dire  B^^  -  ^A^'  =  4,)  „  gj  donc  ü  faut 
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admettre  p  ^  0  ou  —  4«  «  0;  dans  les  deuz  soppositioiiB 
rdquatiou 

ait  des  racines  ^^es,  miuB  nona  avona  fait  abstraction  de  ce  cas, 
comme  cela  a  ^  dit  plus  haut.  Apr^  avoir  d^monträ  que  f  ne  |)cut  pns 
dtre  ^gal  a  2,  pasaoiiB  anz  caleula  des  nombrea  ^/  2^/  ete.  Noas 
avona 

=  2.2'\  oü  f  iloit  etre  pair, 

t 

Le  nnmärateur  de  la  fraction 

AT-  I^T- 


s 


ne  contieudra  quo  des  facteurs  impairs  dont  les  exposauts  nc  sur- 
passont  f  ~2.  11  suffit  dono  d'op^rer  cea  calculs  an  nombre  de  fois 
inferieur  h  /*  —  2  poor  aniver  au  nombre  qui  ne  sera  pas  nn 
carre. 

VT. 

D'aprcs  00  qui  a  üie  Uit  ci-deäsus,  ou  voit  qu'eu  transformant,  au 
moyeu  de  la  turmule 

l'int^e 

{z  +  A)  dz 


y{:fi^^pz)  u»  +  rz-i-s) 

ou  obtiont  une  intojjjale  do  la  memo  forme  oi,  eu  outro,  il  a  ete 
uioutre  qu'ujtros  uii  nombre  fiui  d'operations,  ou  rcucoiiire  riutef^rale 
dans  laquelle  j),  =  r,  ou  eelio  dnus  laquelle  la  loiittiou   j>lao('o  sous 
le  radical  no  so  docomposc  pas  ou  donx  fac  teurs  (z"^      P^)      4"  ^'^  "i~ 
dont  les  coefticieuis  satisfout  ä  cette  cundiiiun-ci : 

8  (|>*  — pr  -^8)  ^vok  nombre  carr^ 

et  an  moins  k  Tnne  des  inegal  ites 

4«  —     >  ü,  rp      2s  >  0. 

Ii  r&nlte  de  la  qu'on  pent  tonjours  se  borner  ans  int^rales  dans 
lesqnelles  la  fonction  plaode  sous  le  radical  ne  se  decomposc  pas  en 
facteurs  satisfaisants  aux  conditioDS  precedentcs.  Afin  d'evaluer  de 
pareilles  integrales  M.  Tchebychef  se  sert  de  nonveau  des  trans^ 
formations  sncessives. 


Digitized  by  Google 


Ö74  ^*  ZOLOTAKBFP. 

D'apr^  sa  m^thode,  passons  de  l'int^grale 

je  -f  Ä)  dg 


u  celle-ci  r  J^^V.^,^ 

eu  ^rd  &  1a  transformation  de  l'article  I.  c'est  &  dire  en  posant 

g  — 


Z       -2-.  (^-«"'!' 
*•  *      2/»  -  Ulm  -t-  16n 

n,  =  —  n  +  ^  Zf»  —  ^ 

De  s  uombres  2„  m,,  n,  noas  passerons  anx  nombrea  1^,  m^,  % 
etc.,  en  posant  ff&i^lement 

(17)  '        2/,»  -  8i,ll»,+ 1611, 

—  —  H#  +  i^«<  —  1  V 

et  en  prenant  m^m^m,  n^^n, 

Maintenant  allons  chereher  oü  noos  condniaent  ces  tranaformationa 

succesiyes  loraqne  Tinteinralc  -'^  '^^ ^  s'exprime  en  terinea 

J  Kr« +  7^' +      + «2  * 

finis,  et  ponr  cet  effet  oonsiderpns  les  relations  eutre  les  racinra  des 

^uatioiis 

s'*  4-  i^"^  -i-  mg     n  =B     xr,=*  -f-        -|-  n,  =  0,  etc. 

Soient  gt,  gi  gt  les  racinea  de  Pequation 

Ar  W  H-  «<*f  +  «<  —  0; 
9»9o  90*  ^en^  d&ign^  plua  haut  par     jj^,      II  est  ais^  de  faire 
vdr  que  ^<  +  i,  Qi+i*  "ont  li^s  ä       gi%  gt   de  la  mani^re 

Boiraute : 

{ßi±  Oi-Q-n  {9i  ±97 

£n  effsty  en  multipliant  ces  eipreasions  il  vient 

fl^i+i^i+r^f+r  —  -  «1+1— itorf^i -pD  {Sr\-9i'—9i)ißl'Hr—9ii 
mais 
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donc 

-      =  {-\-  g)  (-  \  -9i)  (-    -  gi) 

C'est  la  iroiri^me  formule  (17). 
Ensuite 

-  i  {9i  +  ///  -  i7/')'  +  i      -f  5^/'  -  i?.' )'-'  +  1  ig:  +  i//'  -  9^' 
=  —  2»i,  +  '\  //^  c'est  la  seconde  formale  (17). 

En  additionnaiit  enfiii  l«*s  expressioiis  (18),  il  vient 


par  coiise^uent 

«.+.«,+.  -  (-   -?.-)' (-  ^  -  .'//)  +  (-  \  -gl)'  (-  ^  - *)' 

+  (_^.,y(_^_,,y. 

Lo  second  nombre  de  Toquatiou  precedente  est  unc  fonctiou  sy- 
metrique  et  ontiere  des  raciiies  ^j,  gi f  gl'»  Apres  l'a?oir  exprime  en 
coefficieiits    ,  m,  ,  n,  ,  on  a 


donc 


•*  +  *  ^       «1/  —  8w,I,  +  1« 


C'est  la  premi^re  formule  (17). 

VII. 

A  pre.sc'iit  nuus  allons  faire  connaitre  les  cxpressions  de  gl' 
en  foiictioDS  cliiptiques.    Apres  avoir  pose 

=  W  i<h  —  9o)      ff  U(  -  9)  «•—1h  „ if  —9 

%*  =  —r-, — 7f  — ~      ,  "       ^  >  Hill*  «m«^   —n     ^  — "7» — 

fü  (i/o  —fit)      yi9  -  9)  99  9 


X10U8  avoxis  ea 


Oes  formales  uous  donDeni  de  memc 


//  I  ,  1  —  2x''  ain'  am  o  4"     m»*  ama 

99  ±90  —  99  ^99*  co^amaA'ama 

,      #  1  —  2 sin»  amo  +  »* a»"" 

^»  ""yo-  o<M>amaA*ama 
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D'oüy  ayant         aus  formules  (18),  en  y  posant  t «  0,  on  troare 

^  fi|o  ,  Aftmgg.OQg  am2o  (1  —  »»aia*  anio) 
^*  ™  Ä  *  eo«*ama  A*ama. 

«  ' ^'i. .  cos  am2a.  (1  — _    sin'  am  a) 
^  '  Aamf « .  CO«*  ama".  A*  am« 

n  "       ÜSL  .   ^  am  2a  (1  —  »»ain*  ama) 
^1        X  '  OMamSa.oo^amaÄ*ama 

« '  ^     Z^'  o  "   

^*  am  2  o  '  cos*  am  i  n 

0t  {9i  -  9d  9\ 


donc 


I  y 


c'est-iVdirc,  lorsque  des  racines  ff,„  ffj ,  fh  »       passe  aux  racines  f/ 
gx,9i"  le  niodule  x  reste  invariable  et  largument  a  so  redouUle.  II 
en  r^ulte  qu'ou  peut  immediatement  ecrire  les  valeurs  de     gi,  gl' : 

(19»)  ^*  ooB*aiii2'a 

wnam2'~*aco«aPi2*a  Aam  2*a 
.7.  =        •  Mn2'a«»am2*"*aAam2'^*a 
et  par  cmiB^ueiit 

sin  am  2»  cob  am2'a  A  anr2'a  ^ 
^     '  sTn^uua'  acüs  am  2  tt  .  A  am  2a 

vra. 


Soppoeons  mainienant  quo 

(pomt  de  d^part  de  no&  transformations)  s'exprime  en  termes  finis,  la 
consiaDte  A  ayaut  uue  valeur  conveDable.  II  a  ('te  üemontre  que  le 

paraiüHre  a  acquiert  dana  ce  cas  la  valeur  ^^—^^ — ,  oü  v,  v'  et  A 
sont  des  enliurs,  dont  le  deniier  est  un  nombre  impair.  Seit  h  pr^seiii 
4S  le  moindre  enÜer  satisfiusant  k  la  oongrnence 

2»      2  (mod  A) 

laqnelle  est  toujours  S(>lul)le,  A  rtuiit  un  nombre  impair.    Soit  2* « 

2-j-//A,  f>u  le  nombre     est  evidemment  pair. 

Si,  diuis  las  formules  (18)  et  (19)  on  atiribue  tk  » la  ?alcar  0  et  si  Ton 

vK-hv'K'i 
remplace  a  par   1 

9o     9v  ff'     9t  f  ff''  Pi" 

et  par  cons^neiit» 

^      {|  y  Uta  ^  f  I ,  IIa  . 
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Doiic,  si  rintegralo  iIoiidi'c  sV-xprime  eii  termes  finis,  les  qnautiies 
Ii)  »ii,  »*i  üoiit  periodif[ue8.    Si  los  iiombres  v  et  v'  sout  pairs,  on  aura 

»;t  pur  c  onsi'fiut'iit  la  pi-rimlc  loniinoiiccra  par  /„,  Mais  lorstpie 

au  niuiiis  Vuu  des  n(nnl)ros  v  et  v  sera  impuir,  la  periode  ne  com- 
moncrra  quo  par  /,,  )n^,  «, . 

Maiutt'iiant  nous  allons  d»*montrer  que,  dans  lo  cas  de  periodicite, 
tons  les  Iiombres       nii,  n,  sont  dos  entiers;  pourvu  que  le  söi^t 

PoflODS 

i  4iaat  an  eniier  qnelconqne,  et  d^ontrons  que  dans  le  cas  de  plriodi- 
cit^  les  syst^mes  h  m,  n,-  et  tons  les  nombres  oi  seront  entiers.  Nons 
allons  le  prouvcr  d'abord  pour  le  nombre  et  pour  eet  effet  cherehons 
la  forme  generale  des  exprcssions  Ii,  mt,  nt  en  l^,  m^,  et  €t„  les- 
quelles  sont  respectivement  egales  ä  2,  m,  »,  a. 
On  a 

,2^v  /,=  —  /  —  «,  1 =  -  Hm  + 

Ilcniarquons  d'abord  que  Ii,  tUi,  %  peuvent  etre  exprimes  en  a 
par  les  i'orinules 

'  ,4m,=  ,8«,— 

(n\  O,,  y,-,  V,,  ^i,  Qif  cOi  sont  des  foiu  timis  «'idii  rcs»  latiumn'llcs  de  « 
ü  ('(Hjf'ficieiits  entiers  (ees  ('oefHcieuts  reiilornient  /,  w,  n).  En  outre, 
ces  fünciious  seront  de  la  forme 

(21)    H'<««3«**  +   ^,«— 2*""  H  ) 

Q,a  =  «'-}-   «  ^  2       (a  '  +••••) 

FjOS  exposants  des  tornios  vont  en  detroissant ;  nous  avons  affecto 
lies  }tar(']iili('scs  les  fonciioris  eiitiJ'rt'S  de  «  ä  corlticienis  eufiers.  On 
pent  tri'S  aisenient  verilicr  crs  ionmilcs  |i(iiir  les  nombres     ,  m.^,  «2* 
En  effet,  apWs  avoir  siihstitur  diuis  les  foriuules  (17)  au  lieu  de 
m^,  w,  leurs  valeurs  (20),  on  aura 

donc  ^2^''  ^        ^1^^  eganx  ä  Tunit^. 

A&i  d'^tablir  la  g&i^ralite  des  formales  (21),  nons  sopposerons 
qn'elles  subsistent  pour  un  nombre  quelconque  i  et  pronverons  qn'elles 
ont  encore  lieu  pour  t  +  !• 

MkUiMiitUaehe  AnstlM.  T.  37 
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Noufl  avons 

t  =       k       .,^  3  _  8/.«) .  +  IG«.  ™ 
2 0^ [0,* « f<    r<  —  ^P.u^.amfatPi*  a  -f  Q,a(p,'atp,a]4-ö>,a  [<t>(* « —  V^g y|' a]^ 

Aprte  avoir  ranplac^  les  fonctions  4>da,  •  •  •  P^i*  levre 

Talean,  ou  obtienl^  en  rMoisaiit 

2  U  '+*     +  / 

D'uue  mauierti  aiiulogue  oa  trouve 

'^"''+»  

8g^<  +  l  +  

OÜ        =  2pi  -f  g,  —  2. 

 («) -    («)  V.-  (tt)  0.  («)  »<'  («)»,.«a>,.« 



2       V.«'+*     +  ) 

oÄ  r<  +1  —  8j>,  -1-  äi  +  r<  —  5. 

Par  oona^uent  les  fonniiles  (31)  ont  Ken  ponr  t  -|-  1  >  ^ 
noDB  voulions  prooTer.  II  a  ^  dänontr^  plus  haut  que  loraqne  Tin- 
t^grals  donuee  s'exprime  en  logarithmes,  noQS  arriTerons  de  nouvean 
anx  nombres  7, ,  les  systemes  h,  ni,  ,  Ui  se  succ^dant  pdrio- 

diquement.  Soient comme  ü  a  ^tö eapposc  l^^li,  tn^^tHif  fi«»«!. 

Oo  a  daiiB  ce  eaa 

(22)     •  Bnt^^ 

£u  remarquant  qne 

8«!  «  —  8»  4-  4im  —  P 

est  an  nombre  entier,  on  voit,  que  a  est  une  xacine  ratiotmelle  de 
r^uation  k  coeffidentB  entieis,  dout  le  premier  terme  a  Vunit^  pour 
coeffiden^  donc  «  sera  an  nombre  entier.   De  ce  qne 
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est  uu  uombre  eiitier  uii  voit  que  l  doli  etre  pair,  jmr  consequent 

n,  — —  n  +  i««  — 4P 

seroiit  des  uonibres  entiers. 
Soit  a  present 

8l,*~8},m,  +  16»!  »• 
En  remplä^ant  dans  la  fomtile  (22)  les  nombres  1,  m,  n,  par 

les  nombres       f»,,  »|  enirent  dans  les  coefficients  drs  fnnrtionfl 
Qg'  et  Oa  de  la  mönie  maiüfere  que  1,      n  dans  cenz  de  Qg  et  0«. 
Comme 

8w,  «  —  8f»,  4-  4i,»*,  - 
est  QO  nombre  eiitier  on  Toit,  d'aprte  T^uation 

i^a  —  Sn-^Oa  («,)  =  0 

que  er,  esi  im  nombre  mtier^  donc  l^,  m^t  Mront  auaa  des  entiers. 
On  Toit  de  la  möme  mani^  que  ^,1113,113  etc. .  .  sont  aossi  des  entiers. 

IX. 

Ponr  achever  la d^monstration  de  la m^ode  de  M.  Tchebychef, 
il  ne  nons  reste  qn^  faire  Toir,  qoe  les  nombres  des  systemes  Ii,  nti,  M| 
que  Ton  obtient  ayant  qn«  la  p^odieit^  soit  manifeste,  ne  surpasse 
pas  nne  limite  finie.  Nons  reprendrons,  ponr  cet  effist,  les  relations 
qoi  existent  entre  les  radnes  gt+i,  gi+i  Qi^"  et  gi,  g{,  gt",  On  a« 


yi  + 1  ii/i  + 1"  —  9i  +  0  — — i — ; — j-  —  —  _,_  i — : — 

^  am  2  a  cos*  amS  a 


A*  am  2'a  cos*  amS'a  ams'   * a 0M*aiii s'  *a 


J— 1 


,       ,  ,      K'«ain«am2'o  Är,»x'«sin»am  2  a 

ood^  amS  a     amSa  A*am8     aooa^amS  a 

^gi{9i—9t) 


ctM* am2  aA*am 8  a  A'amS     acot'amS  a 
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Q.  ZoLiOTAmxvr. 


Des  relaüons  ci^dessin  il  vient 

=  ö'.'  (9:  -  oiy  -f  oi'  [ih  -  ff.y  +  ffp  ioi  -  OiT- 

En  y  iiitrotluisaiit  los  coefücieiits  k/  nk»  fk»  U-^it  »»i+i,  n<+i  au 
ieu  des  raciucs,  ou  aura 

Des  memes  relations  on  a 

-  gt9i'W^  igt  -  9i7  {gi  -  gi  ?  ig*  -  gif 

oii|  ce  qui  revient  au  tn^nie 

«i+i'(4li+i'*i<+i— 18t+t«i+iiif+t+4mi+i*-|-27«/+t») 

II  Biiit  des  %alit&i  oVteniies,  4UC'  le  nombro  de  diffilrentei  sjstemes 
7,-,  9»,  ,  Uli  ne  surpassera  pas  celai  des  soluüons  enti^res  des  equations 

Z-'  ^4  X^Z  —  X'     —  1 8  X  YZ  +  4  F'  +  >  7  Z^-; 
=     (4/'m  —  r^wi'^  —  18/wiw  +  4w^  +  27«^) . 

Oes  Solutions  X,  Y,  Z  ne  penvent  etre  qu'eo  DOtnbre  lioiiie, 
comme  l'a  d^moutre  M.  Tcb^bychef  lui-mlme*). 


•}  Jonrnat  de  HattiäDii.  Lionville  1864.  p.  SSfi. 


Verlx'ssoru  n  g. 
in  der  Note  aui  äeit«'  6Go  Mt  tu  lesen  pag.  8a  statt  §.  83. 
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Sur  les  formes  (^uadratiques  positives  quateruaires. 
Par  A.  KoBKiMB  ei  O.  Zolotabbff. 


La  recherdie  des  limites  precises  des  minima  des  formes  qaadra- 
tiqties  posiÜTes  de  deternn'nant  doinio,  les  variables  etaiit  des  noniLres 
cntiers;  pn-st  ritc  des  ^raiidcs  difficultes  et  COnstitae  Uli  des  poiuts  les 
plus  iiiiportaiitä  dans  la  theoric  de  ces  formes.  Jiisqu'a  present  on  ne 
connait  les  limites  precises  des  minima  que  pour  les  formes  binaircs 
et  teriiaires.  Dans  nos  cfforls  de  trouver  ces  limites  pour  des  formes 
avec  Uli  nonibre  plus  grand  des  varialiles  nous  avons  obteini  quelques 
resultats  ikui  sans  importance  pour  la  Solution  du  problönie,  quo  nous 
nous  soinuics  ])ropQst',  resultats,  que  uous  fairous  connaitrc  dans  uu 
autre  memoire. 

Dans  cette  note  nous  alloiis  nous  occuper  des  formes  qualernaires, 
et  comme  preiuier  rcsultat  de  nos  reciierches  uous  allons  demontrer 
la  limite  prifcise  de  leurs  minima,  II  est  ir^-remarquable  qu'elle  suit 
immediatement  de  la  limite  counue  pour  les  formes  ternaires. 


Soit 

une  forme  quatemaire  positive  de  deierminant  —  D. 

II  est  permis  de  supposer  que  le  coeffieient  an  soit  le  minimum 
de  f,  car  dans  le  cas  contraire  on  peut  trouTer  une  forme  equivalenie 
ä  f,  qui  salisfait  a  cette  condiiion. 

Uela  pOB«!  eonsiddrons  la  forme 

i''(2Ci,  X2,  X3,  X^) 
qui  so  d^duit  de  f  par  la  Substitution 

ar,  —»  X,  -f  IX.^       Iii      -f-  nX^ 

==  ?,  Xo  -f  »M,  X3  -\-  «,  X^ 

ajj  «         l,  Xj  +     -^3  4-  "2  ^4 
af4  1^X2 Xa  +  ^h^4- 
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Les  coefificieuts  de  ceite  Substitution  l,  m  sont  des  entiersy 

qoi  ue'  sont  assujeities  qu'a  la  seule  condition 


0) 


-4-1. 


II  est  evident,  que  le  mioimmn  oommun  de  f  et  Ffigure  datis 
F  comme  le  ooefficient  de 

Faisons  dans  F  v  n 

A,  = 

eil  laissaiit  les  autrcs  variahlcs  queicouques^  ei  de»iguoii&  par  —  A  le 
lietermiuaut  de  la  l'uruiu  tcrjiairc* 

11  est  facile  de  voir  que  le  minimum  de  cette  forme  est  aussi  a, 
et  [>ar  coiis«'quont  cii  vertu  de  la  limite  oonuue  des  miuima  des  formes 
teruaires  uous  aurous 

äoieut  luaiuteuaut 

Ulf  y-i,  y-i)  2/4 

les  variables  de  la  forme 

9(1/1»  2/2;  2/3;  Vi) 

adjoiute  ä  fj  respectivement  correspondantes  a  a:, ,  x.^ ,  ,  1 ,  c'est  a 
dire,  soit  9  Q/,,  2/2,  y^,  y^)  le  produit  Df  (o;,,  a;^,  ^'3,  x^)  trantfonne 
par  la  Substitution: 

Le  nombre  A  est  represent^*}  par  la  forme  9  en  j  fiusaiit 


S/i 

—  0 

Vi 

—  mj^ 

Ih 

—  w*,  ?3 

1/4 

oü  les  quautites 

ht  hf  hf  **h> 
ne  sont  assujetties  qu'&  la  oondition  (1),  a  laquelle  on  peut  ^videmmeiit 
satisfaire  par  le  choix  convenable  de  n,,  n,,       si  les  nombres 

mih  —  ^»hh 

W3?,   ~  Uly 

w,    —  m.Ji 
n'ont  point  de  diviseur  commuu. 


*)  Mathematische  Werke  von  Jaoobi  S.  Band.  —  Hermite,  pfemiire  lettre  sor 
la  tb^oiie  des  oombirca.  |>.  228. 


Digitized  by  Google 


Sur  Ich  luiiaua  quadratiiiucs  positiveii  quatcriiuirea.  583 

Kous  disposeroos  de  ,  1.^,  l^^,  m,,  m.^,  m.^  de  sorfte  quo  ]a  fonue 
teruaire 

9      Vif  !fip  9*) 
re^oive  la  valear  minimoin  an  y  posant 

Cela  est  toujours  possible  eu  vertu  du  theoreme  coimu*),  et  les 
uombres  j/,,  cjui  donueiit  le  minimum  de  9  n'ayant  poiut  de 

diviseur  comtuau^  la  oondition  nnique  pour  les  entiers 

l\j  Iii  Iii  Wj,  M»3 

est  satisfaite. 

Ainsi  le  minimum  de 

(3)  9(0,  2/2,  !/3, 

sera  pr^cisement  la  quaniiie  A  et  par  oonsequeut  en  ayant  egard  a 
ce  qne  le  determinant  de  la  forme  (3)  est  —  D^an,  il  viendra 

(4)  ^<y2D'^]. 
Les  inegalites  (2)  et  (4)  dounent 

»II  <  Vtd  . 

La  limite  y4J)  est  precise,  car  il  est  le  minimum  de  la  forme 
positive 

5 '4  /)  1^1'  +      +  V  4-  -^i^  4-  -^i^i  +  -^i-^i  +  ^1^4] 
de  deteruiiuaiit  —  D. 

Nous  avous  douc  le  theoreme  suivaut:  On  peut  assigner  mtx 
vairiahles  dr  fottfc  forme  qHdiJralit/uc  positirc  f/fmiernaire  de  dekmiimmt 
—  7)  (hs  mlcurs  entiers  telks  gwt  la  valc^ur  de  la  fortnc  m  surpasse 
2)oint  la  quatüÜc 

et  ü  exisie  de  ielks  farmes  dout  les  minima  sotU  egaux  ä 


*)  Ganis:  DiscxuiAitiuucb  Anthratiticati,  art.  27'J. 
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Th^i^mes  sur  Ics  groupes  de  substitntions. 


Par  M.  L.  Syluw     Puedeuiicsiiald  cu  Nouveqb. 


Oll  suii  <jue  si  ruiilre  il'im  /^roiijje  de  substitutioiis  est  divisihlo 
par  le  iiombre  in'euiior  u,  ]<•  urouiic  coiitieiit  üjujours  mie  Hultstituticm 
d'ordie  ».  Oe  tlieoriiiit'  itiipdilaiil  ist  cuiitemi  daiis  uii  untre  plus 
geaeral  (pie  voiii:  „»Si  l'ordre  d  un  groupe  est  diviüible  pur  n",  n  etaiit 
prcmier,  le  groupe  contient  un  faisccau  partiel  d'ordre  La  de- 

monstratiou  m^e  da  tb^r^me  fournit  quelques  aotres  [)ropri^t^ 
g^n^rales  des  groupes  de  Substitution».  J'y  aj(juterai  eucore  quelques 
propositions  moius  g&^rales  qui  s'y  vatacbent  ou  qui  en  ^ulent, 
dont  quelques  uncs  pourtant  sont  -ddja  connnes  par  un  traväil  de 
M.  E.  Matbieu. 

Lea  notations  et  les  termes  employes  sont  ceux  de  M.  C.  Jordan. 

1.  Si  G  est  un  groupe  de  substitutious  dont  Tordre  N  est  divisible 
par  le  nombre  premirr  n,  on  sait  que  O  contient  une  Substitution 
d'ordre  n,  mais  nons  pouvons  supposer  plus  generalement  qu'il  con- 
tienne  uu  «^oupe  g  d  ordre  n" ,  dout  par  consequent  chaque  Substitution 
est  d'uii  ordre  diviseur  de  n",  Noub  designerons  les  substitutions 
de  g  par 

1  e,  0,  .  .  .  .  • 

taudis  que  lus  äubütitutioiis  de      eu  geiieral  serout  desiguees  par 

ltii>t  

Eufin  nous  supposerons  que  G  ne  contient  aueun  ji^roupe  partiel 
dont  l'ordre  est  uiie  puissanee  de  n  supi'rieure  ;\  tt".  Or  (/  toiitieut 
tonjours  des  substitutions  pertiiuiables  ä  //,  savdir  li-s  substitutions  de 
ce  dernier  elles-memes,  muis  il  est  ])0.ssiM(.'  »pul  cn  cuntient  un  nunibre 
plus  graml;  en  tous  eas  ces  suiist.it utions  tniiiicnt  un  groupe  y,  qui 
contient  ff,  et  dout  l'ordre  sera  designe  par  )i"  r;  ce  uombre  est  a  sou 
tüur  uu  diviseur  de  iV^j  nous  pouvons  donc  faire: 

Les  substitutious  du  groupe  y  serout  düäiguecs  par 

1  Vi   

Les  6  sont  donc  comprises  parmi  les  ^,  ainsi  que  celles-d  parmi  les  ^. 
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Cela  pose,  noiu  aUoiis  d'abord  d^ontrer  que  le  nombre  v  doit 
dtre  Premier  ä  n.    Sdent  . . . .  les  letfares  qae  le  gronpe  O 

pecmate  entre  ellesy  et  soit  if^  une  fonetion  ratioiinelle  des  x,  mvariable 
par  les  substitationB  de  g  rnais  variable  par  tonte  autre  sabstitation. 
Cette  fonetion  prend  par  les  sabetitiitions  de  y  \w  v  Taleurs  diffiSrentes 

VoViyt  —  y^-t- 

Ghacune  de  ees  fonctions  est  invariable  par  les  substitutions  de  g 
mais  variable  par  tonte  autre  Substitution.  £u  effet,  si  f/,  se  dednit 
de  ^0  par  la  Substitution  9>j  i  s^i  est  invariable  par  le  groupe  iransform€ 
de  g  par  9), ,  mais  variable  par  tonte  autre  Substitution;  mais  9,  ^tant 
permutable  a  g,  le  gronpe  transformd  se  confond  avec  g.  Or  si  Ton 
op^re  dans  les  ij  les  substitutions  de  7,  oti  aura  entre  ees  quantitä 
im  ijroupe  /  iiecessairemeut  transitif  et  isomür])l>e  a  y.  Pour  en  avoir 
Tordre  il  faut  diviser  celui  de  y  par  le  noiubre  des  substitutions  tp  qui 
n'alt<'rent  aucune  des  y,  c'cst-a-dire  par  n".  L  ordre  de  y  est  doiic  v. 
Si  maiuteiiaiit  v  etait  divisible  pur  y'  devrait  coiitouir  une  Sub- 
stitution d'ordre  n;  uue  subätitutiuu  correspundaute  de  y  devrait 
remplir  la  couditiou 

«Pi"  =  9„  . 

Mais  puisquc  q}^  est  piTiuutable  a  //,  011  voit  (jue  dans  tiis  los  sul)- 
stituti<»ns  0,^qP|''  fornioraiont  un  «groupe  d'ordre  +  '  coutcnu  dans 
G.  Cola  ('taut  cuiitraire  u  l'bypotlii'so,  on  conclut  (jut-  /'  est  preinier  ä  ti. 

Motons  ici  (]ue  les  ö  sont  les  seulos  substitutions  do  y  dont  los 
urdres  sont  des  puissances  de  w.  En  ttlet,  si  qp,  est  une  Substitution 
de  2f  ^trangere  a  t/,  les  substitutions  6,9>,''  formeut  un  groupe  dout 
Vordre  est  egal  a  n'mj  m  d&ignant  Texposant  de  la  puissance  la 
moins  ^lev^e  de  9>|  qui  ap[)artient  k  g.  Or  on  voit  sans  peine  que 
les  senles  puissances  de  9»,  qui  appartiennent  k  g  sont  Celles  dont  les 
exposants  sont  des  multiples  de  m,  d'oü  U  suit  imm^diatemeut  que  m 
est  un  diviseur  de  Vordre  de  9|.  Si  donc  Vordre  de  91  ^tait  nne 
puissance  de  n,  on  aurait  t»»*!/',  ce  qui  est  impossible,  le  groupe 
des  Bqtpi^  ne  pouvant  §tre  d'ordre  11"+  ''. 

Le  nombre  h  n'est  pas  uon  plus  divisible  par  m.    Pour  le  faire 
voir  imaginons  une  fonetion  ratioun«'llo  dos  ,/:  invariable  par  les  sub- 
stitutions do  y^  mais  variable  par  toute  autre  Substitution,  äoit 
cette  lunctiou,  et  representons  par 

'1  '2  •  •  •  •  'i*—  1 

les  h  valeurs  qn'elle  prend  par  les  substitutions  de  Q.  EffiBctnons 
dans  les  0  les  substitutions  de  g\  par  cela  iTq  ne  varie  pas,  mais 
cbacune  des  autres  ß  prend  un  nombre  de  valeurs  qui  est  un  diviseur 
de  Vordre  de  g,  c^est-ärdire  nne  puissance  de  n.  Getto  puissanee  ne 
pent  se  r^uire  k  Vunit^;  si  par  exemple      #tait  invariable  par  g 
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et  que  Mi  Be  deduise  de  par  la  sabstittttioii  ^, ,  defrait  6tre  in- 
variable par  le  groupe  transform^  de  g  par  ^]~';  or,  le  seul  groape 
d'ortlre  n"  conteuu  daiis  y  etant  tr*  devrait  eire  permatable 
ce  qui  n'a-pas  lieu.  Si  donc  on  partage  les  fonctions  .  . .  .  g^^i  en 
sjstomos,  en  reunissaut  eiisemble  Celles  qui  se  permuieat  eutre  ellea 
par  les  substitutions  de  g,  le  iiombrc  de  fonctiona  conteuues  daiis 
chnque  Systeme  sera  uue  puissaiicu  de  n.  Par  consequent  le  iioiubre 
//  est  dt'  la  Ibrnio  np  -j-  1  .  L'i»rdre  de  (j  cj^ale  donc  la  plus  L^rande 
piii>s.uir(>  de  n  qui  divisc  1  ordre  de  6r.  Les  resultats  obteuus  se 
re«uiuciit  ainsi: 

Thvon'mc  I.  Si  n"  (l'sl(/nc  la  plus  (jrande  imissancc  du  nombrc 
prcniicr  n  qui  dlritic  Vvnhc  du  {/roupc  (r,  cc  gionju;  canticnt  un  atifre 
g  de  Vordre  n";  si  de  plus  n^v  dvsigm  Vordre  du  jf^/i/s  grmul  groujoe 
eontenu  dans  ß  doni  lea  suhsHhtHtm  aont  pemnäables  ä  g,  Vordre  de 
G  scra  de  la  forme  n'v  {np  -f  1). 

2.  ^videmment  g  n'est  pas  le  seul  groape  d'ordre  eontenu  dans 
G,  except^  seulement  le  cas  jf>-0.  Mais  on  pourrait  demander  si 
G  en  contient  d'autres  que  j)P  et  ses  transfonnes  par  les  substitutions 
de  G.  Voila  ce  que  noos  dions  rechercher.  Soit  g'  un  groupe  d'ordre 
fi«  eontenu  dans  G  mais  diff^rent  de      et  soient 

X  0|      •  •  •  ■ 

ses  substitutions.   Effectuons  ces  substitutions  dans  les  fonctions 
et  reunissons  en  systemes  Celles  qui  par  cela  s'eebaageut  eutre  elles. 
Ck>ninie  nous  l'avons  ddjii  dit,  le  nombre  des  fonctions  coutenues  dans 
chaqae  Systeme  doit  6tre  un  diyiseur  de  n";  on  doit  donc  avoir  une 
^galite  de  la  fome 

^  +  +  +  • 
n^,  n^,  II' . . .  ddsignant  le  nombre  des  fonctions  contenues  dans  les 
divers  sysk^es.  Mais  cela  exige  qu'au  moins  un  des  exposants 
abe  *  , ,  soit  nul;  en  d'antres  termes,  il  faut  qu'au  moins  une  des 
fonctions  s  soit  invariable  par  toutes  les  substitutions  de  jf,  Soit 
cette  fonction,  et  supposons  qu'elle  se  dednise  de  par  la  sub- 
stituiioti  i'i.  Ou  ir^n'est  iuvariable  que  par  les  substitutions  ^^mi^k^ 
de  plus  tk~^^ttifk  est  semblable  ä  tpat  et  parmi  les  g)„  il  n'y  a  que 
les  6  dont  les  ordres  sont  des  puissanecs  de  ».  II  faut  donc  qu'ou  ait 

pour  toutes  les  valeurs  de  6.  Le  groupe  g  est  donc  le  tninsforme  de 

g  par  Vi- 

Si  d'aiUeurs  on  remplace  ifft  par  9ri^k»  on  a  evidemment  le  m§me 
groupe  transforme.    De  Tauire  cöt€  tfft  ne  peut  etre  remplac^  qne  - 
par  ^rtk'   £n  l'on  a 
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pour  toute  valeur  de  Oy  il  s'enBuit 

d'oü  Ton  conclut 

ou 

Oii  pL'ut  (Itiiic  i'iioiicur  ce  tlu'oreme; 

The'on  me  11^  Tout  cUnit  j^osr  comme  au  Üieoreme  prec^letU,  le 
y raupe  6r  eonHent  preeis^merU  /<  j>  -f  1  groupes  disHnt^  ^ottbre  vF;  on 
les  i^tftieiU  Unts  m  WansfarmatU  Vun  gitdconqtne  d^entre  eux  par  les 
mbs^uHons  de  O,  Umt  groupe  ctant  donn4  par  m^v  ^ansformaniks 
disündes. 

Par  un  ndsonuemeut  analogue  on  voit  que  tout  groupe  conteou 
dans  G  d'ordre  nfi,  ß  ctant  moindre  que  a,  est  le  tmosform^  d'un 
groupe  contena  dans  g  par  une  substitutiou  de  et  qu'il  y  a  a« 
mohts  n^v  manicres  de  lobtenir  par  tratisformation.  II  est  en  effet 
poBsible  qu'il  y  en  ait  plus,  puisque  de  la  relation 

ou  ue  peut  coucluie 

M'k'^         (f  r 

ü  muin.s  qu  elk'  n  ait  lieu  pour  toute  valeur  do  a. 

?).  \niis  ;dl()iis  niaiiitniant  nous  occuper  du  groupe  //.  Furuiuus 
les  transt'oriiit'es  des  sul)stitutiuii.s  1B,0,  .  •  .  .  par  uiie  delles;  oomiue 
pur  eela  (ui  iie  lait  que  les  reproduire  tlaiis  uii  autre  ordre,  on  a  une 
substitutiou  entre  les  substitutious  6  elles  memes.  8i  ou  les  trans- 
forme  succeesiTemeui  par  tontes  les  substitutions  de  g,  on  a  un  grou|)e 
de  snbsütutions;  cela  r^suHe  en  effet  imm^atement  de  Tideutitö: 

06  - '  e«  - '  e„  o,  =  (e„  e,)  - '   (e«  e«) . 

Le  groupe  entre  les  0  (pi  on  ol)tient  de  cette  nuiuiere  est  nece.ssaireinent 
iutrausitif,  la  substitutiou  ideutiquc  au  moius  utant  invariable  par  les 
transfbrmationsj  mais  il  y  a  aussi  d'autres  snbeiituiions  invariables^ 
comme  nons  allons  voir.  En  effet  on  peut  r^unir  en  systemes  Celles 
des  substitutious  qui  s'^cbaugent  entre  elles  par  les  transformations; 
cela  faity  les  transformations  produicont  un  groupe  transitif  entre  les 
substitutions  de  chaque  syst^e.  Or  le  nombre  de  substitutions  6 
oontenues  dans  un  Systeme  est  uu  diviseur  de  Fordre  du  groupe  cor- 
respondant;  mais  on  voit  par  un  raisonnement  familier  que  l'ordre  de 
ce  groupe  est  ^gal  a  tt*  divise  jiar  le  nombre  des  kansfonnatious  qui 
ne  font  varier  aucune  des  substitutions  du  Systeme  considere.  Ainsi 
donc  le  nombre  de  substitutions  contennes  dans  cbaqnc  sjst<>me  est 
une  puissaiice  de  n.  La  Substitution  identique  €taut  invariable,  on 
doit  avoir  une  ^alite  de  la  forme 

»«  —  1 4- »,« +    -f  •  •  • 
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oü  l»'n* ...  Bont  Ifls  nombn»  des  snbstiiidionB  des  diTen  BjBÜmea, 
Cela  exige  qu'aa  moins  n  —  1  des  exposants  ah  , , ,  soient  nuls.  II  y  a 
dune  (laus  le  groöpe  g  au  moins  n  ^nbsÜtuüoDS;  y  coniprisc  la  Sub- 
stitution identiquOi  qui  sont  invariables;  en  d'autres  termes  il  y  a 
dans  g  au  moins  n  substittttions  ^changeables  ä  ioutes  ies  substituiioiis 
du  groupe. 

Or  puisque,  tleux  siibstitutious  t'tant  echangeables,  Iciirs  piiissauces 
le  süiit  eii^alcmeiit,  il  y  aura  tuiijours  parmi  los  subslitutions  «'cliaii- 
geables  a  toutes  les  autres  uiio  Substitution  donlre  n.  Soit  0,,  c«-tt«' 
Substitution,  et  soit  v„  une  foiiction  ratiounello  des  ./•,  invariable  j)ar 
Oy*  mais  variable  par  tuute  autre  Substitution,  et  represeutous  par 

yo  yi   

les  n"''  Talenre  qu'elle  prend  par  les  snbstitations  de  jjr.  En  effectuant 

dans  les  y  les  substitutions  de  g  on  anra  enite  ces  fonc-tions  un  groupe 
isomorphe  a  (j,  dont  Vordre  est  evidemment  n"~^  *£n  vertu  de  oe 
qui  vieut  detre  demoutre  ce  groupe  doit  conteoir  une  Substitution 
d  ordre  n  «'changeablo  a  toutes  les  substitutions  du  groupe.  Soit  main- 
tenant  9,  uue  substitutiun  correspondante  de  p.  Efl"eetu«'e  n  fois  de 
Buite  6|  doit  rameuer  toutes  les  if  a  leurs  places  primitives,  donc 

De  pluS|  si  9  designe  une  Substitution  qnelconque  de  g,  0|  doit  pro- 
duire  entre  les  y  1a  m^me  Substitution  que  satransform^  par  9,  c'est- 
ä-dire,  on  a 

Les  substitutions  0,/0,*  oonstitueut  evidemment  un  groupe  d'ordre 
n*.  Si  niaiutenant  on  forme  une  fonctiou  rationnelle  des  x  invariable 
par  les  6o'6/,  mais  variable  par  toute  autre  Substitution,  et  qu'on 
raisonne  sur  cette  fonction,  comino  nous  avons  raisonne  sur  on 
voit  que  g  doit  conteuir  une  Substitution  0.,  qui  remplit  ies  conditious 

En  Gontinuaut  ainsi  on  d^ontre  le  tii^r^me  suivant:  ' 
Tkiorime  HL  8i  Vwäm  <f «f»  girw^  est  n*,  n  etatU  premier,  une 
subsUMhn  gttdoonque  9'  du  groupe  peut  Htm  ea^primA  par  la  farmuU 

=  Oo-  e/Gj* . . .  e«-.!" 
^  ep-  =  1 

e,"  — 
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d  oü  Von  a 


e. 


On  voit  que  les  fnctours  de  composition  dn  gronpe  sont  tous  ogaux 
a  n,  noiis  pouvons  doiic  ononcor  coninio  corollaire  l:i  propnsition  snivante: 

/S'^  Vordre  (Yunr  rf/ufdimi  al(jrhri(juc  rsl  um  puissaticc  d'un  nomhrc 
premirr,  Irf/uation  r,s7  rrsoluUe  par  raillcaux. 

Sujtposoiis  (|nf'  Ic  groupe  g  soit  transitif  et  <|uo  le  n()nil)ro  des 
Icttres  soit  egal  a  ni^.  Daus  eo  cas  la  Substitution  quf  nous  avoiis 
iiomiiK'e  0„  est  niguliere,  cest-a-diro  qu  elle  deplace  toutes  les  lettres, 
et  que  toutcs  ces  cjcles  cn  contiennent  un  niOme  noiubre;  car  autrement 
eile  ne  serait  pas  ^demmoit  IchangeaUe  i  touies  les  subatitutioiiB 
du  groupe.  De  plus  le  groupe  sera  imprimitif ;  en  effet  les  subetitatioiia 
ramplaceront  les  leifareB  oontenues  dans  tm  m£me  cyde  de  %  par  des 
lettres  dW  mime  cycle.  Donc  r^oation  le  parlagera  par  la  ruo- 
latkm  d'ime  ^uation  de  degr^         en  ^qiutions  de  degr4  n. 

^^videmment  les  gronpes  de  ces  demi^res  ^nations,  ainsi  que  celui  de 
r^natiou  auxiliaire,  ne  contiendront  que  des  substitutions  dont  les 
ordres  sont  des  puissances  de  n;  les  ^uations  de  degr^  n  senmt  par 
suite  abeliennes.   Douc  : 

Theoreme  IV.  Si  k  ihyrc  d'unc  equatiofi  irrcdudihlc  est  nfl,  n 
tHant  jiremicr,  et  que  Vonirr  dr  son  ffroupr  soif  efjahwnit  jmr  jmifisavrr 
(In  n,  Vmir  qucJconqnc  de  st  s  racincs  se  detcrmimra  par  um  suite  de  ß 
vquations  (duliennes  de  dc<jrc  n. 

Pour  le  cas  n  =  2  cette  deriiÜTe  propositiou  a  t'te  dt'numtrt'e  par 
M.  J.  Petersen  (Gm  de  Liguiuger,  der  kuune  loses  ved  Kvadratrod 
etc.  Kj('>benhavn  1871). 

Ces  r^saltats  peuveut  meine  etre  gen^ralises.  En  effet,  si  l'ordre 
du  groupe  d'nne  ^natioa  est  egal  ä  fi'fliy  m  ^taat  moindre  qae 
on  a,  en  employant  le  th^r^me  1,  i)  =  0,  m«— Par  suite  toutes 
les  substitatiDns  du  groupe  sont  permutables  an  groupo  partiel  qne 
nons  avons  d^sign^  ^>  Le  gnmpe  se  r^nit  donc  k  A  Von 
adjoint  les  fonctions  qne-  nons  avons  dlsign^  par  yoS^i  •  *  •  >  ^  9^ 
sont  les  racines  d'nne  ^nation  dont  Tordre  et  le  degr^  scmt  ^ganx 
k  m.  Si  donc  I'eqnation  auxiliaire  est  resolnble  par  radicanX|  l'^nation 
dcnin^e  Test  egalement.    De  Iii  s'ensuit  comnie  consequencc  imm^diate: 

Theoreme  V,  Si  l'ordre  d^une  iguaUan  tUgebrique  est 


n  n^ 


AmU  premien,  H  de  plus  <m  a 
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n  >  n,«'«2*',w/» .... 

n..  >  «  .... 
l'cdUdtion  est  rrsdliihU  pnr  rddivaiix. 

4.  De  ce  qui  ini  i  i df;  an  tiro  aiissi  une  deiiKtiistiatiou  simple  du 
tlieori'nie  du  M.  E.  Matliieu:  Taut  (jroupe  traiisiltf  cufrr  ><*  -IcffrcSy 
n  desiynmd  un  ttotnbre  Premier^  contienl  une  substiiution  rcyuUire  d ordre 
«.  (Voir  le  joarnal  de  M.  Lionville  1861.) 

Soit  Q  un  groupe  transitif  de  degr€  n^m^  et  eoit  N  son  ordre. 
Ot  Jtf  est  dividible  par  n'm\  faisons  donc 

N'  etant  suppose  premier  a  nj  soit  de  plus  Cr'  le  groupe  d'ordre  f^N* 
qni  contieiit  lee  substitutions  de  Q  qoi  ne  deplaceut  pas  x^.  Mainteuant 
Q  contient  nn  gronpc  g  d'ordre  m'+z*,  et  les  sabstitutioDS  de  ce  demier 
qni  ne  d^plaoent  pas  formmt  on  groupe  g  ^  dont  noua  d^signerons 
Vordre  par  n^.  Or  ^  est  ^videmment  contenu  dans  O',  donc  on  a 

Mais  ai  Ton  desigue  par  r  le  iiombre  des  places  qui  soiit  succes- 
sivement  occupees  par  x^j  quaud  on  effectue  toutes  les  substitutions 
de  gf  on  a,  conune  on  sait, 

donc  ^  **"  • 

Le  nombrc  r  est  necessairement  une  puissanoe  de  d'aillears  ce 
qui  vient  d'ötre  demontre  pour  (B^  b  aussi  lien  pour  chacuiie  des  x, 
Donc  chaque  lettre  prend  par  le  groupe  g  un  nombre  de  places  qui 
est  une  puissauce  de  n  egale  ou  superieure  a  n" . 

Si  mainteuant  on  snpposc  m  =  1  ,  on  voit  quc //  doit  i-tre  transitif. 
Ci'la  etant,  g  doit  contenir  iine  sul)stitutinn  reguliere  comme  nous 
l'avoiis  deja  dit.    Le  tlieoröme  est  done  tli^niuntre. 

11  y  a  un  autre  cas  ou  Ton  peut  ("galement  di'niontrer  l'exist^^nce 
de  substitutions  n'gulieres.  Suj)posons  en  cfFet  «  =  1  avec  m  <  v. 
l'uisque  n'  >  mn^  on  couciut  quo  chaque  lettre  prend  par  les  sub- 
stitutions de  g  precisement  n  places  differentes.  Si  donc  m  r^unit  dans 
un  mftme  systtoe  left  letires  qui  s^^hangent  entre  elleSi  on  ani»  m 
syst^es  de  n  lettres  chacun.  Soit  maintenünt' c  nn  cyclo  d'nne  Sub- 
stitution de  c  repr^sentera  une  Substitution  circulaire  des  n  lettres 
d'un  mftrae  syst^e.  Or  si  une  autre  Substitution  de  g  fiut  subir  aux 
mSmes  lettrss  un  d^placemenl^  ce  d^placement  ne  sera  autre  chose 
qu'une  puissanee  de  ^  car  dans  le  cas  contranre  on  pounrait  des  deux 
substitutions  d^river  une  troisi^e  qui  ne  soit  pas  d'ordre  ».  Soit 
donc  0  une  Substitution  de     on  a 
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Ck  desigtiant  nne  substitniion  circulaire  enire  les  lettres  du  it^"*  systöme« 
Si  maintenant  r  <  tu,  lo  giou])e  (/  doit  contenir  trae  rabstitatioii  9| 
qui  permute  les  letiies  du  (r  -|-  l/*""  Systeme,  et  d  apres  ce  qui  fient 
d'dtre  dit  on  a 

les  nombres  d  t . ,     ponvant  Hre  nols.   On  en  tire 

Or,  puisque  lo  iioniltr«,'  des  systenies  est  inie'rienr  k  on  jieut 
d^termincr  p  de  sorte  qu'aucun  des  iiombres  1>  -f-  d  ,         f  -f-  $ 

iie  soit  egal  a  zero.    On  obtient  aiiisi   nnc  Substitution  ayanl  /•  -j- 
cydes.    Si  r  -f  s  <  m,  oii  determ  inera  ile  la  jueine  niauicie  une  sub- 
stitution  de  y  qui  a  plus  de  r -|- «  cydet»;  eii  coutiyuaut  aiusi  on 
finira  par  trouver  nne  substitotion  r^li^e. 

TMorhue  VI,  Une  groupe  iransiHf  enire  nm  lettres,  n  ekmipremier, 
ei  m<n,  amüeni  me  substikOion  r^guUere  d^orthre  n. 

En  vertu  de  ces  deox  th^r^mes  tont  groupe  transitif  enire  un 
iiombre  de  lettres  moindie  de  12  contient  des  subeMtotions  r^li^res. 
Mais  dejä  ponr  le  degre  12  il  existe  des  gronpes  transitift  qni  en  sont. 
depourras.   Ainsi  les  snbstitntions  du  gronpe  d^v^  de 

%  ~  (•'^O'^l'^i)  (•^*3'*'J^6)  (•^^ß'^T-'^H) 

9,  =  (JJC2X^Xt^)  {Xf^x^x-)  {^^'QX^QX^^) 
ip  ^  {X(^x^x^x^x^x^x^x^^)  (x2X^x^x^Q^ 

sont  semblables  les  unes  ä  6„ ,  les  antres  aux  puissances  de  9.  Un 
autre  exemple  est  le  gronpe  d^rive  de  Oq  0|  et  des  snbstitntions  snivantes 

(XqX'jXiXq)  {x.^X^)  {•J'^X^fX^Xii)  (^aa-'jg)  . 

Cos  deux  gronpes  sont  d'ordre  12,  et  caract^sent  des  eqnations  r^- 

lubles  par  radicaox. 

5.  Considerons  maintenant  les  j^rouj)e5?  transitifs  de  degre  premier. 
Soit  n  le  deL»re,  N  l'ordre  du  groupe.  Puisque  2f  est  divisible  par  n 
mais  non  divisible  par  n^,  on  a 

nv  {np  -f-  1) 

Supposous  les  lettres  rangdes  daos  an  ordre  tel  qn'une  Substitution 
circulaire  du  gronpe  est  exprim^  par 

e-li  »  +  1|; 

alors  les  snbstitntions  permntables  au  groupe  d^v^  de  8  sont  de  la 
forme 
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Or  est  6gal  ä  Vordre  de  ce  demier  groupe,  donc  v  est  ^al  aa 
nombre  des  subsiitations  du  groupe  donn^  qni  sont  de  la  fonne 

\k  a^'l;  V  est  ihmc  uii  divlsour  de  n —  1.    On  n  donc  ce  Ükioihüßi 

Th'orhne  VII.  L'onlvc  d'u»  grou^  trnmUif  entre  un  vomhre 
prrmirr  de  IcUres  est  de  hi  forme  nv  (»JJ  +  1)»  om  n  est  Ic  det/re, 
np  -f-  1  le  nomhrc  des  mbstdutions  rerfulurcs  esscntieUcmmt  diff'tretiffs, 
c'est-a-dirr^  qni  nc  sont  ]>as  <tts  pulssanecs  les  uius  des  aufrrs.  r(  oh  i' 
est  Ir  iioudnr  drs  suhsl/fiilions  de  la  foruic  \Jc  ak\,  um  Sul/StUtUioti 
circidnirr  qurhnnfpir  rtnut  drsnimc  ])/()'  \k   /:-{-  1 !  . 

Ces  resultats  sunt  vn  purtie  c.oiiim.s  par  les  reclierches  de  M.  E. 
Mathieij,  «jui  a  driiumtn!  quo  le  iiomljre  dos  sub.stitntions  circnlairos 
ossenlicllement  diHen  ntes  e«t  de  la  forme  nj^  -{-  ]  ,  et  qu  il  y  vn  a  au 

moins        uu  tel  uoiubre  pouvarit  etre  deUuit  des  \k  k      h\  cii  les 

tnuisfonDant  par  les  sulistitutions  du  groupe.  Ce  qu'il  faut  .ijoufcer 
aus  propositious  de  M.  Mathieii  pour  avoir  le  tbeoreme  ci-dessiis  cVsi 
donc  que  toutes  les  substitutions  circulaire':  penveiit  etre  deduiie  de  la 
manierc  mentionnee,  uu  poiut  sur  lequel  M.  Mathieu  semble  avoir 

COnserve  des  dontes. 

Qu'on  se  nipello  ici  ces  dcux  propositiüus  egaleiuent  diics  a 
M.  E.  Mathieu: 

1)  Si  p  >  0,  i>  HC  pnil  t'frr  njal  ä  I. 

2)  8i  i>  >       et  (p(c  n  soU  de  la  jornw  4/*  -f-       *'  peiU 
etre  eyal  «  2. 

Etant  donnc  Tordrc  N  d'un  groupe  tratisitif  entre  n  lettres,  notre 
ihforiime  perinet  de  d^nnlner  )e  nombre  des  substitutions  circulaires 
et  le  nombre  des  substitutions  permutables  an  groupe  d^riv^  d'une 
Substitution  circulaire.  £n  effet  v,  ^tant  moindre  que  fi,  est  com- 
pl^ment  d^termin^  par  la  oongruence 

—  ==  V  mod  n\ 

et  puis  on  a 

Prenons  pour  ezemple  le  groupe  du  dcgre  '  Q  etant  un  nombre 
pnunier,  que  l'on  peut  ddduire  dn  groupe  lin^ire     r  indices.   Si  r 

est  nu  nond)re  premier  iiupair,  il  peut  arriver  que  ^'^^ 
nombre  premier.   Faisons  donc 

g—  1 

N  «  (<r  -  U)       -  q-)  .  .  .  iq'  -  (/'    ')  . 
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Or  on  voii  aisenient  que  q  est*  une  i-iu-iue*  primitiTe  de  ia  congraence 

js^  =1  mod  fi; 

par  suite  un  a 

^  - 1  4.       -  2  _^  .  .  .  4-     4.  1  =  g)  g2)  _  .       _       -  . 

Si  maintenftot  oa  fait  ^ 

on  obtieut 

(r  -  3)    -  r)  '-'{r-  fr-*)=*-- 

c'es(-ik*dire 


Si  donc  on  choMÜ  les  indices  de  sorte  qu'ime  Substitution  circuliure 
est  repr^ntee  par  |A;  h -\-  l\,  le  ^oupe  contiendra  /*  substitutions 
de  la  fonne  |jk  ak\  aüYoir  les  \k  q'k\ ;  le  nombre  des  substitutions 

circnlaires  essentiellement  difffirentes  sera  ^  "y-ijf —     • . .  {<f — 

La  formule  N  —  nv  (np  -\'  1)  rt'cluit  consid^rableniejit  le  uoiiibre 
des  diviseurs  du  jjioduit  2  .'.)....  n  proj)res  a  desiguer  l'ordro  d'iiu 
groupe  traiibitif.  ISi  par  exeinplo  un  fait  m  =  7,  v  doit  etre  egal  ä  0 
OD  ä  3,  excepte  puur  les  equatiuns  resolubles  par  radicaox.  Mais  s  il 
existe  uu  groupe  d'ordre  ^  {Ip  \)  Q,  il  y  en  a  aussi  nn  d'ordre 
7  (7j}  -f  1)  3  Gontenant  Celles  des  substitutions  du  premier  groupo  qui 
Univalent  un  nombre  pair  de  transpositions.  Pour  avoir  les  valeurs 
de  7j>  -|-  1  BufHt  donc  d'examiner  le  cas  n  »3;  donc  7|)  +  1  doit 
etre  un  diviseur  du  nombre  2.  5. 4.  3,  et  par  cous^uent  ^al  &  un  des 
nombres  1,  2',  5.  3,  5.  3.  2^,  doot  le  troisi^me  doit  6tre  rejet^, 
puisqu'il  n'y  a  pas  de  groupe  d'ordre  5.  3  entre  6  lettres.  Ponr  11 
il  n'y  anra  que  15  cas  a  examiner  etc. 

Examinoiis  mainteuant  la  composition  des  groupes  en  question. 
Soient  donc  G  et  H  deux  groupes  transitifs ,  et  soit  G  coutenu  dans 
II  et  permutable  ii  .ses  substitutions.  Soit  de  plus  «  (nj)  +  1)  1/  l'ordre 
de  G,  et  de.siguons  jiar  9„0,  .  .  .  0,,/,  ses  8uV)stitutions  ein  ulaires  essen- 
tiellement difl'ereutes.  euntieiit  doiie  les  )i  p -\-  1  gr()U](e.s  d  ordre  11 : 
e,,' ,  ö,'",  .  ..Q„p''.  Si  Tun  trauslurmt'  ces  groupes  par  une  substitutiou 
circulaire  (|uelc(ui<(ue  de  II,  qui  sera  designee  par  B  ,  on  doit  les  re- 
produire  dans  un  autre  ordre;  oa  u  donc  une  Substitution  entre  les 
np  -\-  1  groupes.  Mais  on  voit  sans  peine  que  si  un  gruupu  0/  u'est 
pas  invariable  par  la  transfbrmation,  il  doit  faire  partie  d'un  cyclo  de 
n  groupes.  Donc  au  moins  un  des  groupes  est  invariable  par  la 
transformation.  Si  nooa  suppoaons  que  c'est  B^",  ce  groupe  est  pennu- 
table  h  ^,  d*Gix  Ton  condnt 

e'  —  eg*. 

En  effet;  si  Ton  choisit  les  indices  de  sorte  que 


Digitized  by  Google 


594 


L.  Snow. 


il  n'y  a  parmi  les  n  (n  —  1)  substitatioiis  \^  ak-{-h\,  aeuleB  permo- 

tables'ii  60'',  que  les  |A:  l'  -\-  h\  qui.  sont  d'ordre  ».  Tontes  les  sab- 
stitutious  cirenlsires  de  H  fout  donc  pariie  de  G. 

K^ciproquemeiit,  si  G  et  M  contienneut  les  mdmes  substitutioos 
ciTColaires  et  que  H  contienne  G,  H  est  compos^  avec  G.  Soit  ton- 
jours  n  {np  -j-  l)v  Tordre  de  G,  celui  de  H  sera  n  {np     1)  vy, ,  y, 

4t  _  1 

^tant  un  divueur  de  — ^*  Les  snbstitutions de la forme  \h  ai\  con- 

tenues  dans  H  sont  les  puissances  d'une  seule  d'entre  elles  j  designons 
celle*lä  par  (p  \  ceUes  qui  appartienneot  a  G  seroDt  par  cons^ueot  les 
puissances  de  Or  il  est  facile  i  voir  que  H  dMve  des  substi- 
tntions  Og  6| . . .  8»p  9.  En  effet  le  groupe  dinvi  de  ees  substitations 
est  contenu  dans  JS[\  de  Tautre  o6t^  son  ordre  ne  peut  &tre  moindre 
que  ft  {np  -j-  1)  paisqn'il  a  np  -f~  ^  subsiitutions  circulaires  et  trir, 
substitations  \l'  a  Jc\.  De  mome  G  derive  des  subsiitutions  6„  9,  .  . . 
B„j,  (f""' .  G  est  donc  permutable  aux  snbstitntions  do  //,  s'il  est  per- 
niutable  u  <p.  Or  cela  a  lieu,  car  premierement  les  transfdnm'es  de 
par  (p  sont  des  su})stitutions  circulaires  appartenaut  4  M 
et  par  suite  a  G\  secondenient  (p*>  est  <'changeal)le  a  (p. 

Ainsi  nons  avoiis  d('inontr»'  le  theoii'me  suivant : 

TJirurinir  VIII.  l*our  qnun  fironpr  fraiisifif  (h'  def/n'  prrmier  soff 
ronqiost'  itvrr  an  (/toupr  pnrticl,  II  faiit  t  f  H  siiffH  quo  le  secoiki  groupe 
l)066vdc  toutcs  Iva  siihslilHliöus  <irci(laircs  du  prcmicr. 

Soit  donnec  une  equatiou  dont  le  groupe  est  II.  Si  l'on  forme 
une  fonction  des  racines  invariable  par  les  substitations  de  6r,  mais 
Tariable  par  toute  autre  Substitution,  eUe  sera  ^Tidemmmt  racine  d'une 
^nation  ab^ienne  de  degr^  v^.  En  a^joignant  cette  fonction  on  r^nit 
le  groupe  de  l'equation  k  G, 

Si  donc  une  ^uation  irr^ductible  de  degr^  fi  est  oomposee,  eile 
devient  simple  par  Tadjonction  de  lä  racine  d'une  ^uation  abrenne, 
dont  le  d^pr^  est  un  diTiseur  de  n  —  1. 

En  suppusant  0,  on  retombe  sur  une  propri^^  oonnue  des 
^uations  resolubles  par  radicanz. 
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üeber  die  simultanen  Invarianten  binOrer  Formen. 
Von  Paul  Oobdan  in  Gibsbsn. 


Au  mehreren  Orten  habe  ich  gesseigt,  dass  sowohl  die  IiiTarianten 
(resp.  Covarianten)  einer  biuüren  Form  als  auch  die  simultanen  In- 
Tariaoten  mehrerer  solcher  Formen  durch  eine  endliche  Anzahl  In?a* 
rianten  als  ganze  Functionen  ausdrückbar  sind.  Das  System  dieser 
letzteren  nannte  ich  vollständig  (vgl.  Clebsch,  Theorie  der  binären 
Formen,  Leijtzii:,'  1872.\,  weil  die  simultaneu  Invarianten  seiner  Formen 
sich  als  ganze  Functionen  derselben  ausdrücken  lassen. 

Einer  der  wesentlichsteu  Sätze,  welche  die  Vollständigkeit  der 
Formeiisysttime  begründen,  ist  der  folgende: 

„Bildm  die  Formen: 

A^,   A,t  und  i^, ,   By 

vollständige  Formensystemef  dann  gieht  es  eine  endliclie  Anzahl 
ihrer  sinmltanen  Inrnrinnfni  (rcsp.  CovarKDiten),  durch  toeldte 
alle  übrigen  ah  (jama  Functionen  auifdrückbar  sind," 

Dieser  Satz  lebrt,  dass,  wenn  einzelne  binäre  Formen  endliche 
Invarianten-Systeme  besitzen,  ein  Gleiches  für  ihre  simultanen  Inva- 
rianten statttindet.  Ich  beabsichtige  hier  einen  neuen  einfacheren 
Beweis  für  denselben  zu  geben,  welcher,  wie  ich  in  einem  sj)äteren 
Aufsatze  zeigen  werde,  die  Ausdehnung  auf  ternüre  Formen  gestattet. 

§  1. 

Symbolische  Produkte.  Anordnung.  Redncible  und  aeqnlvalente  Formen. 
Ich  will  die  gegebenen  Formen  At  und  Bi  symboÜBch  durch: 

—  Oi^J^  Of,,»"*  

JJ,   ■  Ui^x      ™^  ••».•• 

bezeichnen;  ihre  Grade  sind  dann  die  Zahlen: 

m  ^ ,  in.,  . ,  .  niftf       n^y  •  >  •  n, ; 
die  grösste  derselben  sei  n. 
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Die  simultanen  Invarianten  la>:sen  sich  durch  syniV)olisfho  Pro- 
dukte (iarstellcn,  in  denen  nur  die  Symbole  a  und  h  der  Formen  A. 
ubd  J5  Torkommeu,  welche  somit  aus  symbolischen  Factoren: 

am,  6«,  (aa),  {bb),  (ai} 

ausamniengesetzt  sind. 

Diese  symbolischen  Produkte  soUeu  nach  der  Anzahl  der  in  ihnen 
auftretenden  Klammerfactoreu 

(aa)   {bh')  iah) 

so  geordnet  werden,  dass  zuerst  die  Formen  .1  und  7>  selbst  lu  stehen 
kommen;  ihnen  folgen  die  symbolischen  Produkte  P,  welche  nur  einen 
Klammerfactor  enthalten;  dann  die  mit  zwei  solchen  Factoren  be- 
hafteten u.  s.  w.  Die  in  (h'tsrr  Anordnung  frülier  auftretenden  symbo- 
lischen  Produkte  will  ich  frUJan  Fonnoi  nennen.  Symbolische  Pro- 
dukte, welche  durch  frühere  Formen  als  ganze  Functionen  ausdrückbar 
sind,  mögen  rcdurihvl  lieissen;  zwei  symbolische  Produkte  nenne  ich 
aqui/ahnf,  deren  jedes  durch  das  andere  und  frühere  Formen  aus- 
drückbar ist. 

Id  diesem  Sinne  lassen  sich  alle  simultanen  InTarianten  durch  die 
irredadbeln  Formen  als  ganze  Fanctionen  aasdrficken;  es  handelt  sich 
also  nnr  darum  zu  zeigen,  dass  die  Anzahl  der  irredncibeln  endlich 
ist.  In  dem  System  der  irreducibeln  Formen  darf  man  jede  Form 
durch  eine  äquivalente  ersetzen,  ohne  seinen  Charakter  als  solches 
zu  verletzen. 

§2. 

SymboliBehe  Produkte,  welche  einen  derFaktoien(aa')  oder  (hb")  hesitien. 

Um  die  irreducibeln  Formen  zu  erhalten  muss  man  alle  reducilx  ln 
ausscheideu;  hierhin  gehören  alle  diejenigen  symbolischen  Produkte, 
welche  entweder  einen  Factor  (aa)  oder  {hb')  enthalten.  Es  genügt, 
den  Beweis  f&r  die  einen  Factor  (aa)  besitzenden  zu  fahren,  da  sich 
das  Verfahren  auf  die  übrigen,  in  denen  ein  FWtor  {hh')  yorkommty 
flbertragen  ISsst.   Es  soll  also  der  Satz  bewiesen  werden: 

„EiUhäU  ein  symibdlisdies  Produkt  P  den  Faehr  (aaO^  dann 
lässi  es  sich  auf  frühere  symboUsehe  Früdukte  twrüdcßhren,*' 

Beweis.  Die  in  dem  Klammerfactor  (aa')  auftretenden  Symbole 
a  und  a'  mögen  den  Formen: 

A'^a^  ,  A^ü^' 

entnommen  sein.  ^  Das  symbolische  Produkt: 

(aa')*a/-*aV-* 

ist  eine  Form  mit  2  Reihen  Variabler  x  und  y  und  kann  daher  (vgl. 
Clebech  §  7)  als  Aggregat  von  Polaren  anderer  Formen: 
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dargestellt  werden.    Diese  letzteren  sind  simultane  Invarianten  der 
Formen  ^,  also  da  das  System  derselben  vollsi&ndig  ist,  ganze  Fonc- 
tiunen  der        Ihre  Polaren  sind  daher  such  ganze  Functionen 
l'olaren  der  .1  und  somit  ist  auch  F  eine  «^ninze  Function  solcher 
Polaren.   Ein  üleiches  kann  man  von  dem  symbolischen  Produkte: 

(aa*)*«»,«»,  «»r-Ä«'».  •  •  •  '^•-» 

beweisen,  worin  die       und  f/,  beliebi/^e  \'iiriable  bedeuten. 

AuH  /'',  entsteht  al)er  das  synibolische  l'rodukt  P  dadurch^  dass 
man  Pactoren  ax^  und  a^l  passend  durch  Factoren: 

a» ;  a; ;  (ao*) ;  (a  o,)  ;  (ab) ;  (a  b) 

ersetzt  und  sodann  mit  einem  keines  der  beiden  Symbole  a  a'  ent- 
haltenden symbolischen  Factor  mnltiplicirt. 

Dieselben  Operationen  kann  man  in  dem  angedeuteten  Ausdrucke 

von  7^  ausführen,  iu  welchem  F  als  ganze  Function  der  Polaren  der 
Formen  .  1  dargestellt  wurde.  In  dieser  Darstellung  Ton  F'  treten  gar 
keine  Klammerfactoren  auf;  man  erhalt  also  dann  auch  für  P  ein 
Aggregat  symbolischer  Produkte welche  mindestens  k  symbolische 
Factoren  weniger  als  P  enthalten.   Somit  ist  P  reducibeL 

§3. 

Symbolische  Produkte  (P)  und  ihre  Aequivalenz. 

Mau  kann  nach  dem  vorigen  Satze  alle  symbolischen  Produkte, 
welche  einen  der  Factoren  (««'),  {bb')  besitzen,  als  reducibel  aus- 
scheiden und  braucht  von  jetzt  an  nur  noch  die  symbolischen  Pro- 
dukte zu  untersuchen,  in  denen  nur  die  Factoren: 

öx,  hjc,  (ab) 
Torkommeu;  ich  will  sie  durch  (P)  be/eielinen. 

Die  sjrmbolischen  Produkte  (P)  sind  keineswegs  von  einander  un- 
abhängig; vielmehr  kann  man  sie  mittelst  der  bekannten  Identitäten: 

a;  [ah)  =  a,  (ah)  +  6x  (aa') ;  K  (ah)  =  6,  (ab')  —  (hh') 

auf  einander  zurückführen.  Ersetzt  mau  in  einem  Produkte  (P)  den 
Factor  n'j.  (ah)  durch  seinen  Werth  aus  der  ersten  Identität,  dann 
erhält  man  die  Summe  zweier  symbolischen  Produkte,  welche  dieselbe 
Anzalil  Klamniertactoren  wie  P  besitzen  und  von  denen  das  letztere 
nach  §  2  reducibel  ist.    Hieraus  folgt  der  Satz: 

^Frsctzt  man  l)i   tincm  si/niholisrhcn  Froduhk  (P)  einen 
aymhuUachvH  Factor  a'x  (ah)  durch      (ah)  oder  einen  symbo' 
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Jischrn  Faltor  h,  (ah)  dumh  5«  (ab'),  dann  erhaU  man  eine 

äquivcUenie  Form." 
Von  jedem  symbolischen  Produkte  (P)  aus  kann  man  durch  mehp* 
fache  Aiiwendang  dieser  Operation  zu  jedem  audern  ajmbolischen  Pro- 
dukte gclaniroii,  ^velches  dieselben  Syinbolo  iiinl  oine  gleiche  Ansahl 
von  KlammertHctoren  l)esit/t.    Hieraus  folgt  der  »Satz: 

„Zwei  symbolische  Froilukte  (F)  sind  äguivalenif  ¥fenn  sie 
gleichviel  Khnnmerfactorcn  bcsUeen  vnd  wenn  in  ihnen  die- 
sdben  Symbole  vorkotHmen*" 

S  4- 

Criterlen  der  Reducibilit&t.   Charaktere.  Zahlensystem 

Diejenigen  symboUsdien  Produkte  (P)  sind  reducible,  für  welche 
äquivalente  Formen  existiren,  welche  wirkliche  Produkte  (P,)  .  (Pj 
von  Formen  (7*,  )  und  (7^,)  niedrer  (nicht  O''')  Ordnung  in  den  Coeffi- 
cienten  sind.  Dieser  Fall  tritt  daun  ein,  wenn  ein  syniboliacheä  Pro- 
dukt (P,)  existirt,  welches  nur  in  (P)  vorkommende  Symlmle  enthält 
und  bei  welchem  weder  die  Anzahl  der  symbolischen  Factoren  noch 
die  der  l''ar((>rt'ii  hj.  noch  die  der  Factoren  (ab)  (/rösscr  als  in  (P) 
ist,  Avähreiid  niimlcstens  eine  dieser  Zahlen  Jdt  i)icr  als  iu  (P)  ist. 

Um  die  BegriÖe  schärfer  zu  lixircn,  will  ich  fol^'ende  Beziehungen 
einführen.  —  Die  Anzahl  der  rnsrJiirdi  uen  in  (P)  auftretenden  Sym- 
bole, welche  die  Form  A^  darstellen,  soll  durch  A,  bezeichnet  werden; 
desgleichen  die  Anzahl  der  verschi€d€nc7i  die  Übrigen  Formen: 

f      •  •  •  '^it  t  -^i  t  -^i  •  •  • 
daratellenden  Symbole  durch: 

h>2  y  7iß  •  •  •  •  h^  f  ^'i  j  ^2  •  •  •  •  J(p 
endlich  die  Anzahl  der  Factoren: 

<7j. ,  hj.  und  {ab) 
durch  N^,       und  m.    Diese  Zahlen 

hy  .  .  .  hft  k^  .  .  .  Z-,  ,  ^, ,       ,  m 

nenne  ich  die  Charaktere  der  Form  (P) ,  zwischen  ihnen  bestehen  die 
Kehitionen : 

^1^^  I  iV,  -j-  m  -}-  h.,m^  .  .  .  h^iHu 

I  N,  -{-  f n  =  AjM,  -f-  k.^     .  .  ,  .  kytir 

Jedem  Zahlensystem  //,  m,  welches  diese  Uelatiorien  hefrieditjt, 

ent.sprechen  eine  Anzahl  synibnlischcr  Pi(M]iikte  ( P^,  deren  Charakter»* 
diese  Zahlen  sind;  alle  diese  s^'mbuiischeu  Produkte  sind  nach  §  o 
äquivalent. 
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Ist  das  sjmbolisclie  Produkt  (7-*)  reducibel,  dann  giebt  es  ein 
symbolisches  Produkt  (P,),  dessen  Charaktere  nicht  grösser  sind  als 
die  entsprechenden  von  (P),  während  mindestens  einer  der  Charaktere 
von  kleiner  ist,  als  der  entsprechende  von  (P).    Uieraus  folgt 

der  Satz: 

„Em  symbolmJtea  Produkt  (P)  ist  redueibd    toem  ein 
ZahJensifstem: 

/ii  I      •  •  •  hfl  )  ^1  * » *  kp  f       f  N2  t 

existirt,  wdehes  die  Formdn  befriedigt: 

und  in  welchem  Ttcine  Zahl  grösser  und  mindestens  eine  ZaM 
kleiner  ist,  cUs  die  entsprechet}  den  Charaktere  von  (P)*. 
Solche  Zahlensysteme  will  ich  Zahlensysteme  S  nennen.  Ein  sym- 
bolisches Produkt  (P)  ist  mithin  rediu  ibel  oder  uicht^  je  nachdem  fUr 
dasselbe  ein  Zahlensystem  S  existirt  oder  nicht. 

§  r>. 

S0M118B  von  fi  auf  II  +  1.  Symbolisolid  Produkte  Q  und  B, 

Die  symbolischen  Produkte  (P)  kann  man  je  nach  den  Formen 
A,  Ji,  deren  Symbole  in  ihnen  auttreten,  in  Ciruppen  eintheilen.  Die 
einzigen  symbolischen  Produkte  (P),  bei  denen  nur  eine  dieser  Formen 
darch  Symbole  vertreten  ist,  sind  die  Formen  Ä,  B  selbst  In  die 
2^  Gruppe  gehören  sodann  die  symb.  Produkte  (P),  bei  welchen  2  der 
Formen  A,  B  durch  Symbole  yertreten  sind;  in  die  3^  Gruppe  die- 
jenigen bei  denen  es  3  sind  u.  s.  w.,  in  die  letete  Gruppe  endlich  die 
symb.  Produkte  (P),  in  denen  Symbole  tiUnrntlieher  |»  +  v  Formen 
vorkommen.  —  Soll  die  Anzahl  sammtlicher  irreducibler  Formen 
endlich  sein,  so  muss  dies  auch  für  jede  dieser  Gruppen  der  Fall  sein; 
befinden  skh  umgekehrt  in  jeder  Gruppe  eine  endliche  Anzahl  irre- 
ducibler Formen ,  dann  ist  auch  die  Anzahl  aller  irreducibler  Formen 
(P)  ondlicli.  —  Beim  Beweise  dieses  Satzes  für  jede  solche  Ctruppe 
kann  mau  voraussetzen,  er  gelte  bereits  für  die  friUieren  (iruppeu.  — 
Hier  wollen  wir  unsern  »Satz  für  die  letzte  (»ruppe  beweisen,  also 
voraussetzen,  er  sei  für  die  früheren  Gruppen  bewiesen.  Hieraus  folgt 
dann  seine  allgemeine  Gültigkeit. 

Ich  will  die  Formen  {F)  in  zwei  Arten  Q  und  Ji  eintheileja;  zur 
ersteren  rechne  ich  diejenigen,  bei  denen  mindestens  einer  der  Cha- 
raktere     h  etwa  Av  5^  n  ist  (n  ist  im  §  1  als  gr5sster  der  Exponenten 

tii  definirt),  zur  zweiten  die  Formen  (P),  deren  sämmtliche  Cha- 
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raktcr»»  /' ,  /.  «grosser  als  n  sind.  —  Von  dtMi  Fonnen  2  behaupte  ich, 
(lass  <k'  sich  auf  ein«*  eti<lliche  Auzahl  reduciren  lassen,  von  den 
i'ormeu  B,  dass  sie  reducibel  sind. 

§6. 

Die  Formen  Q  sind  Formen  K  äquivalent.  Die  Ana&hl  d«r  Irrodnetibelii 

K  ist  endlich. 

In  dem  symbolischen  Produkte  treten  k  «=  1',.  <  n  Terschiedene  die 
Form      darstellende  Symbole  auf,  ich  will  sie  durch: 

6,,         .  . .  hrj^ 

allgemein  durch  />,  hozciehiieu.    Ersetzt  man  in  Q  nach  VVeglassung 
der  synibohsclien  Factoren  by  j-  die  Klammerfactoren  (a5,)  durch 
dann  erhält  man  ein  symbolisches  Produkt  G,  welches  keines  der 

Symbole  enthält. 

Nadi  der  f)  f^eina(  Ilten  Voransset/Aiiip  ist  die  Anzahl  der  nur 
die  übrigen  Symbole  enthaltenden  irreducibeln  Formen  (Pj  endlich, 
liezeichuet  man  dieselben  durch: 

C^i  f  C2 ,  ■  >  • « 

dann  ist  nach  §  4  6r  einer  dieser  Formen  oder  einem  Produkte: 

TT  ^=  Cj  •  Oj  •  <  ■ 

ä(]uiva1ent.  Ersetzt  mau  in  TT  eine  paaeende  Aniahl  Faetoren  o» 
durch  {abp)  und  multiplicirt  man  sodann  mit  den  erg&nzenden  Fac- 
toren hp,g  f  dann  entsteht  ein  symbolisches  Produkt  h,  welches  nach 
§  3  dem  symbolischen  Produkte  Q  iquivaleut  isi  —  Hieraua  folgt 
der  Satz: 

„AUc  symboUachen  Vr<t<lnhtc  Q  aifid  symholiscJini  Produkten 
K  äqukaletUf  wdche  atts  Formm  C  und  ihren  Produkten  ent- 
stehen,  indem  man  Faetoren  a^  dureh  {ah^)  ersdetund  mU  er* 
ffiinzrnden  Fnitorm  hr,x  nndtiplicirt." 

In  den  Formen  A'  kommen /<»  =  //  verschiedene  Symbole  der  Foim 

7?,  vor;  jedes  dieser  Symbole  kommt  n.  Mal  vor,  mithin  existiren  in 
A'  h  .  p,  synibolisclie  Factoren,  welche  ein  Symbol  enthalten.  Die 
Anzahl  der  Klamnierractoren  (^^f^^r)  i^it  daher  nielit  grösser  als  h  . 
mithin  kleiner  als  11'.  Aus  den  Produkten  TT,  welche  mehr  als 
Factoren  haben,  entstehen  daher  Formen  A',  welche  Fat  toren  C  be- 
sitzen, also  reducibel  sind.  Die  irreducibeln  Formen  A"  dagi-gen  ent- 
stehen aus  Produkten  TT  von  weniger  als  Factoren,  ihre  Anzahl  ist 
also  endlich. 
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Aus  der  zwischen  den  C'barakteren  eines  s^mb.  Produktes  22  be- 
stehenden Belation  (§  4.  F.  I): 

N^  -\-  m  =  h^  m^  -j-  h^m^  •  .  •  Ji,,ft^f, 
ei^iebt  sich  nach  den  über  die  Formen  S  gemachten  VorauBsetsiingen 
die  Formel: 

-^l  +  +     '  "'i  +      +  •  •  • 

und  hieraus  mindestens  eine  der  Ungleichungen: 

N^  >  w»,   oder  m^nm^^ 
Für       >  m^  ist  das  Zahlensystem: 

J^/  » 1 ;  A,'  io.  A,' . . .  .  X;/  »  . . .  jb/  »  0  *  j\r, » in , ;  J^,  —  m  0 
für  m^mif»!  das  Zahlensjstem: 

kimmn^  \  ki'^mi ;  •  •  •  V"^'  •  •  •  •  ^'=0;  jr,»Jf,t»0<  m«i4W|n, 
ein  Zahlensjstem  S.  (§  4).   In  beiden  Fallen  ist  also  JR  redncibel. 

'Der  Beweis,  dass  in  dem  combinirten  Systeme  der  Formen  Ä,  2t 
nur  eine  endliche  Anzahl  irreducibler  Formen  vorkommt,  dass  also 
dies  combinirte  Formensjstem  ein  endliches  isl^  ist  damit  geliefert. 

Glessen,  den  8.  April  1872. 
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Von  Carl  Nbomanm  in  Leipzig. 


Befindet  sich  ein  System  ponderabler  Körper  in  beliebiger  Be- 
wegung, wahrend  gleu  li/citig  im  Innern  eines  jeden  irgend  welche 

<']«'ktrisciie  V(ir<riiiii;o  ötiittiiiiden,  so  werden  die  in  Betnu  lit  kommenden 
Krälte  Liadi  ihrem  Ursprung  (d.  i.  nach  ihrer  Enidchutigswvisc)  einzu- 
theilea  sein  in 

(a)  ordinäre, 

(b)  elektrostatiscJWf 
(e)  ddsirodifnamische, 

wobei  als  ordinä-re  KrSfte  alle  dft^enigen  beieicliDet  sein  sollen^ 
welche  den  ponderablen  Massen  inhärent  sind,  ferner  als  elektro- 
statische iille  diejenigen  (theils  ponderomotorischen  theils  elektromo- 
torischen) Kriilfe.  welche  herrühren  von  den  elektrischen  Ladungen, 
endlich  als  elektrodynamische  alle  diejenigen  (wiedcfrum  theils 
])onderomutoriächen  theils  elektromotorischen)  Krat'te,  welche  herrUbren 
von  den  elektrischen  Sfroitiuhfjf  n. 

Es  handelt  siih  liier  vor/,u<j.sweise  um  die  Kräfte  (c),  also  um  die 
Kräfte  elt;ktrodynamiMhen  l  rsprnngs. 

(cij  Das  pondcroniof arische  Ekuantargcsctz  , 

dieser  Kräfte  (c)  ist  bekanntlich  schon  von  Ampöre  aufzustellen  Ter» 
sucht  worden.    Sodann  ist  später 

(cn)  das  eUktronu^ische  Elenientargeaetg 

dieser  Kräfti'  von  ^Veber  z)i  er uiren  versucht  worden.  Doch  unterliegt 
es  keinem  Zweifel,  dass  wir,  trotz  der  eben  genannten  grossartigen 
und  Epoche  machenden  Arbeiten,  von  einer  endi^iltigen  Eenntniss 
jener  beiden  Gesetze  nocii  immer  weit  entfernt  siiid.  Ebenso  wenig 
kann  audrerseits  bezweifelt  werden,  dass  die  definitive  Feststelluug 


')  In  etwue  vciän<l(rter  FoTQi  wiederholt  ans  den  SitsaiigtbericbteD  der 
Ktoigl.  Sädu.  Ges.  der  Win.  vom  3.  Augiut  1872. 
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jener  beideo  Gesetze  eine  der  wichtigsten  Aufgaben  ist,  welche  im 

ganzen  Gebiete  der  Physik  unserer  gegenwartigen  Zeit  vorliegen. 
Dieser  Aufgabe  sind  die  nachft)lgenden  Zeilen*)  gewidmet. 

Ziinilclist  wird  in  §  1,  die  Frage  erörtert  werden,  ob  für  das 
(fesetz  (ci)  ein  l'nt'iiiail  cxistiren  kann.  Sodann  soll  in  §  2.  ein 
betrachtender  Blick  geworfen  werden  auf  diejenigen  Arbeiten,  welche  zur 
Enttleckung  der  (Jesetze  (ci't  und  fcn)  bisher  uuteniomnien  worden 
sind.  Endlich  soll  in  §  .'1.  gezeigt  werden,  dass  ein  zieniliih  siclurer 
Weg  existirt  zur  Aut'lindung  des  (Jef^et/.e.s  (cn^  .s<ilial(i  man  da.s  Gesetz 
(ci)  als  IxJ.aiUit  voraussetzt,  nändich  als  ft.vststehend  betrachtet  in  der 
demselben  von  Ampere  gegebenen  Fassung. 

.   Ueber  die  Frage,  ob  ein  PotentiAl  odstiieii  kann  ffir  die  pondieromo- 
torisehe  Elnwlrknng  einielner  elektrischer  Stromelement«  auf  einander. 

Sind  .1  und  />'  zwii  1  )i;ihtriiige,  welche  diirchtlossen  sind  V(tn 
glriclif  o)  tin(/r)i  '*'*)  elektriselie]i  St  ri  nnen  .7,^  und  J, ,  so  wird  das  l'ofoititil 
P  der  beiden  Stnuuringe  auf  einander  —  nach  der  von  meinem  Vater 
gegebenen  Deliuition  —  dargestellt  sein  durch 

die  Integration  ES  ausgedehnt  gedacht  Ober  alle  Elemente  Ds^  und 
Dsy  der  beiden  Ringe.  Dabei  bezeichnet  r  die  gegenseitige  Ent- 
fernung der  Elemente  Ds^j  Dsy\  ferner  haben  a-,  die  be- 
kannten Bedeutnugen: 

wo  die  RicfUunff  r  gerechnet  sein  soll  von  Ds,  nach  Ds^,  hin.  End- 
lich reprasentiren  und  h  zwei  Gonstanten,  von  denen  die  letztere 
ad  libUum  gewählt  werden  darf,  weil  das  Integral 

jederzeit  Null  ist,  wie  beschallen  die  beiden  Ringe  hinsichtlich  ihrer 
Form  und  relativen  Lage  auch  sein  mrin-en.  Diese  JDetüiitiuil  deö  Po- 
tentiaies  P  zu  (i runde  gelegt,  gilt  folgender  Üdtz: 


*)  Ks  --iinl  lii.  sf-  Zi  ilcn  als  ein  Auszug  zu  betrarlitcn  aus  einer  umfangreichen 
üutersucliuug,  welche  denmüchst  als  sepanitos  Werk  in  der  Teubue  r'uchen  Ver- 
lagsbuchhandlung erscheiuea  wird  unter  dem  Titel:  „Die  tleklrinc/tctt  Kräße."^ 

**)  Der  in  einem  Drahte  vorhandene  elektrische  Strom  mag  ^eUAßrmig  oder 
unfiln'chß'rini'j  genatint  werden,  jenachdi  m  dir  Strom&tarke  nm  eise  Fonction  der 
Zeifc,  oder  aber  eine  Function  von  Zeit  und  Bogenlänge  iit. 
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Befinden  mch  die  StromriDge  A,  B  in  beliebiger  Bewegang,  so 
wird  die  wahrend  eines  Zeitelementes  di  von  B  auf  A  ausgeübte 
ponderomotorische  Arbeit  dS  ^  dargestellt  sein  durch: 

(2)  rf,+  ||,rf^+...), 

voransfjosptzt,  dass  man  uiiler  n,  it\  ....  irgend  welche  Parameter 

verstellt,  durcli   deren  ^^'erthe  die  räiiiiiliche  l^aj^e  des  Rini^es  A  sich 
hesfirnmt  mit  Bezug  auf  ein  alisolut  uiihewegliclies  Axensystem,  iV-rner 
unter  f/;r,  (/t',  ....  die  Zu\vü<  lise  rlieser  Parameter  während  der  Zeit  dt, 
Oder  kürzer  ausge<lriiekt  :   Für  jedes  Ztitcloiicni  ist  die  vom  Rittffe 

•r  *  > 

7>  auf  dt')i  RiiKf  Ä  (nisi/i  iihfv  jioudcrumoforisrlic  Ai  hcit  tih  h  ii  detn  neija- 
tiioi  partielirn  Ztiwiulis  den  Fotentiahi  F,  genommen  nach  der  räum- 
lichen Lage  von  A. 

Dieser  Sats  ist  darch  eine  leichte  Verallgemeinernng  ans  den- 
jenigen Suisen  henrorg^^angen,  welche  von  meinem  Vater  aufgestellt 
worden  sind,  speciell  mit  Bezug  auf  parallel  fort^dtreUende  oder  drehende 
Bewegungen. 

Das  Potential  P  (1)  kann  so  dargestellt  werden: 

(3)  F^SZ  pDs^Dsi, 
wo  alsdann  p  definut  ist  durch  die  Formel: 

(4)  pDs,Ds,  Ä^J,J,         "^^"-i  +  i=*?2!l»i£2!»!)  Ds,Ds, . 

Andererseits  kann  die  Arbeit  dS  ^  dargestellt  werden  durch: 

(5)  dS'^^ZZd.V, 

wo  alsdann  JN,,'  diejenicre  Arbeit  vorstellt,  welche  ein  elnzelncti  Element 
des  Ringes  />  ausübt  auf  ein  cmzclnes  Element  Dsq  des  Ringes  A. 
Durch  Substitution  der  Werthe  (3),  (5)  gewinnt  der  oben  genannte 

in  (2)  enthaltene  allgemeine  Satz  folgende  Gestalt: 

(6)  2?ZrfV  — IT^df  dar'  +  . . .  .)2)«oI>«i. 

Die  von  Ii  auf  A  ausgeübte  Arbeit  ist  also  —  können  wir  sagen  — 
von  solcher  Reschaffenheit ,  als  würde  von  jedem  einzelnen  Element 
Ds^  auf  jedes  einzelne  Element  2)s^  eine  Arbeit  dS^^  ausgeübt  von 
dem  Werthe: 

(7)  dS,<  dl  d«  + 1|.  d»' +  . . .)  i)«,-D», , 

Jene  frühere  Formel  (2^1  ist  zu  bezei(  buen  als  ein  für  zwei  gleich- 
förmige Stromringe  gültiges  JntegralgesetJii\  andererseits  wird  die  Formel 
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(7)  zu  charakterisiren  sein  als  ein  aus  diesem  lutegralgesetz,  durch 
Bepartirung  auf  die  einzeliieii  Elemeuteopaare ,  ach  ergebendes 
Elmentargesäf» 

Selbstverständlich  ist  ein  solcher  Process  der  Repartirang  Tom 
mathematischen  Standpunkte  aus  ?ollig  unberechtigt,  ebenso  unbe- 
rechtigt» als  wollte  man  aus  ein«r  gegebenen  Gleichung  a  d  «  «  -f- 
den  Schluss  ziehen,  dass  a  — >  ft  und  fi  sein  müsse.  Auch  würde 
die  Formel  (7)  ein  Elemeutargesetz  reprüsentireu,  welches,  wie  leicht 
zu  fibersehen,  mit  dem  Amper  eschen  Elemeutargesetz  in  Wider- 
spriuli  steht. 

Doch  könnte  man  die  Dinge  von  einem  amiern  Standpunkte  aus 
betrachten.  Man  konnte  nämlich  behaupten,  wirkbcli  durch  Erfahrung 
eonstatirt  sei  das  A mper e'ncho  Riementargesetz  keineswegs,  sondern 
nur  das  ans  diesem  sich  eri^eitemle,  durch  (2)  angedeutete,  Inte^nab 
gesetz.  DeragemiUs  habe  jvihs  (oidcrc  Elementargesetz,  falls  dasselbe 
nur  ebenfalls  hinh'ite  zu  jenem  Integralgesetz  (2),  (fh iiln  Berechtigung 
wie  das  Ampere  sehe.  Der  Aeceptirung  des  durch  (7j  ausgedrückten 
neuen  Elementargesetzes  an  Stelle  des  Ampere'schen  stünde  also  kein 
Bedenken  entgegen;  ttberdiess  &lle  zn  seinen  Gunsten  noch  der  Um- 
stand ins  Gewicht,  dass  dasselbe,  dem  Ampere'schen  gegenüber,  den 
Vorzog  habe>  vertraglich  zu  sein  mit  der  Existenz  eines  elementaren 
Potentiales;  dam  dieses  fMU«  Elementargesetz  (7)  einmal  acceptirt,  sei 
offenbar  der  Ausdruck  pDs^Dsi  nichts  Anderes  als  das  Potential  der 
Elemente  Ds^  und  Ds^  aufeinander. 

Auf  solche  Empfehlung  hin,  mag  nun  das  proponirte  neue  Ele- 
mentargesetz (7)  einer  genaueren  Betrachtung  unterworfen  werden. 
—  Der  Ausdruck  pDSi^Da^,  (4),  ist  abhängig  von  den  Orten  ^  zu- 
gleich aber  auch  von  den  liichtiingcn  der  Elemente  Dsq,  Ds^.  Jenem 
neuen  Elementargesetz  (7)  zufolge  ist  daher  die  ponderomotorische 
Einwirkung  dieser  beiden  Elemente  auf  einander  von  solcher  Art,  dass 
durch  sie  eine  i/r(cifi.sc  (nämlich  von  Null  verschiedene)  Arbeit  z.  B, 
auch  dann  verrichtet  wird,  wenn  das  eine  Element  fest  aufgestellt, 
das  andere  aber  in  Umdrehung  versetzt  wird  um  seinen  eigenen 
Mittelpunkt.  Mit  anderen  Worten:  Jenem  Gesetze  (7)  zufolge  besteht 
die  ponderomotorische  iMiiwiikung  zweier  htromelemente  aufeimmder 
nicht  nur  in  gewöhnlichen  promovireuUen,  sondern  daneben  noch  iu 
gewissen  rerolvirenden  Eiafieu*). 


*)  Man  «ntencbeidet  zwischen  translatorischen  Kräften  eioerseit»  und  zwischen 
Koppelkrftften  oder  Drelninfifsmometiten  andererseits.  Es  mai?  mir  hier  der  Be- 
quemlichkeit willen  gebtattet  sein,  die  er^teru  uls  jjromovirende  Kräfte  oder  kürzer 
i\i  Promoventen,  die  letstern  als  revohirmde  Kräfte  oder  kfiner  als  BeootverOen 
sa  beseiclmeii. 
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'Im  hdchsten  Grade  bedenklich  mOssie  es  wohl  sein,  wenn  man 
iigend  ein  Elementargesets  adoptiren  wollte,  welches  in  Widerspmdi  steht 
mit  dem  allgemeinen  Prindp  der  Action  nnd  Reaction.  Zn  unter- 
suchen ist  daher,  ob  jene  durch  das  Elementaigesetz  (7)  zwischen 
zwei  elektrischen  Stcomelementen  Dsq,  Dsi  indicirten  Promorenten 
und  Revolventen  den  Anforcloningcn  dieses  Princips  Genüge  leisten, 
ob  diese  Promoventeu  und  llevolventen  von  solcher  Beschaffenheit 
sind,  dnss  eine  gegenseitige  Zerstörung  derselben  eintritt,  subald  die 
beiden  Elemente  starr  mit  einander  Terbundcn  gedacht  werden.  Eine 
derartige  Untersuchung  ISsst  sich  leicht  anstellen  und  führt  zu  folgendem 
Ergel)jiiss: 

Sniloi  dir  (Ihi  cIi  das  neue  Eh  iuctdari/csrfz  (1 )  .:n  is()/cu  irr/ciid  zwei 
clc/.lrisi  licti  SfrtDiicli'tin  vfrii  tndirtrtrn  ptntdi  roniotin  isrlieti  Vromorenten 
vnd  Jirvolrodi  n  (hm  n  llif(  in'  inrv  Pt  iin  ip  der  Adlon  und  lieaetion  rnf- 
itprcehcn,  so  ist  erfordi  rlit  it  und  ousreidtend,  dass  der  bisher  unhesfiinntt 
gelassenen  Constanten  k  der  Werth  1  zuerlnnnt  werde.  Die  Con- 
stante  k  in  dieser  Weise  einmal  festgesetzt,  gewinnen  fibrigeus  jene 
PromoTenten  und  Revolventen  eine  sehr  einfache  Orientimug,  indem 
die  erstem  zusammenfallen  mit  der  Verbindungslinie  r  der  betrachteten 
Elemente  Ds^ ,  Dsi ,  und  die  letztern  senkrecht  zu  stehen  kommen 
gegen  die  mit  Ds^,  Dst  parallele  Ebene.*) 

Der  Annahme  des  Gesetzes  (7)  scheint  also  kein  Hindemiss  ent- 
gegenzustehen. Wflrde  doch  auch  die  damit  verbundene  Fixirung  der 
('oiistanten  k  in   ffutem    Einkhing  stehen  mit  den  Ansichten  von 

in  holtz.  —  Auf  diese  Ueberleguni^ren  gestützt,  hatte  ich  in  der 
That  zu  Anfang  des  gegenwärtigen  .laliros  jenes  neue  ponelernmofo- 
risehe  Elcmentargesetz  (7)  in  sorL,'f iiltigster  Weise  untersucht,  und 
z.  H.  gcfuTideii .  (lass  deniscll)cn  zur  vSeite  gestellt  worden  kann  ein 
nicht  niimler  einfaches  flcIdrmNoforisrhes  Eleiii-Mitargesetz ,  und  dass 
beide  (Jesrtze  zusaninieii  gi  nomnicii  den  AufordeDiiigeii  des  allgemeinen 
Axionies  der  lebendigen  Kraft  in  bester  Weise  entsprechen. 

Da  traten  idötzlicli,  vor  etwa  drei  bis  vier  Monaten,  Jlindernisse 
mir  ^11  den  Weg,  welclie  ich  für  unübersteiglicli  lialte,  und  welche 
midi  nöthigten ,  den  mit  Mühe  gebahnten  Weg  vollständig  zu 
verlassen. 

Denkt  man  sich  nämlich  den  Stromring  Ä  zusammengesetzt  aus 
zwei  Theilen,  von  denen  der  eine  a  drehbar  ist  um  eine  feste  Axe 
MNf  während  der  andere  a'  eine  völlig  feste  Aufstellung  besitzt,  und 


•)  Darunter  ist  zu  verstebea,  dass  die  bekannten  fjeometrinchrn  CharaHeris- 
iikm  dieser  Revolventen  (oder  Koppelkrufte)  gegen  die  genannte  Ebene  [Dsq, 
2>«,).  seukrecht  tteben,  da«  alio  die  Ebenen  dieser  Revolventen  (oder  Koppel* 
krftOe)  jener  Ebene  {Dt^,  Dt,)  parallel  sind. 
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andererseits  den  Stromriii^  B  ersetzt  durch  ein  fest  auff^cstelltes 
kSuienoid,  dessen  geometrische  Axe  znsamniciilTillt  mit  der  Linie  MN, 
80  wird  die  relative  Lage  zwischen  d»;ni  Theile  a  und  zwisclien  dem 
Solenoid  JB,  falls  man  jenen  Theil  a  um  die  Linie  MN  in  Umdrehung 
▼ersetst,  fortwährend  üeaiSbe  bleiben.  Die  wahrend  irgend  eines 
Zeitelementes  dt  dieser  Umdrehung  vom  Solenoide  B  auf  den  TheU  a 

.  ausgeQbte  ponderomotorische  Arbeit  dS^a  hat  zufolge  des  neuen  Ele- 
mentargesetzes  (7)  dien  Werth: 

(8)  dSi  d{ZZpDj,D.o^^^ 

falls  man  nlünlich  unter  x  den  Umdrehnngswinkel,  unter  dx  seinen 
Zuwachs  während  der  Zeit  dt  versteht.  Dabei  ist  im  Ausdrucke 

(9)  ZZpBs^Ds^ 

die  Integration  ausgedehnt  zu  denken  fiber  alle  Elemente  Ds^ 
des  Thäks  «  und  fiber  aUe  Elemente  Dsi  des  Sol^oides  B.  Die  re- 
lative Lage  zwischen  a  und  B  bleibt  aber  während  der  Umdrehung, 
wie  schon  bemerkt,  bestandig  diesdbe,  mithin  der  Werth  des  Integrales 

(9)  ebenfalls  beständig  derselbe.  Somit  folgt  aus  (8)  sofoH^  dass 

(10)  ds:^o 

iBi,  dass  also  die  vom  Solenoide  B  auf  den  Theil  a  wahrend  seiner 
Umdrehung  ausgefibte  ponderomotorische  Arbeit  beständig  ^«21  bleibt^ 
und  dass  mithin  jener  Theil  a,  falls  er  etwa  zu  Anfang  in  Ruhe  sich 
befindet,  trotz  der  Einwirkung  des  Solenoides  beständig  in  Ruhe 
hleibm  wird.  Solches  aber  steht  in  directem  Widerspruch  mit  der 
Erfahrung. 

Die  VorstcUumj,  das  Ampir ersehe  Elementargeaetg  dürfe  oder  mätge 

ersetzt  wrrchn  durch  jenes  neue  in  f'7)  ffniannte  Elementar gesets,  iiher- 
hau^  die  Vorstell mif/,  für  die  den  cle/ärischen  StrÖmm  cigenthümlicheH 
ponderomotorische n  Kräfte  exisiire  ein  elementares  PotenHcUf  —  diese 
Vorstellungen  brechen  füso  zusammen  unter  dem  Gewicht  der  emptmcAett 
Thatsachen. 

Das  Wort  Poteutial  kann  allerdin^^s  in  sehr  verschiedenen  He- 
deutun<fen  tjehraucht  werden;  liiedurch  ist  geV)oten  das  eben  ausge- 
sprochene Krgcbuiss  etwas  sorgfältiger  zu  tormulireu,  nämlich  etwa  in 
folgender  Weise: 

l'  iir  die  ponderomoiorischen  Krdfte,  Kehlte  zwei  glcielifönnige  elek- 
triscJic  Stromringe  auf  einander  auaUbm,  ist  von  meimm  Vater  ein 
B&tenHal  P  eing^Uhrt  worden,  wMes  die  ekarakterisiische  Eigensdtaß 
hesUttf  dwrd^  $einm  negaUven  partidlm  Zwwaeks  nocA  der  remmUtiien 
Lage  des  einen  Bingcs  jedereeit  diejenige  ponderomotcriadw  JrbeU 
aus0ttdrüdKn,  wddie  dieser  wm  Seiien  des  anderen  Binges  erleide. 
—  JDass  ein  dersdben  Eigensdu^  sieh  erfreimdes  FoknUal  oucA  exiS' 
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tirm  Jcönne  für  irgend  gtcei  einedne  Stromelemente,  ist  den 
rMm  Thataaehen  gegenüber  ein  Ding  der  UnmogUdtkeii, 

Mit  Be£Qg  auf  gewisse  specielle  Falle  wird  allerdings  der  An- 
wendbarkeit eines  solchen  elementaren  Potentials  kein  Hindemiss  ent- 
gegenstehen. Doch  wird  ein  solches  Potential,  eben  vfdl  seine  An- 
wendbarkeit auf  specielle  Fülle  eingeschränkt  ist,  niemals  angesehen 
werden  dürfen  als  der  Ausdruck  des  tvirllirhen  Elemeuiargesetzes, 
sondern  als  der  eines  scheinbaren,  welches  in  jenen  qpecieUen  Fällen 
mit  dem  wirklichen  äquivalent  ist 

§2. 

Ueber  diejenigen  üntersuchungen ,  welche  ihren  Ausgang  genommen 
haben  von  der  Annahme  teleskopiseher  Wirkungen. 

Maxwell  und  Hankel  haben  bekanntlich  Theorien  construirt 

auf  der  Basis  mikroskopischer  Einwirkungen,  mit  ZuhQlfenahme  eines 
umgL>))cii(]eii  Mediums.  Hier  indessen  werde  ich  mich  beschränken 
auf  die  HetrachtuDg  der  von  der  Annahme  tetedsopischcr  Wirkungen 
ani^ehendeu  Untersuchungen ,  also  ynr/n^rswoi^o  auf  die  Arbeiten 
Ampere'»,  Weber's  und  meines  Vaters.  In  diesen  Arbeiten  und  im 
Oanzen  dreierlei  Gattungen  von  Gesetzen  zu  unterscheiden: 

JPunktgcsctze, 

Elcnietifargcsctjse, 

Intcffralgcsetsie. 

Es  mag  nämlich  der  erste,  zweite  oder  dritte  Name  in  Anwendung 
gebracht  werden,  jenachdem  das  betreflfende  Gesetz  sich  bezieht  auf 
zwei  elektrische  ]\fassnipii))lff' ,  oder  auf  zwei  J-Jlcniente  elektrischer 
Ströme  I  oder  endlich  auf  zwei  gesdtlossenc  Ströme. 


Üeber  die  Untersuchungen  Amp^re's. 

Ampere  stellte  sich  die  Aiif<^abe,  die  j)ünderom()tori>clie  Wirkung 
zweier  elektrisilier  Stromelenieiite  auf  einander  zu  ermitlehi,  um)  ging 
dabei  aus  von  gewissen  l*rümissen,  die  tlieihveise  allerdings  eine  Stütze 
finden   in   den  Ergebnissen   seiner  experimentellen  Untersuchungen, 
strenge  genommen  aber  als  Hypothesen  zu  bezeichnen  sind.  Diese 
Hypothesen  können  in  folgender  Ordnung  aufgeführt  werden: 
(tt)         Erste  Hypothese,  Die  ponderomotorische  Einwirkung  zweier 
elektrischen  Stromelemente  aufeinander  ist  proportional  niit 
den  Langen  Ds  und  2>s,  der  beiden  Elemente,  und,  abge- 
sehen Ton  dies«!  Factoren,  nur  noch  abhängig  von  der  rela- 
tiTen  Lage  der  beiden  Elemente  und  Ton  ihren  SCxomstärken. 
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(ß)  Zweite  Hifjpf^hese,  Sie  ist  mit  jenen  StromstSiken  J  und 
Ji  proporäimalf  und  ach  lügt  also  in  ihr  Gegentheil  onii  sobald 
in  einem  der  beiden  Elemente  die  SiromricMuny  umgekehrt  wird. 

iy)  Dritte  Hypothese^  Ein  Stromelement  JDs  kann,  was  sdne 
ponderomotorische  Einwirkung  auf  ein  anderes  Stromelement 
betriff^  ersetzt  werden  dorch  s^ne  rechtwinkligoi  Compomenten 
JDx,  JDi/,  JDz. 

(d)  *  Vierte  UypoÜiese.  Die  ponderümotorische  Einwirkung  zweier 
Siromelemente  aufeinander  besteht  aus  zwei  entgegengesetzten 
Prcnnoventen*)  in  der  Richtung  ihrer  Verhiiulnngsliuie. 

(«)  Fünfte  Hypothese.    Die  ponderomotorische  Wirkung  zweier 

Stromelemente  aufeinander  ist,  falls  man  die  Winkel,  welche 
die  Elemente  mit  ihrer  Yerbindungsliiiie  und  mit  einander 
einschlienseii,  constant  erhält,  umgekehrt  proportional  mit  dem 

Quadrate  ihrer  Entfernung. 

(S)  Scc/isfc  lliipothcsc.    Die  jionderoniotorische  Wirkung  eines 

geschlossenen  elektrischen  Htroines  auf  ein  einzelnes  Strom- 
element  steht  gegen  letzteres  scnkrtvltt. 

Am  zuverlässigsten  scheinen  unter  dirsen  Hvjiothesen  die  drei 
ersten  («,  ^,  y)  zu  sein;  wenigstens  sind  dieselben  bisher  noch  nie  in 
Zweifel  ixezogen  worden. 

Be<linklicli  hingegen  erscheint  (nach  meiner  Ansicht)  die  Hypo- 
these (öj.  Denn  dem  allgemeinen  i'rincip  der  Actiun  und  Keactiun, 
durch  welches  Ampere  bei  Annahme  derselben  sich  leiten  liess,  wird 
auch  dann  noch  Genüge  geschehen,  wenn  man  jenen  beiden  Promo- 
yenten  swei  einander  parallele  BeTolTenten  von  gleicher  Stärke  nnd 
eutgegengesetster  Richtung  hinzugefDgt  sich  denkt  —  Sollte  in  der 
That  die  Hypothese  ifl)  einer  solchen  Correction  bedfirftig  sein,  so 
würden  dadmrch  auch  afficirt  werden  die  beiden  folgenden  Hypo- 
thesen (c,  t). 

Hievon  abgesehen  scheint  die  Hypothese  («)  bedenklich  für  den 
Fall  s(1>r  hlrhur  Entfernungen,  die  Hypothese  aber  allgemein  be- 
denklich, weil  der  betreffenden,  von  Ampere  angestellten  experimen- 
tellen Untersuchung  offenbar  nur  wenig  beweisende  Kraft  beizn» 
messen  ist. 

Das  pondrrom  otorischr  Elrmrntayjtsrf-,  .ru  inldinn  Am- 
pere auf  Grund  der  Hi/pofhrsoi  («,  y,  rV,  f,  ^)  (/dauf/t,  sar/t  he- 
lanntJirh  aus,  dass  zwisrhm  cwri  Sfro^tirh  im  ufn)  »/„  7).s',,  und  Ds^ 
eine  (jcycnst  itüjr  ji'oidfnniioforisckc  Kraft  Ii  datifmdvt,  welche  (rvpulsiv 
gerechnet)  den  Werth  hesilzt: 


*)  Vorgl.  die  Note  auf  p.  605. 
MaUi«m»Uioho  Anaalcn.  V.  3U 
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tm»  ^  CbiMfoNfe  A^,  Ebenso  r,  9^,  s  tUesdben  Beäeukmgm  haben^ 
wie  fr&her  (p.  G03.)-  * 


üeber  die  Untersuchuugeu  F.  Neumaun's. 

Diese  Untennchnngen  nahmen  ihren  Ausgang  von  dem  eben  ge- 
nannten Amp^re'schen  Elemeniargeaeti.  Von  dieser  Grandlage  aus 
gelang  es  mdnem  Yater  zwei  Jn^^o^eseiiEe  zu  entdecken,  welche 

für  eine  tiefer  gehoide  Erforschung  der  deu  (elektrischen  Strömen 
eigenthümlicheu  Kräfte  von  hervorragender  Wichtigkeit  sein  dürften. 
Das  eine  derselben,  schon  vorhin  (p.  604)  erwähnt,  kann  so  ausgesprocheu 
werden : 

Das  pondrrotnofo  risrhe  InJcgr a  lgesetz.  Jkßnden  sich  zwei 
flhtchfönttUjr  Sfroiiirinfjc  A  und  11  in  irgend  wdclim  Bewegungen,  be- 
finden sieh  ferner  die  in  ihnen  roriinndfiien  Sfronisdir/ien  f7„  und 
(u)d)es(h(idet  di  r  ( H»  it  Jifilrniii/hell)  in  irgmd  u-rh  lir-))  /tiständen  der  Ver- 
ündernng,  und  hrziirimH  man  mtf  P  das  I*o((nti(d  der  })iid>  n  Hinge 
aufeinander,  so  wird  für  jedes  Z<  di  lenicnt  dit  von  Ii  auf  Ä  ausgeiihte 
ponderomfjtorischc  Arbeit  dargestellt  sein  durch  den  negativen  pariidkn 
Zwvacitö  van  F,  genommen  nach  def  räumlitAen  Lage  von  A, 

Das  amäere  jener  beiden  Integralgesetze  besieht  sich  auf  die  eWro- 
matmsfken  ErSfte,  und  kann  mit  Bezug  auf  dieselben  beiden  Strom- 
ringe  A  und  B  so  formulirt  werden: 

Das  elehtromot  Otis  ehe  Integralgeseie.    Die  Summe  der 

vom  Singe  B  im  Ringe  A  während  irgend  emes  ZeUdemenis  hertw- 

gdrtradden  (indueirten)  dd^tromotorist^en  Kräfte  ist  immer  idenüseh 

p 

mU  dem  vcUsfändigen  Zuwachs  des  Quotienien  -*-  ,  dieser  Zuwadis  noeh 

wulfipHeirt  mit  einer  gewissen  Comtantcn  a  (der  sogenannten  Iniiu<:tions- 
eon.sianten). 

In  den  betreffenden  Abhandlungen  meines  Vaters  ist  ausser  dem 
elektromotorischen  Integralffcsetz,  auch  das  elektromotorische  Elcnientar" 
gesetx  in  Betracht  gezogen  worden,  aber  doch  eigentlich  immer  nur 
beiläufig,  immer  nur  als  ein  Durchgangspunkt  zur  Auffindung  des 
erstern.  So  sind  z.  B.  in  jenen  Abhandlungen  fUr  den  Fall,  dass  die 
elektromotorische  Kraft  ihren  Grund  hat  in  einer  Veränderung  der 
^romstärhe  des  inducirenden  Elementes,  parallel  neben  einander  zwei 
ganz  verschiedene  J?/e>itattorgesetze  hingesteUt  worden,  weil  dieselben 
unter  einander  äquivalent  sind  hinsieht  lieh  des  Integraigesei^es, 

Zugleich  ist  zu  bemerken,  dass  in  jenen  Abhandlungen  nilgends 
von  einem  Potential  zwischen  Bixomelementenf  sondern  immer  nur  von 
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dem  Potential  gesMossener  gleichförmiger  Strome  auf  einander  die  Kede 
isi  Letsteres  a1>er  kann  ad  lihitwm  durch  die  Fonnel 

oder  dardi  die  Formel 

ausgedrückt  werden.  Man  darf  a!so  nicht  behaupten,  dass  die  früher 
(p.  G03)  eingeführte  Constaate  A;  bei  der  Theorie  meines  Yaten  den 
Werth  -(-  1  besitse.  Vielmehr  bleibt  ihr-  Werth  bei  jener  Theorie 
vorkommen  mbesHnmt,  Allerdings  ist  zozugeben,  dass  von  den  vor. 
stehenden  beiden  Formeln  die  eratere,  als  die  einfaeheref  einigermassen 
bevorzugt  wird;  hierauf  durfte  die  Bemerkung  von  Helmholt z,  dass 
nach  jener  Theorie  2; »  -|-  1  sei,  nothwendig  znrflckznfQhren  sein. 


lieber  die  Untersuchungen  Weber's. 

Ebenso  wie  mein  Vater,  ebenso  adoptirt  auch  Weber  das  von 
Ampere  aui'^esMlte  pomlrroiiotorische  Elemcntargcsetz.  Gestützt  auf 
dieses  und  aut  das  Coulomb  äclie  elektrostatische  Glesets  gelingt  es 
ihm  emporzusteigen  zur  Höhe  seines  Pwnkigcsctzcs: 

und  sodann  von  dieser  Höhe  herab  den  Weg  zu  finden,  welcher  hin» 
leitet  zur  Entdeckung  des  dckfromotorischen  Elementargesetzes. 

Das  Aufsteigen  in  jene  Höhe  ist  insofern  nicht  ohne  Bedenken, 
als  dazu  l)estimmte  Vorstellungen  erforderlich  sind  ühor  die  innere 
Mechanik  des  elektrischen  Stromes,  so  z.  B,  die  Vorstellung,  dass 
durch  den  Querschnitt  eines  solchen  Stromes  während  einer  gegebeneu 
Zeit  immer  gleich  viel  positives  und  negatives  Fluiduni  in  entgegen- 
gesetzter Kichtung  hindurchgeht,  ferner  die  Vorstellung,  dass  eine  auf 
die  elektrische  Materie  ausgeübte  Kraft  sich  unmittelbar  überträgt  auf 
den  pcmderablen  Trager  derselben.  Derartige  Vorstellungen  aber 
müssen,  ihrer  Natur  nach,  immer  als  mehr  oder  minder  hyjwthetucS^ 
angesehen  werden. 

Wenn  man  gegen  das  Weber'sche  Pnnk^esetz  den  Einwand  vor- 
gebracht hat,  dfüselbe  stünde  in  Widerspruch  mit  dem  allgemeinen 
Axiom  der  lebendigen  Kraft,  so  hat  man,  unbewusster  Wdse,  gerade 
die  (iHersfärkste  Seite  der  Festung  angegriffen.  Denn  der  Einklang 
zwischen  jenem  Gesetze  und  dem  genannten  Axiom  ist  ein  so  über- 
rawshrad  vollkommener,  dass  gerade  in  diesem  Einklänge  jenes  Gesetz 
eine  seiner  stärksten  Stützen  hat« 

«9* 


Digitized  by  Google 


612 


Cau  NnmAM. 


Was  andererseits  diis  HinaKsteigeü  von  der  IIi)liü  des  Pnnktge- 
setieB  zum  elektrumotorischen  Eiementar<j^osetz  betritt,  so  ist  zu  he- 
achten,  duss  die  Operationen,  durch  welche  dieses  Hinabsteigen  bewerk» 
stelligt  wird,  ihrer  Gültigkeit  nach  an  die  Voraussetzung  gebunden 
sind,  das  betrachtete  (iuducirendo)  Ötromelement  gehöre  einem  glcich- 
förnnfjcn  Strome  an,  unzulässig  aber  erschoinon  für  den  Fall  eines 
n)it/(firhfön>iif/ni  Stromes,  lliedurch  erklärt  sich  der  eigenthiimliehe 
Umstand,  dass,  obwohl  jenes  Ptmktgesetz  selber  mit  dem  allgemeinen 
I'rinei})  der  lebendigen  Kraft  in  Einklang  steht,  dennoch  das  aus  ihm 
abgeleitete  elektromotorische  Elemeutargesetz  eines  sukhen  Einklanges 
nicht  immer,  sondern  nur  dann  sich  erfreut,  wenn  das  betrachtete 
Stromelement  emem  gleichförmigen  Strome  angehört 

Das  elektromotorische  Elementargesetz,  wie  Weber  es  abgeleitet 
hat,  und  wie  es  also  nur  anwendbar  ist  auf  das  Element  eines  p2e»db- 
ßrmigen  Stromes,  giebt  ÜGbr  die  während  eines  Zeitelemenies  dt  hervor- 
gebrachte elektromotorische  Kraft  einen  Werth  von  der  Form: 

wo  «T  die  in  dem  (inducirenden)  Stromelement  vorhandene  Stromstftrke, 
femer  dJ  den  Zuwachs  Ton  /  wahrend  der  Zeit  dt  Torttellt,  während 
9,  if  nur  noch  abhangig  sind  von  den  g^benen  geometrischen  Ver- 
hältnissen,  sowie  von  den  Aenderungeu  dieser  Verhältnisse  während 
der  Zeit  dt  Versucht  man  nuu  abw,  das  elektromotorische  Elementar- 
gesetz  aus  dem  Weber 'scheu  Punktgesetz  mit  derjenigen  Genauigkeit 
abzuleiten,  welche  für  seine  Anwendbarkeit  auf  ungleirUfönnige  Ströme 
erforderlich  ist,  so  verliert  das  Gesetz  jenen  einfachen  Charakter,  indem 
es  aufliört  die  betreffende  Kraft  als  eine  homogene  Uneare  Function  von 
«/,  dJ  darzustellen.   

Ueber  gewisse  vom  Verfasser  angestellte  Untersuchungen. 

In  seiin'iii  Aiifsat/:  Ueber  die  Bewegnngsgleichungen  der  Elek> 
tricität  für  ruhende  leitt'ndc  Körper"  hat  Uelmholtz*)  Andeutungen 
gemacht  über  eine  luw  Theorie.  80  gut  als  es  mit  Hilfe  dieser  An- 
deutungen nir»g]ich  war,  liabe  ich  in  jene  neue  Theorie  mich  hinein- 
zuversetzen gesucht. 

Nachdem  ich  die  eigeiitliehen  Prämissen  der  Theorie  erkannt  zu 
haben  glaubte,  stellte  ieh  mir  die  Aufgal)e,  dit-  'l'hforie  selber  ihren 
Ilauptuiurissen  nach  liir  einen  nii'iglichst  allgemeinen  Fall  zu  construiren. 
nämlich  für  ein  System  von  beliebig  vielen  Conductoren,  die  in  beliebigeji 
Bewegungen  begriffen  sind,  wahrend  gleichzeitig  im  Innern  eines  jeden 
irgend  welche  elektrische  Vorgänge  stattfinden.    Die  Resultate,  su 


*)  BorobarUt's  Jouraol.,  Bd.  72,  pag.  67. 
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denen  ich  gelangte,  und  Aber  welche  ich  boreiis  frOber*)  Mittheilang 
gemacht  habe,  erwieaen  nch  als  völlig  Qbereinatunmend  mit  den  An- 
forderungen des  allgemeinen  Prindps  der  lebendigen  Kraft. 

Die  Art  und  Weise  aber,  in  welcher  jene  Theorie  damals  von  mir 
construirt  worden  war,  ist,  wie  ich  später  bemerkte,  nur  fOr  den  Fall 
correct  zu  nennen,  dass  jene  Conductoren  besehrünkt  sind  auf  fort- 
schreUende  Bewegungen,  nicht  aber  für  den  Fall  von  ärehenndm  Be- 
wegiiTifjen. 

Solches  bemerkt,  gebing  es  mir  leicht,  die  erforderliche  Kecti- 
ficirung  zu  bewerkstelligen;  alsdann  aber  waren  die  Resultate  nicht 
mehr  in  Einklang  mit  dem  geiianiitm  allgctnciiieu  Princip;  der  Ein- 
klang war  nur  (hitlnrcli  wiedcriier/.ustelleu,  dass  die  Prämissen  der 
l'ht'orie  geändert  wurden;  und  zwar  nahmen  jene  Prämissen,  nucli 
Ausführung  der  so  gebotenen  Abänderung,  eine  Gestaltung  au,  in 
welcher  sie  fulgendermaasen  lauteteu. 

Sntd  Ih  und  Dvj  die  VeHumdemmte  von  irgend  twei  Körpern  A 
und  Bf  tfi  denen  dekirische  Vorgänge  statt /indcti,  und  ist  vDvIhi  das 
l^otenUdl  dieser  beiden  ShromdemenU  aufeinander*'^),  so  ist  die  von  Dv| 
auf  Dv  ausgeübte  ponderomotorische  Wirhtng  ausgedruckt  durdi 
folgende  Promoventen  und  HevcHventen: 

Hier  sind  unter  x,  y,  s  die  Coordinatvn  von  Dv  zu  verstehen  in  Bceug 
auf  ein  hetieing  gewäli lies  absolut  u  n  b  e  w  cg liches  Axensystem,  Ferner 
hesmehnet  X  die  auf  Dv  in  der  Richtung  der  x-Äxe  ausgeübte  J^ronuh 

ventCf  und  |°  dx  denjenigen  Zufoaehs,  wMen  TT  erleiden  würde,  falls 

ntan  das  Elcmknt  Dv  sich  selber  paraüd  in  der  Bichtung  der  x-Axe 
um  die  Strecke  dx  versehidten  woHte*  Andererseits  hetw^vnet  A<4  die- 
Jini  (je  auf  Dv  attsgeÜbte  BevolventCt  wdche  eine  durch  Dv  paraUd  mr 

x-Aj.e  grhytc,  Linie  4  zur  Axe  hat,  totd    ^  dl  denjenigen  ZuwaeiiSf 

welcJten     erleiden  würde,  falls  man  das  Jb^lcnunU  Dv  um  diese  Linie  | 

•)  Sitsungiberiehte  der  Ktfnigl.  Sftcht.  Oei.  der  Wiss.  vom  80.  October  1871, 
pag.  450. 

**)  Sind  tlic  lifidt'n  Voliiinclfiiifnte  JJv,  JJVf  von  cyliiulrisclicr  Gestalt,  und 
Ds,  2>«|  die  Liuigen,  q,  die  QuorBchnitte  dieser  beiden  kleiuun  Cyliudcr,  so 
wird  aJDvDvi  «ai99|D«D<i;  so  daas  lÜBoin  dieaem  Bpedellen  FVdl  dRsProdnct 
nqqg  identisch  bt  mit  unaenn  früheren  p  (pag.  004). 
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änken  wcHUe  um  einen  Winkd  wm  der  Grösse  dJ^.  AtiaUg  md  die 

SedeiOungen  van  y]  Z,  venA(^\  A*0,  ^,  ^. 

Gleuhie^ff  sind: 

^dt^Dv.dl^, 
^dt^Dv.dl^ 

die  Couiponmten  der  von  in  injcnd  einem  Tunhte  von  I)v  tvühroid 
der  Zeit  dl  hcrvortjchraelden  elektromotorischen  Kraß.  Dabei  situl 
diese  Componenten  Hdtf  "^dt,  ^dt  hetogenm  denketi  attf  ein  mit  der 
ponderablen  Masse  vohVy  starr  verbundenes  Axensystcm;  mit 
Bezug  auf  ^ten  dies^ben  Axen  repräsenüren  u,  die  Cmponenkn 
der  auffef^Udslidi  in  Dv  vorhandmen  ddärisehm  Strömung.  EneBid^ 

sind  d      ,  d^~ ,  d  1^-  die  voUdändigcn  Zuwüchse  von      .  C° , 

während  der  hetrnilift  ft  n  Zeit  dt. 

Naclulrin  <lio  Prämisüt.u  in  diese  neue  Gostaltung  ver:=!etzt  waren, 
schien  nuiunehr  Alles  in  Ordnung,  und  schien  es  mir  gelungen,  die 
Prämissen  der  II  e  1  m  h oi  t  z 'scheu  Tlicoric  >\  irklich  erkannt  zu  hahen, 
Da  brachen  plötzlich  all'  diese  auf  der  Annahme  eines  cleinentaren 
Pbtentiales  HfJJvDv^  beruhenden  Vorstellungen  zusammen  unier  dem 
Gewic^  einer  im  Eingange  dieser  MttiiieilQng  (pag.  607)  erwähnten 
empiriachen  Thatsacbe. 

Ob  jene  empirieche  Thatracfae  ancli  in  Widersprach  sich  befindet 
mit  der  eigentlichen  Theorie  Ton  Helmholtz,  wage  ich  nicht  zu  be- 
nrtheüen.  Das  Gesagte  besieht  sich  auf  die  von  mir  selber  nach  den 
Helmholtz'schen  Andeutungen  construirte  Theorie;  und  immerhin 
ist  es  mdglich,  dass  jene  Andeninngen  Ton  mir  nicht  gehörig  ver- 
standen worden  sind*). 

§  3. 

Darlegong  der  Prämissen  und  der  Resultate  einer  neuerdings  vom 
Verfiksser  darchgefährten  Untersuchimg. 

Die  beiden  Jfi%ra/gesetze  meines  Vaters  zeichnen  sich  ans  durch 
ihre  Einfachheit,  namentlich  aber  durch  den,  in  Folge  experimenteller 
Prüfung,  ihnen  zu  Theil  gewordenen  hohen  Grad  von  Zuverlässigkeit 


*)  Doch  scheint  ans  dem  leisten  HelmhoUs'schen  Aur»atz  (Borchardt*8 
J.,  Bd.  7ft,  pag.  60)  hervonagehen,  da»  die  hier  von  mir  comtmirte  Theorie, 
diiren  Uiilialtbiurkeit  soeben  Im  tont  wurde,  ailerding$  identiBA  ist  mit  der  von 
Uelmbultz  selber  beabsicbügten. 
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Gleichea  Ivtinii  gesagt  werdeu  vom  Joule'schen  Gesetz  für  die  in  Folge 
eines  elektrischen  »Stromes  sich  eutwickehide  Wärme.  Ohne  Bedeuken 
werden  daher 

(1.  a)        die  beide»  Integratgesäte  (pag.  610), 
und  ebenso 

(1.  ß)        das  Joule'sehe  GesetM 

als  sichere  Grundlagen  dienen  können  für  die  anzustellende  Unter- 
SDchung. 

Als  eine  fernere  Grundlage  benutze  ich  das  allgemdne  Princip 
der  lebendigen  Kraft.  Bedachtet  man  ein  System  von  Körpern,  die 
in  beliebigen  Bewegungen  begrifEsn  sind,  wahrend  gleichzeitig  im 
Innern  eines  jeden  i^nd  welche  elektrische  Yorj^gie  stattfinden,  und 

denkt  man  sich  dieses  System  (durch  von  Augenblick  zu  Augenblick 
erfolgende  Wärmeableitungen)  in  coiistanter  Temperatur  erhalten,  so 
findet  jenes  Princip  seinen  Ausdruck  durch  die  Formel: 

dT+dQ^^dS—dF*, 

d.  Ii.:  Für  jedes  Zcitrlomriit  ist  die  in  dem  System  sich  entwickelnde 
(^laiititüt  villi  lebendiger  Kraft  und  Wärme  {<JT  -\-  dQ)  gleich  gross 
mit  der  während  dieses  Zcitelements  von  den  einwirkenden  unssercn 
Krüfton  verrichteten  Arbeit  {(IS),  hievon  noch  in  Abzug  gebracht  das 
voUslä)idujc  Differential  einer  gewissen,  dem  Systeme  eigenthümlieheii 
Function  Fj  von  welcher  im  Allgemeinen  nur  bekannt  ist,  dass  sie 
lediglich  abhängen  kann  vom  augenblUMicke»  Zustande  des  Systems.  — 
Die  bei  einem  solchen  System  in  Betracht  kommenden  Krifte  sind 
nach  ihrer  Sntstdiungsweam  einzutheilen  in  ordinäre,  elektrostatische 
und  elektrodynamische;  wobei  als  ordinäre  Kritfte  alle  diejenigen  be- 
zeichnet sein  sollen,  welche  den  ponderablen  •  Massen  inhärent  sind, 
ferner  als  elektrostatische  alle  diqenigen  (thdls  ponderomotorischen, 
theils  elektromotoriselien)  Kräfte,  welche  herrühren  von  den  elektrischen 
Ladungen f  endlich  als  elektrodynaniisehe  alle  diejenigen  (wiederum 
theils  ponderomotorischen,  theils  elektromotorischen)  Kräfte,  welche 
herrühren  von  den  elektrischen  Strömungen.  Diesen  drei  Gattungen 
von  Kräften  entsprechend,  kann  die  linke  Seite  der  vorstehenden  Formel 
in  drei  Theile  zerlegt  Averdcn,  in  einen  Theil  ordinären  Ürs|>rungs, 
einen  zweiten  elektrostatischen,  und  einen  dritten  elektrodynamischen 
ürä|>rungs}  so  dass  jene  Formel  die  Gestalt  annimmt: 

{dT  +  dQ)M.  +  {dT  H-  dQ)M.u.  +  {dT  +  « -  dF. 

Hält  man  au  der  gewöhnlichen  Vorstellung  fest,  dass  die  ordinären 
Kräfte  nur  Ton  den  Bntfemungen  abhängen,  legt  man  fem^  in  Be- 
treff der  elektrostatischen  Kräfte  die  Ablieben  Annahmen  zu  Grunde, 
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iiiicl  setzt  man  eudlicb  voraus,  d:i.ss  die  auf  da.s  System  einwirkenden 
äusserm  Kräfte  (deren  Arbeit  mit  dS  bezeiclinet  ist)  nur  ms  ordinären 
Erilften  bestehen,  ao  findet  man  ohne  sonderliche  Mühe,  dass  von  den 
Ausdrücken 

imd 

jeder  für  sich  ülh  iu  Ix-Irai  litot  ein  vollständiges  DiÖereutial  ist.  Somit 
folgt  aus  jener  Formul,  dass  der  Ausdruck 

{dT -\- dQ  U,.^  m 

cbüiil'alls,  schon  für  sieb  alhin  l)etraclitet,  ein  vollstäiulij^cs  DiHVrcntial 
sein  uiuss.  —  In  suKlior  W'rise  sind  wir  zu  derjenigen  Fassuuj; 
langt,  in  weicht'!-  (his  in  Kede  stellende  allgemeine  Prini  ip  für  nmcrc 
Zwecke,  nämlich  für  eine  nähere  Untersuchung  der  clvlhoih^txniiisrhm 
Kräfte  am  besten  verwendbar  iüt.  In  dieser  Fassung  wird  jenes  l'rinci]) 
so  auszusprechen  sein: 

(1.  y)  Das  rrim  ip  der  Ivhctidigm  Kraß.  —  Bewegt  sich  ein 

System  von  Körpern ,  in  denen  elektrische  Vorgänge  stattfinden, 
nnter  dem  Einfiuss  seiner  inneren  Kräfte  und  unter  dem  gleich- 
zeitigen Einfluss  beliebig  gegebener  oräinärer  äusserer  Kräfte, 
und  denkt  man  sich  das  System  (durch  von  Augenblick  zu 
Augenblick  erfolgende Würmeentziehungen)  in  oonstanter  Tempe- 
ratur  erlultm,  so  muss  d^jeniffe  Theil  der  iriihrend  irgend 
eines  Zeitelemcntes  dt  sich  entwickelnden  Quantität  von  leben- 
diger  Kraft  un<l  Wärme,  welcher  herrQhrt  Ton  den  dektnh 
dynamischen  Kräften,  die  Form 

besitzen,  nämlich  ,das  voBständige  DiffermtkU  einer  Function 
( —  f)  sein,  welche  lediglich  abhängen  kann  vom  auffenlilick' 

lichm  Zustande  des  Systems. 
Dabei  ist  von  Neuem*)  zu  betonen,  dass  hier  (abweichend  vom 
gewöhnlichen  Sprachgebrauch)  unter  den  cldirod'nfifiitischm  Kräften 
sämiidlirhe  Kräfte  zu  verstehen  sind,  wcKlie  in  Folge  eldfrisrher  Strli- 
viunffoi  zu  Tiv^o  treten,  nicht  nur  die  jxuideromotorischeti  (von  Ampere 
untors-nchton),  sondern  auch  die  elektromotonscbeu  (von  Faraday 
entdecivten). 

Der  Satz  (1.  y  ]  ist  jedenfalls  bedenkliciier  als  die  Slit/.e  (1.  c(,  ß\ 
und  zwar  aus  ilop2>e]tem  (irunde.  Erstens,  weil  bei  Ableitmig  des.selhen 
Gebrauch  gemacht  wurde  von  unseren  Kenatnissen  über  die  t  jrl.ln»- 
statischcih  Kräfte,  diese  Kenntnisse  aber  sehr  zweifelhafter  Natur  sein 


*}  Vgl.  pag.  602. 


Digitized  by  Google 


Die  Kräfte  elekirodyDamischcn  Unprangs. 


G17 


tliii-fton.  Zweitens,  weil  iimiicrliiri  ilie  MSpfliclikeit  (lenl<l»iir  ist,  dass 
in  dem  betrachteten  Sy.steni  ncljeu  lebendiger  Kraft  und  Wärme  gleich- 
zeitig noch  irgend  ein  bis  jetüt  unbekauutes  drittes  Agens  sieh  ent- 
wickelt; dann  aber  wQrde  neben  dT  mnä  dQ  noch  ein  diesem  dritten 
Agens  zugehöriger  Teno'  in  Betracht  kommen,  and  in  die  Fonneln 
an&Qnehmen  sein. 

Es  fragt  sich  nnn,  ob  die  Pr&missen  (1.  a,  y),  etwa  in  Ver- 
bindung mit  dem  bekannten  Princip  der  Action  und  Reaction»  bereits 
die  hinreichenden  Mittel  reprfisenÜren  zur  Feststellung  der  den  eldctro- 
dynamischen  Kräften  entsprechenden  ^^t'mrn^örgesetze ,  des  pondero- 
motorischen  und  des  elektroniotorisclien.  In  der  That  glaube  ich,  dass 
diese  Mittel  fflr  den  genannten  Zweck  einigermnssen  ausreichend  sein 
würden j  falls  man  diejenigen  Anforderungen,  welche  das  Princip  der 
lebendigen  Kraft  (\.  y^  an  beide  Elenieutargesetze  susnmniniffenomruni 
stellt,  zu  repartiren  im  Stande  wäre  auf  die  rwz<h\<u  (leset/e.  Soklies 
aber  scheint  mir  vorliiiilig  nicht  unit  ni«>Li:licli  zu  sein.  —  S(»mit  sehe 
ich  mich  gezwungen,  einen  andern,  wenn  auch  allerdings  vielleicht 
nur  provisorischen  ^Veg  einznschlairtMi. 

EVifiiso  wie  mein  \  at(  r  und  ebenso  wie  Weber  geheich  nämlich 
von  der  Voraussetzung  aus,  dass 

(1.  df)        das  Ampere^sehe  ponderomoiorische  JükmeiUarffeaäM 

das  wirklich  rUIdi<ja  sei,  und  suche  von  diesem  (Jesetze  aus  eine  Bahn 
mir  zu  eroffiien  zur  Entdeckung  des  zwedenj  des  bisher  noch  völlig  im 
Dunkeln  schwebenden  dä^mtwtorkt^m  Elementargesetzes. 

Ebenso  wie  Weber  suche  ich  also  einen  Weg  zu  finden  von  dem 
als  bekannt  vorausgesetzten  einen  Elementargesetze  zn  dem  noch  nn- 
bekannten  andern  Elementargesetze  hin;  ein  solcher  Uebergang  kann 
ohne  Hinzunahme  irgend  welcher  Hypothesen  schlechterdings  nicht 
bewerkstelligt  werden.  Bei  der  Wahl  dieser  Hypothesen  trennen  sich 
die  Wege.  Während  nändich  die  von  Weber  gew'ihllpn  Hypotliosen 
auf  die  imurr  ^InJmnd:  des  elektrischen  Stromes  sich  beziehen,  sind 
die  von  mir  benutzten  llyiiothesen  völlirr  anderer  Art;  sie  dürften  sich 
einigermassen  empfehlen  durch  ihre  Einfachheit,  ferner  durch  ihre 
Analogie  mit  den  drei  ersten  Hypothesen  A m pe re's ,  emllich  vielleicht 
auch  durch  den  Unisiand,  dass  sie  von  vielen  IMiysikeru  (wenn  auch 
nur  stillsclnveii^endj  bcreils  anerkannt  zu  sein  sclifinen. 

Nehmen  wir  an,  die  iiulucirende  Ursache  sei  repräsentirt  durch 
das  Element  J)s  eines  Drahtes,  der  durclinosseu  ist  von  irgend  einem 
gleicLlormigen  oder  ungleichförmigen  elelctrischen  Strom  «/,  und  das 
indadrte  Object  sei  repräsentirt  durch  irgend  einen  ponderablen  Körper 
von  beliebiger  Gestalt  und  Grösse;  jene  von  mir  eingeführten  Hypo- 
thesen sind  alsdann  folgende: 
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JEVsfe  Bjfpoßtese.  Die  eleUzomoiorische  Enift,  welcha  in 
Irgend  einem  Punkt  des  gegebeneu  Körpers  während  der  2Seit 

dt  von  jenem  Stromelemcut  I)s  hervorgebracht  wird,  ist  pro- 
portional der  Länge  Ds  des  Elementes,  sonst  aber  nur  noch 
abhängig  tou  seiner  Stromstärke,  von  seiner  relativen  Lage 
(zum  gegebenen  Korper),  und  von  denjenigen  Aeiulerungen, 
welche  Stromstürke  und  relative  Lage  erleid»Mi  während  der 
Zeit  Öie  ist  JSuU,  i'alhi  solche  Aeuderiuigeu  nicht  statt- 
tiudeu. 

Zweite  UypoÜiesc.  Sie  ist  zerlegbar  in  zwei  Kräfte,  von 
denen  die  eine  j)roporti()nal  mit  J,  die  andere  jyroportional  mit 
dj  ist.  Mit  andern  Worten:  Ibre  rechtwinkligen  Componenten 
sind  homogene  lineare  Functionen  von  J  und  dJ.  Dabei  i5;t 
Miiiex  dJ  derjenige  Zuwachs  zu  verstehen,  den  die  im  Elemente 
Ds  vorhandene  Struuiätärke  J  annimmt  während  der  gegebenen 
Zeit  dt. 

Dritfr  Ifi/pofJirsr.  Deukt  man  sich  das  Stromelement  J Ds 
zerlegt  in  drei  rechtwinklige  Compuuenteji  J7>  r,  JDif,  JDz, 
welche  mit  dem  Elemente  starr  verl)unden  au  öciner  Bewegung 
Theil  nehmen ,  so  ist  die  elektromotorische  Wirkung  von  J Ds 
identisch  mit  der  elektromotorischMi  Gesammtwirkung  von  J Dxj 
JDy^  JDSj  Toransgeeettt,  dass  nicht  nmr  J  sondern  anch  die 
Aenäermg  von  J  fDr  alle  vier  Elemente  dieselbe 'ist 

Man  bemerkt,  dass  diese  drei  Hypothesen  (2.  «,  ß,  y)  in  der  That 
in  Tollkommener  Analogie  stehen  mit  den  drei  ersten  Hypothesen 
Ampere's  f&r  die  ponderomotorisehen  ErSfte  [vergl.  (a,  ß,  y)  auf 
pag.  608  n.  609]. 

Von  den  PkSmissen  {}.  ß,  y,  ö)  und  (2.  a,  ß,  y)  aus,  ergeben  sich 
nun,  unter  Anwendung  des  allgemeinen  Princips  der  lebendigen  Knft, 
für  das  gesuchte  Elementargesetz  der  elektromotorischen  Kräfte  gewisse 
Formeln  von  ziemlich  complicirtem  Charakter,  die  fiberdiess  noch  be- 
haftet sind  mit  mehreren  unbekannten  Functionen  der  Entfernung. 

Eine  bedeutende  Vereinfachung  dieser  Formeln  stellt  sich  ein, 
sobald  man  noch  zwei  weitere  Hypothesen  hinzufügt,  die  den  schon 
genannten  allerdings  in  hohem  Grade  ahnlich  sind,  dennoch  aber,  falls 
man  streng  verfahren  will,  einer  besonderen  Nennung  bedOrfen.  Es 

beziehen  sich  diese  noch  hinzuzufflgenden  Hypothesen  auf  den  Fall, 
dass  das  inducirende  Stromeicment  nicht  mehr  einem  Drahte,  sondern 
einem  Körper  von  drei  Dimensionen  angehört.  Denken  wir  uns  als 
inducirende  Ursache  einen  ponderablen  Körper  von  beliebiger  (iestalt 
und  (Jrösse,  in  des-;e;ii  Tunern  irgend  welche  oK'ktri.sche  Strömungen 
stuttüudeu,  80  lauten  jene  Hypothe-seu  iolgcndermafiscu : 
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(2.  d)  Vierte  Hypothese.    Ist  2>v  irgend  eiu  Volumelement  des 

indncirenden  Korpen,  und  wird  die  in  />▼  Torlrnndene  elek- 
trische Strömung  in  Componenten  zerlegt  gedacht  nach  drei 
auf  einander  senkrechten  mit  der  ponderablen  Hasse  des  Körpers 
starr  verbundenen  Azen,  so  soll  angenommen  werden ,  dass 
die  elektromotorische  Wirkung  jener  in  Dt  vorhandenen  Strö- 
mung immer  identisch  ist  mit  der  elektromotorischen  Gesammt- 
Wirkung  der  genannten  drei  Componenten. 

(2.  «)  Fünfte  Hypothese.    Ist  7)v  ein  unendlich  kleines  gemm 

l'iigelfdrmifßrs  Voliinielonient  des  inducirenden  Korpers,  und 
befindet  sich  der  Mittclpuiikt  von  J)v  in  starrer  Verbindung 
mit  irgend  einem  andern  Korper  A,  während  gleichzeitig  jener 
inducirende  Korper  um  diesen  Mittelpunkt  in  beliehigcr  Drehung 
begriffen  ist,  so  soll  angeiioninieii  werden,  dass  A'w  von  Dv  in 
irgend  einem  Funkte  von  .1  hervorgebrachte  elektroinotorisehe 
Kraft  immer  Null  ist,  falls  nur  die  in  J)\  vorhandene  elektrische 
Strömung,  licnrthcilt  mit  li(  suy  auf  ihrer  Richtung 
und  Stärke  nach  amstnnt  bleibt. 

Die  Benutzung  aller  dieser  Prämissen  M.  a,  ß,  y,  d)  nnd  (2.  «, 
y,  ö,  i)  führt  nun  schliesslich,  und  zwar  mit  matliematischer  ^ioth- 
wendigkeit,  zu  fulgendem  Resultat: 

Sind  MWd  Korper  A  und  B  in  beli^igen  Bewegungen  Icgri/fm, 
wakrend  gleiehteiHg  im  Innern  eines  jeden  irgend  wdclie  elekirisehe 
Strömungen  stattfinden,  und  heseiehnet  einen  Punkt  des  Körpers  A, 
femer  Dv  ein  Volumelement  von  B,  so  leird  die  von  Dv  während  der 
ZeU  dt  im  Funkte  m^  hervorgi^radUe  deklromotorisdte  Kraß  im  AM- 
gemeinen  immer  misammengesetst  sein  aus  twei  Kräften,  Die  eine 
derselben  faXU  tn  die  BiMtng  der  gegenseitigen  Entfernung  r,  und  le- 
sitßt  die  Stärke:  _  ,jjrj2 

wo  i  die  Componente  der  in  Dv  vorhandenen  eld^tris^en  Strömung  i 
he$eidknett  genommen  nach  r,  und  Mwar  nach  derjenigen  Bitihtung  von 
r,  in  welcher  die  Kraft  gerechnet  ist.  Die  andere  ist  paraiUd  mit 
der  Strömung    und^  besitst,  in  der  Biehtung  von  i  geret^net,  die  Stärke: 

+  ^'-Ov  ■ 

Däbd  sind  durdi  die  CharakterisHk  d  (licjmiycn  Aenderungen  ange- 
deutet, wddte  stattfinden  während  der  betrachteten  ZeU  dt.  Ausserdem 
ist  A}  emib  Constante,  und  ewar  idenüsdi  mit  der  schon  früher  henutsten 
Ckmstanten,  welche  s,  S.  siih  vorfindet  auf  pag,  603  in  der  Formel  (1). 

Sind  also  in  Bezug  auf  ein  leliebiges  rechtwinkliges  Axensystem 
(welches  seinerseits  ebenfalls  in  irgend  welcher  Bewegung  begriffen 
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sein  darf)  x^,  ff^,  Mq  die  Coordinaten  von  m^,  ferner  x,  y,  m  diejenigen 
▼on  Dt,  endlich  u,  v,  w  die  Oomponenten  der  in  Dt  Torluuidenen 
elekirnchen  Btrdmnng  i,  und  setzt  man  znr  Abkürzung 

r-=V'(^l-  W  +T!/o  -  .'/)•  +  K 

so  werdet!  die  Gomponenten  Xdt,  Tdi,  Zdt  der  vom  Elemente  Dv 
wahrend  der  Zeit  dt  im  Punkte  f»0  benrorgebracbten  eldctromotorisdien 
Kraft  die  Wertiie  besitaeu: 

Xdt  =  ÄWv  (a     -  a  lf*-(««*  +  f«>  +  yt>n)  ^ 

(3)  Ydt     ^*Dv  (t^      -  /J  ^JlÜl^^f  '^^+  y-«?)J) , 
^rf/  =  ^^Dv  {w  'l;;  -  y  t\ll-J!L±^±Jl^\)  . 

Sind  der  indadrende  und  der  inducirte  Körper  dargestellt  durch 
«II  MIN?  densdbm  Kdrper,  so  sind  r,  a,  y  nnveriinderlich;  sodass 
die  Formeln  (3)  alsdann  die  einfechere  GMalt  annehmen: 

(4)  Ydt  AWy  ßS^^-^^A^  ±J.^^) , 

Zdt  —  —  A*Dv  y(«du+pd£H-ydw) , 

r 

Difse  Ausdrucke  l»efin<l<'n  sidi  in  voller  Ueljcrciiistiminimg  niit,  deiieD, 
wolcbe  für  den  geiuuintcn  sjx'ciollcii  Fall  von  Weber  und  Ivireh- 
hoff*)  gegeben  sind;  mit  deu  von  llel  mlioltz  aufgcstellteu  Ausdrücken 


*)  Es  liildcn  «lie  in  ilii-soin  AufH.itz  jfrfjflMMx-u  Expositionou ,  wie  sdion  linher 
(Note,  pag.  (iua)  beuu-rkt  wurde,  nur  vinvn  kurzt-n  AiiKzug  nua  uiuer  höchüt  uiüh- 
Mumen  und  nmfangreichen  Untenuchiing.  Bei  dieser  Untenuchung  iat  von  mir 

durchweg»  festgehalten  worden  an  der  scJton  vor  vierzehn  JaJiren  von  mir  riug»'- 
fuhrten  Hyi)<"'<)i'  ''i' ,  dass  die  <  !fl<tn'<f  lH'ii  Kräfte  ebenso  wie  die  ordinüriMi  Kräfte, 
l»roportional  siuii  mit  einer  Kim<  tii>ii  ck-r  llntt'eruung  r,  welcbe  nur  für  hctrüclUlicIte 

Entfemuogen  identüch  mit      für  seitr  kleine  Eutfemuugen  hingegeu  fim  anderer 

und  noch  unbekannter  Besehatbubeit  i.sf. 

Ul  i  dem  Auf'/ii«;o  a}>er,  deu  diese  IJIätter  darbii  teii .  Ii;tbe  ich,  um  einen  vor- 
läufigen üeberbliuk  meiner  Uutcr}<ucliung  tuügliclist  zu  erlcicbtcru,  uur  den  Fall 
heträdttiidier  Kntfemongen  ins  Auge  gefoist 

In  Wirklichkeit  leitet  daher  z.  B.  meine  Dntersaohung  nijiht  m  den  Kirch- 
hoff'rfchen  Formeln  {i\  sondern  zu  etwa*  ninlirn  Formeln,  wekhe  in  jem*  Kirch- 
hoff'scheu  n>ir  danu  über<^ehen,  weiui  die  Kntferuung  r  von  hi  trächlliclinn  Werthti 
ist,  und  welche  somit  ausser  Tragweite  »ein  dürtleu  gegenüber  dem  von  ilelm- 
holts  gegen  jene  Kirehhofrschen  Formehn  erhobenem  Einwände  (Borchardt*s 
J„  Bd.  72,  pag..61). 
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treten  sie  ako  nur  tlauii  in  Uebereiustimmuiig,  wenn  die  von  Uelm- 
holtz  eingeführte  Constante  k  gleich  —  1  gemacht  wird. 

Was  die  Praiiu8.se  (1.  a)  betri£fty  so  sei  nachtraglidi  bemerkt ,  dass 
das  Ton  meinem  Vater  aufgestellte  elektromotorische  Intcgralgesets  bei 
Ableitong  der  Formeln  (3)  nicht  in  seiner  ganzen  Allgemeinheit  sondern 
nnr  in  so  weit  benatzt  zn  werden  braucht,  als  es  sich  auf  Stromringe 
oAn«  GleitsteUen  bezieht.  DemgemSss  muss  es  fraglich  erscheinen, 
ob  diese  Formeln  (S),  angewendet  auf  zwei  Strouiringe,  deren  jeder 
mit  beliebig  vielen  Gleitstellen  behaftet  ist,  mit  jenem  Tntoj^algesetze 
noch  in  Einklang  sich  befinden.  Die  betrenViule  specielle  Untersuchung 
aber  zeigt,  dass  dieser  Einklang  in  der  Thut  vorhanden  ist. 

Von  Interesse  dürfte  es  noch  sein,  tlen  Werth  anzuf?elKMi,  der 
auf  (Jruiid  meiner  Untersuch un<i;i'n  sieh  herausstellt  für  die  iui  Priucip 
der  lebendigen  Kruft  (1.  y)  enthaltene  Function  f.    Man  findet: 

Sind  D\\,  T)\'x  irgend  zicci  V<Aü))irli  nicnit-  dt  s  hclradilrti  n  Si/sli  uis 
von  Körpern,  toid  i^,,  /,  die  ainjniblif  LItcJi  in  ilnirn  n,rh(i)td(  neu  drj:- 
trisdioi,  Strömungen ,  so  wird  der  dienen  beiden  l^lcmcnUn  enlmneehcnde 
l'hvil  von  f  darycstcüt  sein  dureh 
(ü)  A'Dv.JJy,      ""^At^o^^J  , 

wo  r  dir.  Entfernung  zwischen  i)v„,  Dv,  hezeiehnel,  und  {>„,  0^,  die- 
jenigen Wiidcel  sein  sollen,  unter  denen  /„,  i^  gawiyt  sind  gKjoi  die 
Linie  r,  letztere  gerechnet  von  7>v,  nach  Dv^.   Dabei  ist  diesclUc 
Constante,  wie  früher  (pag,  603), 


Es  mag  sebliesslich  das  von  mir  eruirtc  allgemeine  elektromotorische 
Elementargesetz  (3)  in  Anwendung  gebracht  werden  auf  den  speciellen 
Fall  linearer  Leiter.  Um  das  Resultat,  zu  welchem  man  alsdann  ge- 
langt, bequem  darlegen  zu  können,  sei  zunächst  bemerkt,  dass  die 
ponderomotorische  Kraft  B,  welche  zwei  Stromelemente  Jq  und  aTj  Ds, 
auf  einander  ausüben*),  nach  dem  Amp^re'schen  Gesetz  den.  Werth 
besitzt: 

(6.  a)        Ä  -  J,Ds,  .  J^Bs, .     »«2!^^««^.  Til£25f , 
wofEür  kOizer  geschrieben  werden  mag: 

(6.  b)  B  « «7"o DcSo  .     Dä,  .  P ; 

dabei  sind  yl-  und  t^„  ,  ^, ,  a  wiederum  in  genau  derselben  Bedeutung 
gebraucht  wie  früher  (pag.  603). 


*)  Ueberau  »ind  von  mir  die  elektrischen  Ströme  mit  dem  grossen  Buchstaben 
J,  hingeguD  die  sogeaanutcu  elektriBchen  Slrümmigen  (oder  ätxonidichtigkeiten, 
wie  Kirchhoff  sie  nenat)  mit  dem  kleinen  Bodutaben  i  (oder  aucli  j)  bezeiohiiet 
worden. 
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Solohes  Torangeochickt,  kann  nnn,  unter  Anwendung  des  Ans- 
draekes  P,  jenes  mitsutheilende  Resultat  in  folgender  Weise  ausge- 
sprochen worden. 

Bernden  sieh  Mtcei  DrdMdmmte  Ds^  und  DSf,  die  v<m  dm  dek- 
Msdten  Sir&men  «T»  und  J,  durdtflossen  sind,  in  irgend  wddier  Be- 
wegung, und  jcnr  Ströme  selber  in  irgend  welcJietn  Zustande  der  Ver- 
änderung, so  wird  diejenige  rleltronwtorische  Kraß  (§:dt,  welche  das 
MemetU  Ds^  wahrend  der  Zeit  dt  in  irgend  einem  Punkte  von  Ds^, 
und  mar  i»  der  Michtung  von  De^  hervorbringtf  dm  Werth  beeilten: 

(7)         (&di  -  —  J^, D«, .  Prfr  —  idJt)  De, 

WO  dJ^  und  dr  die  wiüirend  der  Zeit  dt  erfolgten  Veränderungen  von 
«^1  v)ul  r  riirstrllcii. 

Htets  bin  icii  der  U<'l)orzeuguni^  gewesen,  dass  durch  ein  Disputireii 
tiber  wissenschaftliche  Fragen  das  }>ersönliche  Vfrliiiltniss  der  Be- 
treffenden nicht  im  Mindesten  gescliädigt,  sondern  im  Gegentheil  nur 
enger  befestigt  werden  könne,  dass  ein  Jeder,  dem  die  Förderung  der 
Wissenschaft  wirklich  am  Herzen  liegt,  sich  immer  nur  frenm  werde, 
wenn  er  seine  eigenen  Arbeiten  von  einem  Andern  sorgfältig  erörtert, 
vielleicht  auch  in  einzelnen  Punkten  verbessert  sieht.  Dieser  Ueber> 
seugnng -entsprechend  habe  ich  in  dem  vorliegenden  Aufeaiz  (pag.  611) 
keinen  Anstand  genommen,  gewisse  Bedenken  vorzubringen  in  Betreff 
der  Weber'schen  Theorie;  und  derselben  üeberzeugung  entsprechend 
werde  ich  gegenwartig  auf  gewisse  £r5rteningen  eingehen  in  Betreff 
der  Schriften  meines  Vaiers*), 


*  Sollte  sjtätor  nicli  etwa  hfraiisstfillon ,  ilafs  nioitif  Erörterungen  oder  an- 
gcblicbeu  Vor  besser  uogco  auf  Irrtbum  beruhen,  bo  werde  ich  aelbfitvcrBtündlicb 
mich  rar  verpflichtet  hdten,  mein  Unrecht  Öffentlich  und  so  schoell  wie  mögUch 
au  zuerkennen. 

Einer  derartigen  Verpflichtnng  habe  ich  in  nächster  Zeit  zu  entsprechen  in 
Bezug  auf  gewisse  von  Hnlniholtz  angestellte  Untt'r8ucbunir<'n.  Im  vergangenen 
Jahre  (Ber.  d.  K.  Sächtt.  Ge«.  d.  WiiM.  vom  20.  October  1871)  inachte  ich  nümUoh 
darauf  aofmezksam,  dan  nach  meiner  Anrieht  einselne  Stellen  der  bekannten 
Uelmholts'echen  .Sdirift  über  die  Erhaltung  der  Kraft  (BeriiUf  1847)  gowiss^or 
Aluindernngen  liediuft i;^^  wären.  In  Hoinom  letzten  Aufsatz  bat  nun  aber  Ifelni- 
hoiir.  betont,  Dorchardt  s  Journal,  Hd.  75  ,  i\:\»s  jone  von  mir  als  noth wendig  be- 
zeichneten Abänderungen  im  WeBcntUcheu  schon  von  ihm  selber  bewerksteUigt 
worden  seien,  nud  cwar  echon  vor  huger  Zeit,  in  swei  mir  bis  jetet  wihekamit 
geldielienen  Abiiandinngen  aus  den  Jahren  1851  und  1854.  Ich  werde  wie  gesagt, 
der  lii^T  tür  mich  erwachsenden  Verpfliclitinig  sobald  wie  niöglicli  naclikonimen ; 
nur  ut  dazu  erforderlich,  dass  ich  jene  Abhaudiuagen  von  18öl  und  1854  zuvor  erst 
kennen  lerne,  was  mir  bei  melBem  augenbliekliohen  Anfenhattaort  (Brixlegg  in 
Tyrol)  bisher  nicht  mOglich  war. 

'  In  jenem  letsten  Helmholts'ichen  Anftati  (Boibhsrdt*!  Jonmal,  Bd.  ?•}  wird 
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Blicken  wir  zurück  auf  die  Formol  (7),  so  zcij^t  sich,  tlass  diosclbo 
verschieden  ist  von  dem  von  nn^'ncm  Vater  aufgestellten  Elementar- 
gesetz, dass  nümlicli  Ueherein-stimmuiirf  jntr  (/mm  vorhanden  sein 
■würde,  wenn  in  jener  Formel  (7)  das  (Jiied  /weiter  Zeih>  frliltc  Bei 
der  weiteren  Discussion  m5gen  nun  zwei  Fülle  unterschieden  werden. 

Erster  Fall.  Der  Inducent  («/i,  .9,)  id  ein  ycsMossener  Ring 
ohne  QleUstdkn, 

Alsdann  v&^windet  in  (7)  das  Glied  aweiter  Zeile,  sobald  man 
die  Summe  der  von  dem  ganzen  Inducenten  wiihrend  der  Zeit  dt  in 
DBq  lierroigebrachten  elektromotorischen  Ki^te  berechnet;  so  dass  also 
ein  nnd  dasselbe  Integralgeseiz,  nSlmlich  das  auf  pag.  610  ausgesprochene, 
sich  ergeben  wird,  völlig  dnerlei,  ob  man  ausgeht  von  meines  Vaters 
Elementargesetz,  oder  von  mciurm  cif/num  Elementargesetze  (7). 

Zweiter  t'alL  Der  Imlnrcnt  (J, ,  s,)  id  ein  in  sich  ziiriirManfender 
Strom,  weicher  aber  mit  {hr]irhl(f  vielen)  GleitstdUn  hchaßet  ist. 

Soll  wiederum  die  Summe  derjenigen  elektromotoriüchen  Kräfte 
berechnet  werden,  w^elche  dieser  Inducent  während  der  Zeit  (tt  im 
Elemente  y^.s-,,  hervdi  hringt ,  so  sind  nach  nn-iner  Ansieht  zu  berfick- 
sichtigen  sowohl  diejenigen  Elemente  Jhf,  weiche  £u  Aiifniuj  der  Zeit 
tlt  bereits  im  Inducenten  enthalten  sind,  als  auch  zweit(Mis  diejenigen 
Elemente  As,,  welche  erst  ivälirrtul  der  Zeit  dt  in  den  Inducenten 
eintreten  (respective  aus  ihm  ausscheiden);  die  Eknnente  Ds^  sind  zu 
berflcksichtigen  insofern,  als  ihre  relative  Lage  gegen  Ds^^  während 
der  Zeit  dt  sich  ändert,  und  auch  insofern  als  in  ihnen  während  dieser 
Zeit  die  Stromstärke  anwächst  von  J,  auf  J,  -j  dJ^  \  andererseits  sind 
die  Elemente  insofern  zu  berücksichtigen,  als  in  ihnen  die  Strom- 
stärke einen  plötzlichen  endlichen  Zuwachs  von  0  auf  (reapectiTe 
von  c7,  auf  0)  erfährt.  Mein  Vater  hat  in  seiner  Abhandlung*)  den 
elektromotorischen  Einfluss,  welchen  die  Elemente  A«j ,  in  Folge  der 
eben  geiKumteu  plötzlichen  Stroniänderuug,  ausflben,  nicht  berück- 
sichtigt;  und  solches  scheint  mir  unzulässig. 


ubrif»'pn8  bemerkt,  dass  meine  schon  genannten  elektrodynamischen  l'ntersiichungen 
vom  vergangenen  .Talire  i  ßer.  d.  K.  Süchs.  (ies.  d.  Wia».  vom  20.  Octobor  1871) 
behaftet  eeien  mit  einem  gewiesen  muthematiacheA  Fehler,  ferner. behaftut  soien 
mit  einer  gewiaaen  onmotivirten  Behauptung  (betreffend  die  Kirchhofraehen 
Differentialgleichangea),-und  endlich  aach  behaftet  seien  mit  einer  nur  zu  pole- 
mischen  Zwecken  erKonncnen  Neuerung.  Ich  liotfe  zcif?eii  zu  können,  duss  ein 
mathematischer  Fthler  nicht  vurhaudcn  ist ,  f'tirocr  dass  june  angeblich  unmotivitto 
Behauptung  auf  »orgfültiger  üeberlcgung  beruht,  endUch  dose  jene  angebliche 
Neuerung  vom  Jahre  1858  datirt;  und  werde  mit  der  betreffenden  Pablieation 
mich  ebenfiillH  ^-o  sdir  als  möglich  zu  bfeilcn  suchen. 

*)  F.  Neu  mann  ülier  ein  allgemeines  I'rincip  der  niathcniatischen  Theorie 
inducirter  elektrischer  Ströme,  Abhandlungen  der  DerU  Ak.,  vorgelegen  am  *j.  August 
1847.  VergL  daaelbst  die  eisten  Seiften  dea  S  2. 


Digitized  by  Google 


624 


Cabl  Kscmarh. 


Nimmt  man  hierauf  Rücksicht,  so  zeigt  sich,  class  mau  zu  dem 
Ton  meinem  Vater  aufgestellten,  und  durch  sorgHlltige  Experimente 
oonstatirten  Integralgesetz  (pag.  610)  nicht  mehr  hingelangt,  sobald 
man  ausgeht  von  meines  Vaters  Elementargeseiz,  wohl  aber,  wenn 
man  ausgeht  tob  meinem  eigenem  Elementargesets  (7).  Demgemass 
glaube  ich  jene  von  meinem  Vater  angestellten  experimentellen  Unter- 
suchungen in  Änspnich  nehmen  zu  dürfen,  zu  Gunsten  dieses  Ton  mir 
aufgestellten  Elementargesetzes  (7). 


Die  Formeln  (3)  geben  eine  elektroniotorischo  Kraft,  welche  im 
Alluciiieincn  ntrjit  zusainnirniiillt  mit  der  Linie  der  Entfernung.  Sollte 
nuiii  hieran  Anstoss  Jitdinicii,  oder  sollten  irgend  welche  bestimmten 
(in'hide  (vorläutig  sehe  ich  solche  nicht)  sich  angehen  lassen,  denen 
zufolge  die  Richtung  dieser  Kraft  nothwendig  mit  der  Entfernung  zu- 
sammenfallen muss,  so  würde  Nichts  übrig  bleiben,  ak  eine  Aenderunjj 
eintreten  zu  lassen  in  den  benutzten  Prämissen  (l,  a,  ß,  y,  Ö),  (2.  a,  ß, 
d,  £).  Und  zwar  würde  ich  in  diesem  Falle  am  geneigtesten  sein 
die  PriUnisse  (1.  d),  d.  i.  das  Amp^re'sche  Gesetz  fallen  zu  lassen. 
Die  Aufgabe  würde  alsdann  darin  bestehen,  an  Stelle  dieses  Gesetzes 
ein  anderes  zu  suchen,  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  jener  An- 
forderung des  Zusammen&llens  der  elektromotorischen  Kraft  mit  der 
Linie  der  Enifemung  entsprochen  wird. 

Wie  dem  auch  sei,  jedenfalls  dilrft<>n  die  in  diesem  §  angedeuteten 
Untersuchungen  aufzufassen  sein  als  ein  Versuch  zu  einer  mi^lidut 
(lircden  Weiterentwicklung  der  tbeils  von  Ampöre  theils  von  meinem 
Vater  aufgestellten  Frindpien. 

Brixlegg  in  Tjrol,  10.  üctober  1872. 
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On  a  theorem  in  OoTahants. 

By  A.  Cayley,  Cambridoe. 


The  proüt  givt'ii  in  Clebscli  „Theorie  der  binäreu  algebraischen 
Formen"  (Leipzic  1872)  of  the  finita  uumber  of  the  covaciants  of  a 
binary  form  depends  npon  a  tubsidiarj  proposiÜon  whiek  is  dttwrwng 
of  attention  for  iia  own  sake. 

I  üse  my,  own  hyperdetenninant  notation,  which  is  as  follows: 
Considering  a  function  ZT*«  (a, . .)  {x,  y)*(Tis.  ITi «  (a, , .)  y,)*  ftc.) 
and  writing  12  ^dg^d^  —  dy,?«^  fte.,  then  the  general  form  of  a  cova- 
riant  of  the  degree  m  is 

where  k  is  a  merely  uumerical  factor,  the  iudices  a,  •  •  ^e 

positive  integers,  and  after  the  diiferentiations  eaeh  «et  of  TariaUeB 
\x^J  j/,), . .  {Xm,  Vm)  is  repiaced  by  (a:,  y).  I  say  that  the  general 
form  of  a  covariant  is  as  above;  vis.  a  ooTariant  is  equal  to  a  single 
tenn  of  the  above  form,  or  a  snm  of  such  tenna. 

Attoiding.  to  a  single  term:  the  nun  of  the  indioes  of  all  the 
'doads  which  contain  a  particnlar  number  1,  2^ . .  as  the  caae  may  be 
is  calied  an  index-sum;  each  index -sum  is  at  most  =  so  that 
caUing  the  index-snms  a, ,  lespectiTely  we  have  n  — 

>/  —  6.^  .  .  .  yi  —  <5^  each  of  them  zero  or  positive:  the  term,  before 
the  several  sets  of  variables  are  each  repiaced  by  {Xy  y),  is  of  the 
Orders  w  —  fj, ,  n  ~      .  .  .  n  —  <Jm  in  the  soveral  sets  <?f  variables  resp, 

The  term  may  be  expressed  somewhat  ditferently;  for  writing 
y,  =  xCr,  +  '/<^y,  ,  V?  =  '  < -r,  +  V^y,  —  then  (except  a.s  to  a 
numerical  factor)  it  i.s  lur  ii  tuuction  (*j  (.r, ,  the  same  tliiug 

whetlier  we  change  (./•,,  //,)  into  f.r,  y),  or  uperate  on  this  fuuctiou 
with  y,'',  aud  so  for  the  otlier  sets: 
^e  term  may  therefore  be  written 

Vi""'* .  •  •  V".""'"  Ä-  (12*  13^  23^  .  .)  ?/,  ü^..  ,  U,„ 
l>eiiig  uow  in  the  first  iustance  a^  function  of  the  single  sei  {x,  y)  of 

variables. 

Matb^atiadio  Aanalen.  V.  40 
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We  may  otnit  tbe  Operand  (7|  l/, . .  .  and  consider  only  ihe 
8yinl)ol 

L  (12"  i:V^       .  .)    ..r    S7i"^"'.  .  .  V«"""'"  ^  (12"  Ui'  2:;'. . .) 

wliicii,  under  eitber  of  the  two  fonns,  T  represeut  for  shoitness  by 

[12  .  .  .  übserve  tliat  tliis  is  consitk-red  as  a  symbol  involviiig  the 
m  symbolic  iiunibers  l.  3..  .  vi.  ovi-ii  altlio'  in  particiilar  rases 
oiie  or  iiiort.'  of  these  uuiubers  may  be  waiitiiig  iroin  tlic  actual  ex- 
pression  of  t\w  symbol:  thus  [12."»]  may  denote  12**,  but  tbe  Operand 
to  be  suppUed  tliereto  is  always  {/,  (/j  ^3* 

A  svan  of  symbols  is  not  in  general  equal  lo  a  single  symbol: 
but  a  sinirb'  .symbol  can  be  exiirc,«<;e(l  in  a  variety  of  ways  as  a  snm 
of  Symbols:  fbc  mo.st  simpb*  traiisformatioii  -  formulac  rclato  to  three 
or  four  symijolic  iiuiubers;  viss.  for  tliree  üucb  iiumbers,  say  l,  2,  3, 
we  liave 

7,  .  23  +  V.-  •  -^1  +  V:i  •  12  =  0 

showiug  tlmt  in  a  j^ymboi  wliieli  written  wifh  the  y's  involves  y,  .  '2',i, 
tliis  may  be  replnccd  by  its  value  .  1^)  —  y,,  .  12;  aud  so  iu  tttlier 
cases. 

Kor  tliü  fotir  iiumborä  1,  2,  3,  4  we  bave  a  group  uf  ihe  like 
furmuluu 

.    —  V,  .  34  +  V ,  •  24  -  Vi  .  23  -=  0  , 

Vi  .  ''4  —  Va  •  V.  •  -il  = 

-V,  .24  +  Vv  14  .      -V,.  12  =  0, 

V,  .  23  +  Vi  .  23  -1-  Va  .  31  .     =  0  , 

Icading  to 

23.14  +31  .24+  12.34  «0, 

wliit'li  is  a  form  not  iiivolviiig  the  v  =^  « onseijueutly  applicable  to 
ihu  traiisformation  of  iuvariaut- symbols  where  tlic  ' 

are  all  =  0. 

1  establish  the  foUowing  definitions : 

A  symbol  jl2  .  .  .  tn]  is  jyroximatr  when  each  index •sum  is  <  n; 

otlierwise  it  is  ultrntnf/':  viz.  this  is  the  rase  when  any  one  or  more 
of  the  index -sums  is  or  are  ==  »?.  We  may  say  tliat  tiie  Symbol  is 
ultinmte  as  to  1  if  rj.  =  n\  and  that  it  is  ultimate  as  to  1,  2  it  ffj 
and  ö,  are  t-acli  -  -  )i:  and  so  in  other  oases. 

A  proxinnit«-'  symbol  which  has  any  ojie  index -sum  thereof 
■r"  is  Said  to  be  iitfn'ior:  thus  if  a,  <  ]^  n  the  symbol  is  inferior 
in  rei^ard  to  1;  and  so  if  and  a..  are  each  <  ^w,  it  is  inferior  iu 
regard  tu  1  und  2:  und  tlie  like  in  oilier  cases. 
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Observe  that  if  a  symbol  is  inferior  tlieii  in  tlip  covariant  the 
Order  exeeeds  Üie  üegree  hy  aiiuiiil'«M-  wliicli  is  groaUr  fhau^»  —  1: 
iu  fact  snppoae  it  inferior  in  regard  io  L,  iheu  the  order  is 

(n  —  a,)  +  (n  —  a,) . .  -f-  («  —  a«) 

wbere  eaeh  term  after  ibe  first  is  at  least «  1 ,  that  is  tbe  order  is 
at  least  «  —  tf,  -|-  t»  —  1;  hence  order  —  degree  is  at  least 
»  —  <j,  -|-  1;  viz.  a,  beiug  less  than      this  is  greatcr  than      —  1. 

Gonversely,  if  for  any  symbol  order -degree  is  >in  —  1,  than 
the  symbol  is  not  inferior. 

A  symbol  [12  . . .  m]  is  sJuirp  wheu  any  index  is  >  ^  n;  otberwise 
it  is  flat;  viss.  this  is  so  when  vinh  incN  x  is  <-^w.  The  symbol  ts 
Sharp  US  io  any  particular  duad  or  duads  when  the  index  or  indices 
thereof  is  or  ;ire  eacb  of  them  ^^n. 

The  sul>.>idiary  theorem  is  now  as  follows:  ,,A  symbol  is  inferior 
or  sharp:  or  it  (.an  be  expressed  as  a  smu  of  symbols  cacli  of"  whic-h 
is  inferiur  or  sharp"  —  or  what  is  tlic  Mxnic  thiiiu'.  tJie  oiily  symbols 
whicli  need  to  be  considcred  are  th<ise  wliich  aie  iiiiVrior  or  sharp. 

'i'lms  for  tlie  dejjfiee  1  the  symbol  is  [IJ  ^wliich  is  simply  uuiiy) 
(jj  =  (),  and  the  syinl»ol  is  inferior. 

For  the  degree  -  the  symljol  is  ['2\,  =  l'S-^  if  k  <  ^  n  Ihe  symbol 
is  inferior,  if  /.  >       then  it  is  sharp. 

A  proof  is  first  reqnired  for  the  degree  3,  here  [t23]  ^l^'WW^ 
y  ^  et,  a-\-  ß  each  «  or  <  n)  which  may  very  well  be  neitber 

inferior  or  sharp;  for  instance  n  5,  we  have  12*  13*  2'.)' ,  wbere  each 
indoL  being  »  2,  the  symbol  is  not  sharp;  and  each  index -som 
being  =  4  the  symbol  is  not  inferior.  Bat  writing  the  symbol  in  the 
form  Vi  V273  ^  ^  ^  ™ew»8  of  the  relation 

Vi  .  23  -1-  Vj  .  31  4-  73 .  12  =  0 
(or  what  is  the  same  thing,  Vi  •         Vs  •     —  V3  •  l^)  symbol 

V,  7,      13'  23'  (7,  .  13  -  73  . 12) , 

—  7,»7j,  12*  13»  23  —  7t  7s»  13*  IS*  23 

wliore  each  term,  as  containing  an  iudex  3,  is  sharp.  To  eoinjih'te 
tbe  reibution,  observe  that  calling  the  expressiuii  A  —  B,  then  in  tlie 
term  A  interchani:;iiiif  tlie  numbers  2  and  3  wu  obtain  A  =  —  B,  and 

tlience  A  —  B  =  2A;  that  the  whole  is  275,27,  12'  13"'  23  viz.  it 
is  a  nndtiple  of  12''  W  23. 

1  prove  the  «(eneral  case,  snbstantially  in  tbe  nianner  iised  by 
Dr.  ('leb seil,  as  lollows.  \\  e  as.snmc  that  the  theorem  is  proved  Up 
to  a  particular  degree  ;// :  that  is  wo  assume  that  every  symbol  belongiug 

40» 
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to  a  degree  not  exceeding  m  can  be  expressed  as  a  sum  of  terms  each 
of  which  is  sharp  or  inferior:  and  we  bave  to  prove  tbis  for  the  nezt 

following  decrroe  m  1 ;  or  writinfif  for  convenience  p  in  place  of 
m-^  if  »&y  tor  the  degree  j);  that  is  for  a  sjrmbol 

[12  . . .  mp] ,  —»I»  1^1»  2**. . .  pm^  [12 . . .  m] 

«  P  [12 . . .  m]  suppose. 
I  write  as  before  tf| ,    ,  •  *  *  index-siims  of  [12  .  .  .  m] : 

those  of  [12  . . .  mp]  are  therefore  <r,  -|-  iL, ,  «2  +  ^  •  •     +  ^»7 
(for  the  doads  inTolving  p)  tfp        -|-     •  •  •  +  ^k* 

If  [12  . .  ffi]  18  Sharp,  then  [12  . .  mp]  is  sharp,  and  the  theorem 
is  true, 

U  6p  <  ^n,  then  [12  . . .  mp]  is  inferior  in  regard  to  p]  and  the 
theorem  is  true. 

The  only  ease  requiring  a  proof  ia  wlien  [12  .  .  .  m]  is  not  sharp 
(being  thorefon*  inferior)  and  when  Oj,  is  ^  .J  w.  And  in  this  case  if 
any  one  ui'  tli«'  iiidiees  A|,  .  . .  ig  >  i^oi  say  ü  jP  is  sharp)  then 
the  the<ir(Mn  is  true.  ^  , 

(Junsider  the  expression 

pV'p  '/\  .  pm^  [12  .  .  .  «) 

where       0j  .  .  tf«  are  as  before  the  iudex- snms  for  [12..  m]  and 

therefore  n  —  tf,  —  l^,  .  .  n  —  <y„  —  A«,  are  none  of  them  negative. 

Assume  that  when  [12  .  .  .  wf]  is  inferior,  and  when  A,  .  .  .  A«, 
have  any  valnes  such  that  their  sum  is  not  greater  tliaii  a  given  value 
6p  —  1  the  expressioii  is  a  sum  ot  terms  each  of  whicli  is  inferior  or 
sharp:  wc  wisli  to  show  that  wlicn  /.^  ^  A,^  •  •  •  -(-  A„,  has  the  nejct 
succeediiig  vuhie,  -=(5,.,  the  t-asc      still  tiie  .saiye. 

For  this  purpos*',  iiitroducing  tiie  y's  I  write 

^  -=  Vi""''^'-  •  ^m'"'""'"-  vi'"'  p^''  i>^. .  .  •  •  »*1 ; 

then  snpposiug  for  a  moment  that  A|  is  not  =  n  ^  tf,  and  A,  not  0 
the  expression  contains  the  factor  y,  .  p2,  which  is  eqnal  to  and  may 
be  replaced  by  —  y,  .  jil         .  12:  we  have  thus 

where  omitting  l^e  y's* 

Qr^j  ^l^+«j^2^-  *  J3^.         [12  . . .  m] 

Q  =  Ä;)         jp2^-'pV\  .pm^"'  12  [12  .  .  .  m]. 

Now  for  Q  the  sura  of  the  iiulices  A, ,  A,,  —  1,  A  ,  .  .  X,„  is  a^.  —  1,  so 
that  by  hypothesis  Q  in  inferior  or  sharp:  that  is,  tlie  differeuee  <^  —  </ 
is  inferior  or  sharp:  so  that  to  prove  that  is  inferior  or  sharji;  we 
have  only  to  prove  this  of  (/,  wlicic  (/  is  derived  ironi  Q  by  in- 
creasiug  by  uuity  the  iudex  of  ^1,  at  the  expense  of  that  of  p2 
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whicli  is  diminiahed  by  unity.  Such  chamge  is  posrible  so  long  as  ihe 
index  A,  has  uot  attaiued  its  mazimum  value,  n  —  <t,  ur  Op  as  the 
case  may  be,  and  there-ia  auy  other  index  A,,  .  .  .  X,„  which  ia  not»  0: 
that  is  we  may  {»ass  from  Q  to  Q',  from  (/  to  Q  "  and  so  on;  aod  it 
will  be  suf'Hcieut  io  show  that  the  hist  term  of  the  aeriea  ia  inferior 
or  Sharp.  We  thus  pass  from  Q  to  B,  where 

R  —  ^  l""''jp2^~\ .  .pm^"^  [12  . . .  m] 
where     -|-     * '         —  »  —  tf|  —  A,;  or  eise  to 

R  =  ^'p  [12  .  .  .  m]  , 
accordiiig  as  n  —  ö,  is  iiot  greater  or  is  greater  than  Up. 

New  let  [12 . . .  m]  be  iuferior-,  suppose  it  to  be  so  in  regard  to 
1  f  that  is  let  0|  be  leas  than  or  n  —  tf,  greater  than  ^n,  Then 
if  Op  be  leaa  than  ^»  it  ia  leaa  than  n  —  <s^,  that  ia  we  hare  foj-  R 
the  laat-mentioned  form  whieh  ia  inferior  in  regard  to  p,  vis.  R  ia 
inferior;  if  tfp  ia  eqoal  to  or  greater- than  ^n,  then  R,  whiebe^er  ita 
form  may  be,  ia  aharp  aa  to  pl,  ria.  R  ia  aharp..  Hence  in  either 
case  Q  ia  a  anm  of  terma  which  are  inferior  or  aharp;  that  ia  aaanming 
the  theorem  for  a  form  for  which  A,  -f-  ^2  *  '  '  4-  Joes  not  exceed 
a  given  value  ffp  —  1,  the  theorem  ia  true  for  the  iiext  ancceeding 
▼alae  «,;  or  being  tme  for  the  caae  0,  —  1 «-  0,  it  is  tme  generally. 

Cambridge,  24.  April  1872. 
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Bjr  A.  CaylbYi  Cambridgb. 


TJic  tliL'orv  of  tlic  Non-Euclidian  Geoinelry  a»  developed  in 
Dr.  Klein'»  paper  ,,Ueber  die  Nicht- Euelidisdie  Geometrie"  niay  be 
illustrated  hy  showing  bow  in  such  a  system  we  actually  measure  a 
distance  and  au  angle  and  by  establishlng  tbe  trigonometty  of  such 
a  System.  I  eoufine  myself  to  the  ,|hyperbolic''  case  of  phue  geo- 
mefary;  viz.  the  absolute  is  here  s  real  oonic,  which  for  simplicily  I 
take  to  be  a  drdei  and  I  attend  to  the  poinis  within  the  dide. 

I  nse  the  simple  Ictiers  n ,  Af  ,  *  io  deiioi«  (linear  or  augular) 
distauces  measured  in  the  urdiuary  maiiner;  and  the  saiiie  letters  witb 
a  snpcrserijd  stroke,  a,  J,  .  .  to  deiiute  tlie  same  diHlauces  measured 
acoordiiig  to  the  theoiy.  The  radius  of  the  al)solute  for  coiiveiiience 
taVen  to  be  =  1 ,  the  distance  of  aiiy  poiiit  from  the  ceutre  cau 
thereture  he  rcprcsciitcd  us  the  .sine  of  an  antfle, 

The  di-staiice  UCf  or  say  a,  of  auy  two  poiiitä  i^,  C  is  by  deiiiii- 
tiou  OS  folluws: 


Hadius  of  circle  »  1 
lu  i^ABC^  eidoH  nre  a,   h,  c 
augle»  „  A,  B,  C 
OAf    OBf    OC  are     ein  j>,  sin    Bin  r 
0A\   OB^t  0C\  „    „  anot  sin  5,  sin  c 
^  BOG,  OOAt  AOB  „    „  «,  ß,  y. 
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n.j  ci 

(wliere  i,  J  hvq  the  iuteraectiomi  of  the  liue  JJC  wilU  ihe  circle)} 
thai  is  _ 

, /// r  ■  cj  ,   /lij  ci    ^  /  ■     +  i'J  f'T 

üj  ci~^  y  Bi  cj'     yjii'Bjyci .  uj  ' 

wliero  tho  unmerator  ü 

Bi{iij-'jiC)-{-ci{nc-\-cj) ,  ^Bi.Bj-^ci.cj-\-ji('(ri-ni), 

=  BI.IiJ-\-Cl  Jj-^-JW'. 

Ilf'iu  ('  tilkilig  ff  t'or  tlit'  (listaiHc  l>(\  luul  sin  7,  sin  l'or  tlie  ilistiiiices 

Oli,  (je  rcsjKM  <iv«']y,  \ve  liave  Jil  .  />«/  =  cüö'*/;  (JI  .  CJ  =  cos'^r, 
uiul  tlie  t'urmuia  is 

,   —      coa'o  +  cos*!"  4-  a» 

or  whai  is  the  aame  thiug,  taking  a  for  the  angle  and  therefore 
rt'  «SB  siii  'r^  -f  ain'r  —  28ui{f  sinr  cos«,  we  have 

,  -      1  —  ainff  tiiir  6MB 

1u  a  situilar  inanncr,  if  sina  is  ibe  perpendicular  distaiice  from  0 
on  the  liiie  BC  (that  is  a  sina  »  sin sinr  siua)  it  can  be  shown  thai 

.  ,  a  cosa 

ibe  equivalence  of  the  two  formulae  appearing  from  the  identity 

cos'g  cos'r  «  (1  —  sing  sinr  cosa)^  —     +     sin*  a, 

wbicli  is  at  once  verified. 

Next  for  an  angle;  we  have  by  definitiou 

JL  —      log  ^(j^ininBAJ 
where  AI,  AJ  are  the  (iraagiuaryHangent«  \'rtnu  A  to  tlu-  circle;  or 
wiiting  for  sbortiiess  BI  &c.  instead  of  BAI  &c.  (tbe  aiigular  point 
being  always  at  Ä) 

Cduequently   

— 6r-'3^— 2»sin^ 


r  z 


voiBI'waüJ      ^/üaCI ■  sihSJ        aaBI  *mCJ  -  sinJJ J •  nnCI 


tiüCI  anBJ      V  nuBI-  täaCJ  »      Knn7y        J KoinC/- sinC  j  ' 

wliere  flie  nuniciiitor  is 

siii  J}I  siu  (/>'/  —  HC)  —  sin  //J  sin  (/>'/  +  HC)  -=  siiiL'C  bin  IJ, 
or  say     sin  J.  sin  JJ,  Moreover  taking  the  distance  OÄ  to  be  =s  giu 
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and  Ükd  popendicular  distances  from  0  on  the  lines  AB,  AC  io  be 
sin  c  and  sint^  respcctively,  then  if  for  a  momeat  the  angle  JJ  is  put 

mm2G},  wo  Imvp  siii^)8in«==  1:  moreover 

and  smf)  rinJBO  =  sine;  that  i«  siii^J  wnBJ -  ~.  ,  «=  ^'^'^^ : 
and  similarly  &mOI  imGJ  ""^t^i 

mxIJ^  —  8ui2a>  i-*  28mai  OOS»       ^  tcosp 
whence  the  required  formola 

r    coli»  liii^ 

sin  A  =  — ^  , 

cos  b  C08  c 

and  in  the  same  waj,  or  analyticallj  frum  this  value  we  haye 

and  theiice  alao 


 ^l^t  


tau  A  «      cosp  «inj, 


006^  -|-  flinl»  unc 

In  purticular,  taking  the  line  AC  pass  thro'  0,  or  writing  in  the 
forniiila  b  =  0,  we  liavo  tun  7/0  =  cos ;>  tÄU  7>0  —  cos  p  tan  6;  tliat 
is  HO  =  tan-  ^  .  cos;;  tan  9;  and  similarly  CO  =  tan"* .  C09p  taud'j  we 
ought  to  have         BO     CO,  that  is 

tan-' .  coa|>  tan6  -f*  taa~' .  cob^  iaad' 

which  obaemug  that  8iii|>  an  6     rin  c  and  aini»  smO'-«  sin  also 

^  »  6  +  O'»  is  in  fact  equivalent  to  the  above  formula  for  tan  Ä. 
Obser?e  in  particnlar  that  when  ^  is  at  the  centre,  p  is«»0, 

and  the  foimnla  becomei  vi  «  6  -f-  0'»  ^'-^t  W  ^^''^  angle  at 
the  oentre,  U^O.  _ 

I  return  to  the  expression  for  cosh  a;  in  explanation  of  ita 

meaning  let  the  distances  OH,  OC  bo  q,  r  respetively  aud  let  the 

angle  JiOC  be  «;  to  tind  q  we  have  only  to  take  ('  at  0,  that  is  iu 

the  formula  for  cush  n  to  whte  r     0,  we  thus  tiiid  cosh  q 

*  00S9 

and  similaily  eoeh  r  «   '    whenoe  also 

008  <2     sech       siu  g  »  t  tauh  q , 
OOS  r     sech  r,  sin  r     «  tanh  r, 
also^  as  seen  abo?e,  ä  —  « ;  the  formala  tfans  is 

cosh  o     -  "    

■erh  7  8<'cn  r 

BS  cosh  q  cosh  r  4-  ^^^uh  q  siiih  r  cos  a 
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or  what  is  the  same  thiüg,  it  is 

—      cosh  a  —  coah  q  cosh  r 

COB«»  .   , 

8inh     Hinh  r 

viz.  a»  will  preseiitljr  appear  tliis  is  iUe  lurmuiu  lor  coa  JiOC  in  the 
triaugle  i/OT'. 

From  the  ahove  iVtriuulae 

coBhä^'-'^^'^''-^  and 

Cmi  COBC  '  CM^  OOBC  ' 

and  the  like  fonnulae  for  h,  e,       C,  it  maj  be  shown  that  in  the 
triangle  ABC  vre  have 

cosh  a  ==■      •  -  -.  —  • 

mnBmnC 

In  facti  aobatitating  the  foregoing  values,  this  eqnation  becomes 

(I  —  rin'tti  (c<w J.  +  ainb_wnc)  +  (cosÄ  +  mnc  sino)  {ocmO'^mnA  «nW 

tiiijB  vnC  cOBb  cosc 

1  —  Bing  sinr  coiiit 
"  cosscosr 

that  ia, 

eMA'^eo8Bco8C-'8in'^eoBA-\-nua8mhcu»  B-f-sinasio  ccosC-l- sin  (sine 

—  sinB  8inC(l  —  sing  sinr  co8«r) 
or  what  is  the  same  thing 

sin*a  (cos  i^coe  C— sin  Bsin  O+sin  a  sin  h  cos  /?-[-  sin  (t  sin  c  cosC^-  »in  b  sin  c 

—  sin    sin  C  sin  7  sin  r  cos  « 

(sin  a  cos  7?-|-  siu  c)  (sin  a  cos  G-\-  sin  b)»8ini^8iuC(8in^a — sin  gsinrcos«), 
a  relation  which  I  proceed  to  Terify. 
We  may  irom  the  fonnulae 

«  sin'g  4*  Bin'**  —  ^  tiaq  war  eoaa,  a  mna  -=  sing  sinr  sin«  &c. 
bat,  more  mapij,  geometrically  as  preaently  shown,  dednce 

äiua  cosJJ  -j-  siu  c      ^  sini^  sing  (sing  —  sinr  cos«) , 

sina  cosC-|'*>nb  =  -  sinC  sinr  (sinr  —  sing  cos«) , 

and  theuce 

/  •         D  1   •    X/  •        /T  .   •  I  •       •  yf  •      ■  fsingsinrd-j-cos^a)) 

,  (8inacoflB-|-8Ui€)(smaco8C-4-8mb) r;Sini^8m(/Sinffsmr{    •  .  .,  [} 

«*  (— oosa(8in'|/-{-sinV)| 

^,  sin  J?  siii^  'sin  siu  r  (sin  g  sin  r  sin^«— a'''  cos  a) 

B  sini^  sinC  (sin'a  — •  sing  sinr  oos«) 

which  is  the  eqnation  in  question:  for  the  subsidiär^  equations  used 
in  the  demonstrationi  observe  that  the  four  points  0,  X,  A',  Ji  lie  in 
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a  circle,  aiul  tuij.>L(|utMitIy  tliat  CO  .  (  ' X  ~  CÄ .  (  Li]  or  iuultii>ljiiig 
eack  side  hy  sin  r,  tln'ii  ('()  .  ('X  .  smC  =^  AK  .  (Ii,  Ihat  is 

^iu  r  [üiny  —      q  cos«)  .siiir'=  «  (siiia  t  (»sr'-|-  sin  (i)  , 

Hiid  the  uthur  of  tUe  equatiuus  iu  questiou  is  pruveU  iu  tlie  6&uui 
maiiiier. 

From  ilie  t'ormula  i'or  cosli  a  wo  iiuU 

Binh  ä  — -.    *      A  , 

W  Ii  Ul  f 

A'     —  (l  —  cos'  A  —  eus'  Ji  —  cos*  C  —        A  aaa  B  cos  C)  , 
wheuce  akio 

aiuh  a  :  siuli  &  :  sinh.c     «iuui  :  iduif :  niuC* ; 

atiii  \vü  caii  aUu  ubtaut 

■i      coBh  «  —  coi^li  ^  cobh  c  • 
008  -al  aas   •  •  -  —  AC« 

öinli  h  biiih  t: 

So  iliai  ihf  t'oniiulae  are  in  tact  siiuilar  lo  tiiuso  ul  splu-riial  trigonu- 
nictry  with  only  cosha,  siiiba  &c.  insteud  uf  cos sin  a  &c.  The 
bet'ure  mentioned  formula  for  cos  a  iu  terms  uf  r  is  obviously  a 
particular  case  of  the  last-mentioued  oae  for  cos  ^ 

Cambridge,  U.  Mai  1872. 
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Zur  Theorie  der  eiudeutigeu  Elienentraiisforoiatioiien. 

Von  M.  NoETiiBB  in  IIkidklberü. 


rür  8at/,  (lass  sich  eine  Croninn  a  schc  Ebeneutraiisfonnatioii 
durch  eine  lleiheiilc)l<zc  ({iia<Ir<itiselK'i'  Tnuisforiuutiün>>u  orset/.cii  lasse, 
wurden  von  mir  im  JH.  Bd.  dieser  Aimaleii  ,  pag.  1(35,  und  bald  darauf 
voii  llosanes  in  Borchardt's  Journal,  Bd.  73,  pa<;.  1<^7  Heweisc 
n;ejrclM'n.  l)it'selljen  zeigen,  dass  die  »Summe  der  Ordnungen  der  3 
liik-listeu  Kundaujental]iunkte  der  'IVaiist"orniation.s(.urven  Ordnung 
fifn'tsser  als  )i  ist,  und  dass  tnl^licli  durcli  ninr  (juadratisclie  Trans- 
loruuitiuu,  welche  diese  )'»  l'unkte  als  liasispiuikte  lienut/t,  die  Trans- 
forniationscurv  en  u'  "  Ordnung  in  solche  von  niedrigerer  Ordnung  über- 
geführt wertlen. 

Diese  beiden  Beweise  werden  für  specielle  Lagen  der  Fimdamonta]' 
punkte,  in  denen  drei  oder  melirere  derselben  sich  einander  in  vcr- 
xhiedenen  Eichtangen  unendlich  nahem,  ungenügend,  insofern,  als 
durch  3  solche  Punkte  nicht  zerfallende  Kegelschnitte  aberhaupt  nicht 
mehr  gelegt  werden  kdnnen.  Ich  werde  nun  im  Folgenden  nachweisen, 
dass  der  Saig  von  der  ZusammenseUung  durch  quadratische  Transfor- 
mationen auch  ßir  solche  singulare  Transformationen  gilt  Da  die  Me- 
thode des  Beweises  der  im  allgemeineren  Falle  benutzten,  nach  einer 
kleinen  Modification,  analog  wird,  so  wiederhole  ich  den  früher  ge- 
gebenen Beweis  mit  dieser  Modification,  nach  welcher  eine  dort  ange- 
wendete geometrische  Betrachtung  in  eine  analytische  Form  umgesetat 
wird*). 

L 

Die  Ordnungen  der  Fundamentalpunk tc  der  Transf()nnationscur?en 

n^"  Ordnung  seien  mit  t, ,  i^,       bezeichnet»  so,  dass  h  ^  h  ^  h  ^  

Ich  benutae  die  beiden  Gleichungen: 

(1)  «»-l^Zi,^ 

Q 

(2)  3(1» -1)«  2;»,, 

9 

und  ich  werde  der  Reihe  nach  zeigen,  dass 


*)  .\iir  solche  singul.  Transformationen  wurde  ich  aufmorkaam  gemacht  durch 
den  Aufsatz  von  Clebsch  fiber  die  gcriidlinij,'(  ii  Fliiolion  vom  Geschlecht  0  (diese 
Annal.,  Bd.  V,  pag.  1),  deren  AM>iUhniK  auf  der  KIk  ih'  wpfrcn  desscllten  UmstandeB 
anr  bii  so  einer  gewissen,  von  der  Lage  der  Ji'undamcutalpuuktc  abhängigen 
Oxenw  erniedrigt  werden  kann. 
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(3)  3»,  >n, 

(4)  »,H-2i,>n, 

(ö)  «I  H-  »»  +  H  >  «•  • 

«t)  Ans  (1)  and  (2)  folgt: 

was  der  Sats  (3)  ist. 

/))  Als  Hfllfssats  f&r  das  Folgende  gebrauche  ich  den  Sats:  Aus 

(G)  i^'  =  s^.r,   fOr      <  l , 

folgt: 

(7)  U>^f'h 
denn  fft)  •/whi  direct      ">  Sg  .lig  . 

Angeuommen ,  «,  -f-  ^  i,  sei  <  n.    Ich  setze  in  (6)  und  (7) 

l  ==  ^(h  —  i,) ; 
dann  giebt  der  Uilfasatz  für  die  Formeln  (l)  und  (2): 

3(n-l):^»,H-l^5e, 
wobei  sich  das  Zeichen  £'  auf  alle  Fundamentalpunkte,  ausser  dem 
t,  fachen,  bezieht  Die  Slimination  von  £^8^  ans  diesen  beiden  Formeln 

1  >  H«-/,)(3/,  -«  +  3). 
Diese  Finniel  involvirt  aber,  we<?eii  (3),  einen  Widerspruch,  und  ea 
muss  wenigsten?,  der  /Jache  Punkt  von  höherer  Ordnung,  als  der 

C  T     *^"*»  ^'^^  **** 

^)  Jetzt  nehme  ich  an,  «i  +  H  +  H  >®>  ^  Dann  setze  ich  in 
(6)  und  (7)  I 

und  finde  durch  Anwendung  dieser  Formeln  auf  die  Gleichungen  (1) 

3(n-l)^i\  +  f,  +  Zr'i^, 

wobei  sich  das  Zeichen  auf  alle  Fundamentalpunkte,  die  beiden 
ersten  ausgenommen,  besieht.  Die  Elimination  yon  JS\  liefert  hier 

Aber  da  wegen  (4)  •        ^  7 

*j  >  h  >  i , 

so  involvirt  diese  Formel,  also  auch  die  obige  Aiuiahme*),  einen 
Widerspruch,  und  der  iSatz  (5)  ist  bewiesen. 


*)  Tn  meinem  oben  citirten  Kpweis  war  nur  die  Annahme  1  j  =  n  —  i|  —  t", 
widerlegt  worden}  indes«  sieht  man  dort  geometrisdii  das»  die  Annahme  i^^**~~*t~'*i 
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n. 

Auch  wenn  die  l<\uidamentalpnnkte  der  Transformation  besondere 
Lagen  eixinelimeii  sollten,  bleiben  immer  die  Gleichungen  (1)  und  (2) 
bestehen;  mit  andern  Worten:  jede  eindeutige  Ebenentransformatioii 
ist  eine  Cremona'sche.  Hierbei  können  insbesondere  zwei  fUle  ein- 
treten: erstens  können  ^(m  -j- 1)  {m 2)  oder  mehr  der  Fundamental- 
pnnkte  auf  einer  Onrre  m^'  Ordnung  Hegen,  nnd  sm/eitens  können 
mehrere  der  Fnndamentalpunkte  sich  einem  unter  ihnen  von  verschiedenen 
Richtongen  her  unendlich  nähern. 

Der  erstere  Fall  lässt  sich,  da  die  3  hochsteu  Fundamentalpunkte 
wegen  Formel  (5),  die  ebenso  wie  (3)  und  (4)  auch  hier  bestehen 
bleibt,  nie  auf  einer  Geraden  liegen  können,  immer  mit  Benutzung 
dieser  Punkte  behandeln,  wobei  man  entweder  nach  und  nacl)  die 
Singularität  ant'hel>t,  oder  cbontalls  aut  den  zweiten  Fall  geführt  wird. 
Dieser  allein  ist  daher  besonders  zu  behandeln. 

Aber  aucli  die  Lutersucliunt,'  dieses  I  Villes  lässt  sich  nocli  bedeutend 
reduciren.  Sei  der  höchste  FundanuMitalpunkt  ein  /-facher,  und  mögen 
sich  in  Fundamentalpiuikte,  bezügl.  von  den  ürduuugeu  /, ,  1.^,  .  .  . 
dem  fachen  von  m  verschiedenen  Richtungen  her  unendlich  nähern. 
Ein  solcher  ^-facher  Punkt  wird  dann  Zweige  des  fachen  Punktes 
absorbhren,  so  dass  sich,  wenn 

der  //-fache  Punkt  in  einen  Punkt  von  höherer  —  /-facher  —  Viel- 
fachheit verwandeln  muss.  Daun  aber  fasst  man  einfacher  die  singulare 
Transformation  als  einen  besondem  Fall  einer  solchen  Transformation 
auf,  bei  welcher  der  höchste  Fuifdamentalpunkt  ein  /-facher  ist,  an 
welchen  eine  Reihe  von  tf- fachen  Punkten  heranrQdien,  so,  dass 
Zi^  <  /.  Wir  dtirfen  daher  direct  fBr  unseren  Fall  die  Annahme 

machen:  . 

<J  )■ 

Die  Transformationscurven  Ordnung  mögen  nuji  als  höchsten 
Fundameutaipunkt  den  j-  facheu  Punkt,  ferner  m  i'  undamentalpunkte  von 


für  den  Beweis  noch  ^filnstiger  iht.  Auch  war  dort,  was  GbrigeiiB  auf  dseaelbe 
hinauskomuit,  uii  Sti  lle  der  Gleichung  (1)  die  für  das  GeHchlecht  der  Trsmbr- 
matiouscurvea  beoutzt. 

*)  So  erUUt  man,  wenn  8  Doppelpuakte  in  beatiinmten  Oreimriehtaiigeii.en- 
•ammenrücken ,  einea  3 -fachen  Punkt,  deuBon  3  Zweige,  da  die  Tangenten  der 
•'rwälinteii  Itichtunpcn  vierpunVlip  s(:hiit'i(k'ii ,  fi'.~ti'  Kichtungen  haben;  niul  es 
lil^t  sich  die  Tranaformation  durch  Curven  4^*'^  Urdnuug  mit  3  doppelten  und  3 
einfachen  Fuudamentalpunkten,  bei  welcher  die  8  doppelten  Punkte  zusauuuen« 
rflcken,  auffiuBen  als  speeieller  Fall  der  dnreh  Curven  4»'  Ordnung  mit  1  S-fiuihen 
nnd  6  einfachen  Fundüa«tta]piinkt«it  Ton  denen  8  in  den  S-fuhen  Punkt  vffdken. 
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fleii  ( )rtlmm;j:»*n  /, ,  .  .  .  /,„,  wcli  lic  von  n  rsi  Iii  ilnn  )t  \Vu  \\i\\\\\x^'U  luM* 
an  (ItMi  j-lai-lteii  l'unkt  uneiuilii  Ii  nalir  In  liiiu-ückeii,  uiui  zwur  .>^u,  dass 

»I  ^«a^  •  • 

(8)  ^ht^i, 

und  endlidi  eine  Reihe  von  hi-Ut/^ea.  Fundameiitalpiiukten  besitzen, 
80,  dass 

^  ^  ^1       ^2  ^  •  •  •  • 

Diese  Ictztereu  Punkte  könneu  selbst  noch,  alle  oder  tlieilweise,  auf 
den  m  <^  lachm  Zweigen  des  fachen  Punktes  nnendlich  heninrflcken; 
indes«  hat  man  dann,  wenn  ein  Ai-faeher  Punkt  auf  einem  t^- fachen 
Ziveitre  heranrttckt: 

Äi  <  . 

Hier  werde  ich  nun  zciycn,  dass 

(9)  j  4-       >  n 
ist. 

Dann  kann  man  also,  w«'nn  der  //,  - fache  Punkt  vom  /-faelien 
«•ndlich  entfernt  ist,  den  /- fadien ,  /, -faclien  und  //, -fachen  Punkt, 
wenn  aber  der  //, -fache  J*unkt  in  ilein  Z^- faclien  Zweige  heranrückt, 
den  ^-fachen,  den  /j-facbeu  und  den  //, -fachen,  d.  h.  drei  auf  ein«'ni 
Cnrveuzweigc  contecntiTe  Punkte,  sur  ^uiidratiacfaen  Transformation 
benutzen,  und  wird  die  Ordnung  der  Transformationscurven  redudren 
auf  2n  —  j  —  »,  —  Ä, ,  bez.  auf  J?«  —  j  —  —  A, ,  die  beide  <  n 
werden. 

Die  Gleichungen  (1)  und  (9)  werden  hier 

3(«-i)-i+2;»,  +  2;Ä,. 

Angenommen,  j  -j-  ^h^  sei  ^  n.   Ich  setze 
wobei  Sfk^l,  0x^1  wird.   Daraus  folgt: 

.  ,    ^         n  — 

^      .  /,  ,        /'i  >  «^i  .     2  ~  * 

Die  beiden  Gruudgleichungeu  gehen  dadurch  über  in 

3  (»  —  1)  ^  i  +  »,  -Ss^  +        .  -S<fa  .  • 

Durcit  Elimination  von  Hoi  ergiebt  sich  nuu  weiter 

1     -7-^  •  (3i  -  n  +  3)  -  (i,  -  ^J^)  Zs^. 
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Da,  nocli  (4),  f,  —         eine  pom'Kve  Grösse  ist,  so  kann  man  in 

ilieser  üiigleicliuug  ^^  2^Sf  crsetzeu  durch  ,/",  für  ilas  die  Beziehuiij^eu 
gelten 

und  die  Uiigleichuiig  «jfi'lit  über  iii 

1  ;>        •  (2i  -  Ii  +  3)  +i(n  -j-  t,). 

Diese  Ungleichung  involvirt  aber  einen  Widersjtruch.    Denn  au» 

j  +  »,  H-     >  n, 

folgt  2j  >  n , 

nnd  ferner  ist  n  >  ./ 

Daher  niuss  die  Heziehnng  (9)  ezistiren,  nnd  es  ist  der  folgende 
Sats  fOr  alle  Fälle  bewiesen: 

Irgend  stcei  Ghichumicv  swisdien  ßwei  Griissm  x,  y  und  gim 
Grössen  |,  ij,  icdchc  crhiulnu,  x  mul  »/  ah  rationah  Fundionm  von 
I  und  1},  und  ntHf/chclirf ,  ansrndnirl  rn  ^  hissni  sich  cyactzrn  durch  eine 
Itcihcnfoh/c  von  Sysffh/oi ,  nm  dmrn  jedes  aus  Zicei  ^  in  znei  Jlriliru 
von  je  2  (iiüssen  li)}i(ir>  t/  (rJi  iiininijm  Ixafehf;  also  dureJi  zieii  hil/nfin 
(ih  irhini;/e}i  swisclioi  ./ ,  //  H]i(l  (i)  i'ts>ii  n  ,/■('*,  foii'  r  diirtlt  zwei 

subla  zieisehcn  t/*"  und  x^~\  eit.^  ctuUieh  durch  zwei  solche 

zwischen        t/^'  uwl  ^,  t]. 

m 

Heidelberg,  den  21.  Mai  1872.  , 


Üeber  die  Cylinderftinction. 

Von  W.  Kkmakoff  in  UEiDELBSRa. 


Im  gegenwiirti<^('n  Band»'  «licstT  Aimnlt'ii  (^pair.  135)  hat  Herr  P. 
(f.  Molilor  «'iiicii  IJcwcis  gitlielort  tiir  die  Richtigkeit  des  drcitachen 
Neu  manu 'lachen  Integrals: 

f(ru  9t)  —      /  / 9) J(«j/r«+r,«-2iT,eo8(^p^ö)ayrarnaii, 

mit  den  (jiren/.en;  ^  =  (J  bis  2a ^  r  =  0  bis  oo,  n^O  bis  <x>. 
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1(  Ii  will  hier  zeigen,  «huss  dieses  Integral  durch  eiue  eiufache  Traus- 
^'jrmatiou  des  Fourier  scheu  Integrals 

—  x> 

erhalten  werden  kann.  Znnächst  mügen  die  Ooordiiiaten  a,  |8  in  Polar- 
Coordinaten  amgewandelt  werden.   Zu  diesem  Zwecke  setKen  wir: 

a-i-fiooeA;   /S— nsinA. 
Dureh  diese  Transformation  erhalten  wir: 

•wo  tir 

Ö       COS  {t»Ä  cos  (A  —  u;)}  <?A. 

I) 

Nun  ist  leicht  zu  zeigen,  dass 

in  n 

G  '==J  cos  l^nli  cosAj      =  2j cos.(n/2  cos  A)  öX 
0  0 

_  /  im  R  CO»  i  _  -  Ä 

— 23r/(iii2). 

0 

Das  Fourier'Bche  Integtal  nimmt  also  folgende  Oeslalt  an: 

90  +00 

Fi^i  y  Vi)  -  2,  j         y)  «^(•»^)  • 

Fohren  wir  jetat  statt  der  Coordinaten  x,  y^x^^y^  Polarooordinaten  ein: 
X         CO89  ,   y  —r  sin^  , 

a-,  =  r,  cos 9),,       =  sing?,, 


Ii  =  j     +      —  2rri  cos  (9  —  ^p,)  , 
nnd  setzen  wir  dementsprechend: 

so  gelangen  wir  sofort  zu  dem  dreifachen  Nenmann 'sehen  Integral, 
wie  es  im  Anfange  dieser  Notiz  angegeben  ist 

Heidelberg,  Mai  1872. 


Im  Verlose  von  Oeor^  Rcinior  in  Berlin  ist  soeben  erschienen 
und  durch  jede  Buchhandlung  zu  beziehen: 

öeneral- Bericht 

über 

die   Europäische  G  r  a  d  m  o  s  s  ii  n  g 

für  das  JaUr  1871. 

Mit  8  lithographirten  Tafeln.  4°  geheftet:  3  Thlr.  20  Sgr: 

Publicatioiieii  des  geodätischen  Institutes. 

Muassvergleichungeu. 

I'»«'  Heft 
Herausgegeben 
von  dem 

Centralbttreau  der  Europäisclien  Gradmessung. 

Preis:  1  Thlr. 

4")  a  u  p  t  j  ä  ^  e 

bcr  Elementar  =  ^DlatlKinatif 

jum  ÖJebraiK^c  an  ©Qmnnfien  unb  9lcol)d)uIcn. 
5^carbcitet 

$rof(tToc  am  M6nidlid)en  (Somnarutm  «ii  Stbins- 

2Jiit  einem  iüorroortc 

.  öon  ^difllbnrlj, 

Srdiflr  ?iuflagr.   'ißrcid:  15  Qqx. 

{"fljrbud)  kr  Cßromctric 

DOW  ä&alff. 
SttfHfr  Z^eil.    Stercontfttic  unb  jpbörijdjc  Trigonometrie, 
fünfte  »erbcii'erte  Sluflofle. 
SRit  '2  Sigutcataidn.   ^rei«:  l  Itjlr. 

Wlle  lÖuc^^anblungen  unb  ^oflanflaltcn  licfeni: 

lim  äffen  ^cfttßeifcn. 

311unrfrlf  iHonatsilifflc 

für  l^änticr-  uiiD  ^oltertnnbe 

inib  benuanbtc  >\äci)cr. 
^Keb.  Dr.  Otto  Deutsch. 

■iPreiS  icbc«  9Ronatät)cttc«  7'/,  Sgr.,  auc^  einjeln. 
^tip^iq,  iQerIng  von  ^bolrb  'Xcfcldiii)frr. 
9Kit  Cttobcr  beginnt  bcr  4.  3<it)tgong. 
^tluftrirtc  'JJrofpecte  grati«. 
Tiefe  iRonatftf^rift,  rcii^  oudgrfiattrt  mit  Durtrctflidien  &oIM4nittrn 
unb  ttartrn,  brinc^t  in  oQgemtin  Drrflänlitidjrr,  anfprcilirnbrr  unb  unter« 
baltenber  J^orm  interefTonte,  mannigfaltige  unb  grfiiegene  3il|ilberungen 
ani  uUrn  Xtjeilen  ber  Stielt,  Don  beu  tiiditigflen  !jier(uffcrn  unb  bcftrebt  jid), 
ierbuccti  geograpl^ifd)e9  !lÖiffrn,bae  für  irbrn  (^ebilbeten  Ijrutjutage  unrnt« 
rtirlt4  tfi,  in  brn  tDeitrflrn  ttreifrn  )u  tirrbrriten  unb  ^u  förbrrn.  * 
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